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Dr.  Carl  Ohrtmann 
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Eure  vor  Vollendang  dieseB  Bandes  wurde  uns  zu  unBerem 
grossen  Schmerze  unser  lieber  Freund,  der  Oberlehrer  Dr.  Carl 
Ohrtmann,  nach  langen  schweren  Leiden  durch  den  Tod  ent- 
riflsen. 

Auf  dem  Königlichen  Friedrich -Wilhelms- Gymnasium  zu 
Berlin  durch  Professor  Schellbach  für  die  mathematischen 
Wissenschaften  gewonnen,  studirte  Carl  Ohrtmann  von  18ö9 
bis  1862  zu  Berlin,  Heidelberg  und  Göttingeo,  wurde  1863  Mit- 
glied des  unter  Schellbach's  Leitung  stehenden  mathematisch- 
pftdagogischen  Seminars  und  1866  Lehrer  der  Mathematik  am 
Königliehen  Realgymnasium  zu  Berlin.  Bei  seinen  weiteren 
mathematischen  Studien  vermisste  er  lebhaft  ein  Hülfsmittel,  das 
die  Jünger  der  Mathematik  in  den  Stand  setzte,  sich  wenigstens 
einen  allgemeinen  Ueberbliek  über  das  Fortschreiten  ihrer 
Wissenschaft  zu  verschaffen.  Ihm  war  es  vorbehalten,  diese 
Locke  in  der  mathemattscben  Litteratur  auszufüllen. 

Im  Jahre  1869  begann  Carl  Ohrtmann  die  ersten  Vor- 
arb^ten  zur  Begründung  des  ^Jahrbuches  über  die  Fortschritte 
der  Mathematik^,  das  nach  dem  Muster  der  von  der  hiesigen 
Physikalischen  Gesellschaft  herausgegebenen  „Fortschritte  der 
Physik"^  eine  Uebersicbt  über  alle  neuen  Erscheinungen  auf  dem 
umlaDgreichen  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  zu 
geben  bestimmt  war.  ,  Nicht  weil  er  sich  für  den  Fähigsten  zur 
Herausgabe  desselben  bielt^,  wie  er  in  dem  Vorworte  zum  ersten 
Bande  bescheiden  hervorhebt,  sondern  weil  er  durchdrungen 
war  von  der  Unentbehrlichkeit  eines  solchen  Werkes,  machte  er 
sieb  an  die  AnsUlhrung  seines  Planes.  Die  stets  wachsenden 
Sehwierigkeiten,  welche  ein  solches  Unternehmen  mit  sich  bringt, 
sehreckten  ihn  nicht  zurück.    Unterstützt  von  einer  erfreulichen 


Zahl  von  Berufsgenossen,  welche  er  für  seine  Idee  zu  begeistern 
wu88te,  und  ermutigt  durch  den  wohlwollenden  Rat  wissenschaft- 
licher Autoritäten,  sammelte  er  mit  unermüdlichem  Fleisse  Journal- 
abhandlungen und  selbständige  Werke  mathematischen  Inhalts, 
ordnete  sie  nach  den  einzelnen  Disciplinen  und  verteilte  sie 
unter  die  Mitarbeiter,  deren  Berichte  dann  in  systematischer 
Reihenfolge  gedruckt  wurden.  Im  Februar  1871  erschien  der 
erste  Band,  welcher  die  Litteratur  des  Jahres  1868  umfasst. 

Um  das  angefangene  Werk  fortzusetzen  und  immermehr  in 
einer  der  Wissenschaft  würdigen  Weise  zu  vervollkommnen,  opferte 
Ohrtmann  alle  Kräfte  und  alle  Zeit,  welche  ihm  seine  amtliche 
Thätigkeit  übrig  Hess.  Es  war  ihm  vergönnt,  15  Jahrgänge  fertig 
zu  stellen,  die  jetzt  in  14  Bänden  erschienen  sind.  Auch  der 
XV.  Band  (Jahrgang  1883)  wurde  von  ihm  fast  bis  zum  Druck 
gefördert.  Band  XVI  vorbereitet. 

Selbst  auf  dem  schmerzensreichen  Krankenlager,  auf  das  er 
vor  fast  einem  Jahre  geworfen  wurde,  arbeitete  Ohrtmann  an 
dem  Jahrbuche  unermüdlich  weiter.  In  der  Beschäftigung  mit 
dieser  seiner  Schöpfung  fand  sein  Geist  Trost  und  Erhebung, 
wenn  der  gebrechliche  Körper  den  schweren  Leiden  zu  erliegen 
drohte.  Mit  inniger  Freude  erftlllte  ihn  auf  seinem  Sterbebette 
die  Nachricht,  dass  es  uns,  die  wir  fünfzehn  Jahre  hindurch  mit 
ihm  an  der  Redaktion  des  Jahrbuches  gemeinschaftlich  gearbeitet 
haben,  gelungen  war,  durch  Hinzuziehung  neuer  Kräfte  die  Ge- 
währ ftlr  das  Fortbestehen  seines  Unternehmens  zu  erhöhen. 

In  dem  ^Jahrbuche  über  die  Fortschritte  der  Mathematik'* 
gründete  Carl  Ohrtmann  sich  ein  schönes  ewiges  Denkmal 
und  verpflichtete  alle  Jünger  der  Wissenschaft  zu  bleibendem 
Danke.  Wir  aber  halten  es  für  eine  heilige  Pflicht  der  Freund- 
schaft, sein  Andenken  auch  dadurch  zu  ehren,  dass  wir  femer 
nach  Kräften  an  dem  mit  ihm  begonnenen  Werke  fortarbeiten. 

Berlin,  den  27.  April  1885. 


Felix  Müller.    Albert  Wangerin. 
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Bemerkung. 


In  Folge  einer  längeren  Krankheit  des  Herausgebers  ist  trotz 
aufopferndster  Unterstützung  eine  Verzögerung  im  Erscheinen  des 
14.  Bandes  nicht  zu  vermeiden  gewesen.  Auch  haben  sich  trotz 
grosster  Sorgfalt  mancherlei  Auslassungen  und  Unzuträglichkeiten 
eingeschlichen.  Seitens  der  Redaction  wird  Alles  geschehen,  um 
diese  Mängel  noch  nachträglich  im  folgenden  Bande  auszugleichen. 
Wir  richten  indes  an  die  Herren  Fachgenossen  die  ergebene  Bitte, 
uns  durch  Mitteilung  von  etwa  bemerkten  Mängeln  unterstützen 
zu  wollen.  Die  Verzögerung  im  Erscheinen  wird  sich  nur  auf  den 
14.  Band  erstrecken,  da  alle  Schritte  getan  sind,  um  den  Druck 
lies  15.  Bandes  zur  gewohnten  Zeit  beginnen  und  beenden  zu 
können. 

Wir  benutzen  die  Gelegenheit  zur  Wiederholung  der  Bitte  an 
die  Herren  Fachgenossen,  uns  durch  rechtzeitige  Uebersendung  von 
Separatabzugen  ihrer  Arbeiten,  namentlich  Programmen  und  in 
nicht  speciell  mathematischen  Zeitschriften  erscheinende  Arbeiten 
zu  unterstützen. 

0. 
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Erster  Abschnitt 

Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  1. 
Geschichte. 

A.    Biographisch-Literarisches. 

Th     V.  Oppolzer.     Note  über  eine  von  Archilochos  er- 
wähnte  Sonnenfinsternis.     Wien.  Ber.  LXXXVL  790-794. 

Fragment  74  in  Bergk's  Ausgabe  des  Archilochos  enthält 
die  offenbar  auf  Autopsie  beruhende  Beschreibung  einer  Sonnen- 
ÜDStemis.  Gestutzt  auf  seine  bekannten  Syzygientafeln  untersuchte 
nun  der  Verfasser  alle  Phänomene  dieser  Art,  welche  in  die 
angefähre  Lebenszeit  des  Dichters  (700—640  v.  Chr.)  fallen,  und 
fand,  dass  eine  am  6.  April  647  stattgehabte  Finsternis  in  der  Tat 
gan^  gut  den  Angaben  des  Bruchstückes  entspricht.  Thasos,  wo 
sieb  Archilochos  in  seinen  letzten  Lebensjahren  aufhielt,  gehörte 
der  Zone  an,  innerhalb  welcher  die  Verfinsterung  total  gesehen 
wurde.  Allerdings  aber  begann  dieselbe  schon  am  Vormittag, 
während  aus  den  Dichterworten  geschlossen  werden  kann  — 
nicht  mnss  — ,  der  Beginn  sei  auf  eine  Nachmittagstunde  ge- 
fallen. Gr. 


Fortaciir.  d.  Math.  XIV.  1.  { 


2  I.  Abschnitt.    Qeschichte  und  Philosophie. 

A.  RiECKE.     Pythagoras.    Zeit-  und  Lebensbild  aus  dem 

alten   Griechenland.    Leipzig,  Berlin.    Spamer. 

Das  vorliegende  Buch  will  ein  Lebensbild  des  Pythagoras 
geben.  Der  Verfasser  beruft  sieh  als  Quellen  seines  Buches  auf 
Herodot,  Diodoros,  Strabon,  Diogenes  Laertios,  Dikaiarchos  etc. 
Die  Hauptsache  aber  hat  doch  wol  die  Phantasie  des  Verfassers 
hinzugetan.  Dagegen  aber,  dass  ein  solches  Phantasiegebilde 
als  Lebensbild  dargeboten  wird,  muss  denn  doch  von  Seiten  der 
Wissenschaft  Protest  erhoben  werden.  Als  Roman  mag  es  gelten, 
aber  bei  der  Prätension,  mit  der  der  Verfasser  in  einem  Vorwort 
für  seine  Arbeit  eintritt,  kann  das  Erscheinen  des  Buches  nur 
bedauert  werden.  0. 


P.  Tannery.     Seconde  note  sur  le  systfeme  astronomique 

d'Eudoxe.    Bord.  M6m.  (2)  V.  129-149. 

Das  lange  in  seinem  eigentlichen  Wesen  verkannte  Planeten- 
system des  Eudoxos  ist  bekanntlich  von  Schiaparelli  geistreich 
reconstruirt  worden.  Jedem  Wandelstern  sind  concentrische 
Sphären  in  solcher  Anzal  zugeteilt,  dass,  indem  jede  dieser  Eugel- 
flächen  einer  ihr  speciell  vorgeschriebenen  Bewegung  huldigt, 
durch  das  Zusammenwirken  all'  dieser  Impulse  der  Planet  die 
tatsächlich  beobachtete  Bahncurve  (Hippopeda)  beschreiben 
muss.  Filr  die  eigentlichen  Planeten  nun  hat  Henri  Martin  in 
seiner  1881  erschienenen  Schrift  „Memoire  sur  les  hypoth^ses 
astronomiques  d'Eudoxe,  de  Calippe  et  d'Aristote*^  Schiaparelli^s 
Theorie  angenommen,  für  Mond  und  Sonne  dagegen  stellt  er 
neue  Hypothesen  auf.  Herr  Tannery  tritt  gegen  seinen  Lands- 
mann und  zu  Gunsten  des  Mailänder  Astronomen  in  die  Schran- 
ken. Er  weist  nach,  dass  Eudoxos  ein  wahrhaft  hervorragender 
Astronom  war,  der  nur  in  der  Leugnung  der  solaren  Eigen- 
bewegung einen  schwereren  Fehler  beging,  obwol  er  geneigt  ist, 
die  Beobachtungshilfsmittel  des  Ersteren  auf  ein  sehr  niedriges 
Niveau  herabzusetzen.  Auch  die  Pole  der  Merkur-  und  Venus- 
Sphäre  fasst  Martin  anders  auf,  als  Herrn  Tannery  zufolge  die 
Handschriften  gestatten.  Gr. 
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P.  Tannery.     Le  fragraent  d'Eudfeine  sur  la  quadrature 

des   lunules.     Bord.  M6in.  (2)  V.  211-237. 

Bretschneider's  Interpretation  jenes  Sttlckes  aus  dem  Com- 
mentar  des  äimplicius  zur  aristotelischen  Physik,  welches  von 
den  älteren  Bemühungen  um  die  Quadratur  des  Kreises  handelt, 
bat  sich  in  neuerer  Zeit  mehr  und  mehr  als  ungenügend  heraus- 
gestellt. Philologen,  welche  sich  später  mit  den  betreffenden 
Stellen  zu  beschäftigen  hatten,  Hessen  aus  naheliegenden  Gründen 
die  sachliche  Seite  unberührt,  und  erst  der  Engländer  AUman 
ging  über  Bretschneider  hinaus,  indem  er  den  in  die  Darstellung 
des  Simplicius  eingeflochtenen  Urtext  des  Eudemos  herzustellen 
bemüht  war.  Er  gelangte  auch  zu  einem  für's  Erste  befriedi- 
genden Resultate,  doch  blieben  Herrn  Tannery  noch  manche  der 
Aufklärung  bedürftige  Punkte  übrig,  und  ein  Gleiches  galt  ihm 
für  die  Restitution,  welche  zwei  um  die  Geschichte  der  exacten 
Wissenschaften  hochverdiente  deutsche  Altertumsforcher,  Diels 
and  Usener,  ihrerseits  in  Vorschlag  gebracht  hatten.  Der  Verfasser 
gebt  bezüglich  des  Eudemos  von  der  an  anderem  Orte  näher 
begründeten  Annahme  aus,  die  geschichtlichen  Arbeiten  desselben 
seien  im  Altertum  fast  gänzlich  vernachlässigt  worden.  Proklos 
and  alle  Autoren,  die  nach  dem  vierten  Jahrhundert  unserer 
Aera  lebten,  hätten  dieselben  aus  zweiter  Hand  gekannt,  und 
speciell  Simplicius  wie  Eutokios  hätten  lediglich  aus  der  yjxrjQta^ 
betitelten  Compilation  eines  gewissen  Sporos  geschöpft.  Weiter 
erhalten  wir  den  griechischen  Text  in  neuer  Recension,  soweit 
er  von  der  hippokratischen  Kreisquadratur  durch  Möndchen  han- 
delt, und  eine  genaue  französische  üebersetzung  desselben,  be- 
gleitet von  einer  Reihe  scharfsinniger  Noten,  aus  denen  jetzt 
mit  ziemlicher  Gewissheit  erhellt,  welches  Mass  geometrischen 
Wissens  etwa  dem  Hippokrates  von  Cbios  zuzuschreiben  ist. 
Auch  führt  Herr  Tannery  noch  trigonometrisch  den  Nachweis, 
dass  Hankel  im  Unrecht  war,  wenn  er  behauptete,  die  Monde 
des  Hippokrates  seien  die  einzigen  quadrirbaren,  welclie  man  mit 
Lineal  und  Zirkel  zu  verzeichnen  im  Stande  sei.  Gr. 
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H.  G.  Zeüthen.     Fra  Matheraatikens  Historie  II-III. 

Zeuthen  T.  ^4)  VI.  97-101. 

Im  ersten  dieser  beiden  Aufsätze  bemerkt  der  Verfasser, 
dass  schon  Euklid  im  neunten  Stücke  (Satz  35)  der  Elemeute 
einen  vollständigen  Beweis  der  Summationsformel  einer  geo- 
metrischen Reihe  geliefert  hat,  was  meist,  wie  es  scheint,  über- 
sehen worden  ist. 

In  der  zweiten  Note  giebt  der  von  Apollonius  im  ersten 
Buche  seiner  Eegelschnittslehre  geführte  Beweis  des  Satzes  34 
dem  Verfasser  Anlass  zur  folgenden  Bemerkung.  Wie  Ghasles 
gezeigt  hat,  ist  es  höchst  wahrscheinlich,  dass  Euklid^s  Porismen 
vorzugsweise  diejenigen  Transversalensätze  enthalten  haben,  welche 
jetzt  die  Grundlage  der  metrischen  Behandlung  der  projectivi- 
schen  Geometrie  bilden.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  es  auch  sehr 
wahrscheinlich,  dass  Euklid  diese  Sätze  in  seinem  ebenfalls  ver- 
loren gegangenen  Ti^erke  über  die  Kegelschnitte  verwendet  hat, 
und  es  ist  dann  natürlich,  dass  Apollonius,  welcher  die  beiden 
erwähnten  Werke  von  Euklid  kannte,  in  seinem  eigenen  grossen 
Werke  über  die  Kegelschnitte  viele  der  Beweise  von  Euklid  auf- 
genommen hat.  Daraus  erklärt  es  sich,  dass  man  bei  Apollonius 
Beweise  findet,  welche  sich  in  ihrer  Anlage  auf  diese  Sätze 
stützen,  obgleich  er  sie  kaum  als  so  bekannt  voraussetzen  durfte, 
dass  er  sich  mit  einer  Verweisung  auf  Euklid  hätte  begnügen 
können.  Als  einen  solchen  betrachtet  Herr  Zeuthen  den  Beweis 
des  erwähnten  Satzes  Stück  I.  34.  Gm. 


P.  TaNNERY.     Aristarque  de  Samos.    Bord.  M6m.  (2)  V.  237-258. 

Eine  sehr  dankenswerte  Studie  über  die  wichtigste  astro- 
nomische Leistung  des  Aristarchos.  0er  Verfasser  erinnert  daran, 
dass  selbst  Anaxagoras,  obgleich  er  über  die  Verfinsterungen  und 
Mondphasen  sich  so  ziemlich  klar  war,  die  Himmelskörper  noch 
immer  für.  platte  Scheiben  hielt,  dass  also  im  V.*  vorchristlichen 
Jahrhundert  von  wissenschaftlicher  Sternkunde  noch  kaum  die 
Rede  sein  konnte.     Demokrit  erkannte  die  Sphäricität  von  Mond 


Capitel  1.    Geschichte.  5 

und  Sonne,  allein  erst  Philipp  der  Opuntier  brach  vollständig  mit 
den  Phantasmen  der  pythagoräischen  Schule.  Diesem  Philipp 
wünscht  der  Verfasser  in  der  Geschichte  eine  ehrenvollere  Stelle 
eingeräumt  zu  wissen,  als  er  sie  bisher  inne  hatte.  Aristarch's 
Verdienst  gipfelt  nämlich  seiner  Ansicht  zufolge  in  seiner  be- 
kannten Anticipation  des  coppernicanischeo  Weltsystems,  wo- 
gegen die  schöne  Methode,  die  Distanz  der  Erde  von  der  Sonne 
zu  bestimmen,  in  eine  ältere  Zeit  hinaufreichen  und  entweder 
von  Eudoxos  oder  auch  von  dem  genannten  Philippos  herrühren 
soll.  Eine  wenig  beachtete  aristotelische  Stelle  spricht  allerdings 
daf&r,  dass  der  Grundgedanke  dieses  Verfahrens  ein  höheres 
Alter  besitzen  muss.  Das  als  Bestandteil  des  ^fiixQog  aatgovo- 
fiovftevog'*'  auf  uns  gekommene  Buch  des  Aristarch  wird  im  Ein- 
zelnen durchgesprochen;  es  kommen  darin  auch  mathematische 
Sätze  von  Bedeutung  vor.    So  wusste  der  Autor  z.  B.,  dass,  für 

a<:90",  der  Bruch  mit  wachsendem  a  kleiner,  dagegen 

a 

—  mit  wachsendem  a  grösser  wird.     Ebenso  scheint  ihm 

CT 

die  Relation 

43  1 

—  =  1  +  —       1 

37  ö  +  -g- 

bekannt  gewesen  zu  sein.  „C'est  une  preuve  incontestable  de 
Temploi'',  so  drückt  sich  Taunery  bei  dieser  Gelegenheit  aus, 
.,chez  les  anciens  d'un  proc6dä  de  calcul  dont  la  thäorie  appar- 
tient  sans  conteste  aux  modernes,  mais  dont  les  premi6res  ap- 
plications  sont  trop  simples  pour  ne  pas  avoir  une  origine  tr^s- 
recul^e.^  Um  so  mehr  wundeii;  es  uns,  dass  nicht  auch  auf  die 
bei  Aristarch  erstmalig  vorkommende  merkwürdige  Näherung 

1 


ausdrücklich  aufmerksam  gemacht  wurde.  Anhangsweise  ver- 
breitet sich  der  Verfasser  noch  über  andere  Zahlen,  welche^das 
Altertum  für  die  wichtigste  Linearconstante  der  Astronomie  auf- 
stellte, namentlich  über  einen  sehr  merkwürdigen  Passus  in  der 


f)  I.  AbschDitt.    Geechichte  and  Philosophie. 

Ketzerpoleniik  des  heiligen  Hippolyt,  von  welcher  die  Gesehicht- 
flchreiber  bis  dahin  keine  Notiz  genommen  hatten.  Gr. 


P.  Tannery.      8ur  une  critique  ancienne   d'une  d^mon- 
stration  d'Archimfede.    Bord.  M^m.  (2)  v.  49-63. 

Pappos  richtet  im  vierten  Buche  seiner  ^mathematischen 
Sammlung"^  einen  leisen  Tadel  sowol  gegen  ApoUonios  wie  gegen 
Archimedes,  weil  beide  die  Metboden,  welche  zur  Auflösung 
„ebener"  und  „körperlicher"  Probleme  dienen,  nicht  scharf  genug 
aus  einander  gehalten  hätten.  Man  war  sich  bislang  nicht  völlig 
klar  über  den  Sinn  dieser  Worte  des  Commentators.  Der  Verfasser 
aber  unternimmt  es,  deren  Sinn  wenigstens  bezüglich  des  Zweit- 
genannten  aufzudecken,  indem  er  bezüglich  des  ApoUonios  sich 
begnügt,  die  Hypothese  von  Hultsch  zurückzuweisen.  In  der 
1 8*'"  Proposition  seiner  Schrift  über  die  Schneckenlinien  beweist 
Archimedcs,  dass  eine  an  die  Spirale  gelegte  Tangente  eine  im 
Pol  senkrecht  zur  Axe  errichtete  Gerade  so  schneiden  kann, 
dass  das  abgeschnittene  Stück  dieser  Senkrechten  dem  Umfange 
des  ersten  Erzeugungskreises  gleich  ist,  und  stützt  seinen  Beweis 
auf  das  folgende  Lemma:  Hat  man  in  einem  Kreise  vom  Mittel- 
punkt 0  eine  Sehne  ABj  und  ist  Z.  AOB  =  9),  so  kann  man  durch 
0  eine  die  Sehne  in  E,  die  Peripherie  in  D  und  eine  in  A  an 
den  Kreis  gelegte  Tangente  in  F  schneidende  Sekante  so  ziehen, 

dass 

ED    ^^        er 
tang 
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werde.  Dieses  Lemma  aber  gewinnt  er  wiederum  nur  durch 
eine  Construction,  welche  ohne  Zuhülfenahme  von  Kegelschnitten 
nicht  zu  leisten  ist,  mithin  also  unter  die  körperlichen  Aufgaben 
des  Pappos  zu  rechnen  ist.  Herr  Tannery  zeigt  aber,  dass  und 
wie  der  Beweis  auch  mit  ganz  elementaren  Hülfsmitteln  geführt 
werden  kann,  und  bestätigt  damit  die  Richtigkeit  des  erhobenen 
Vorwurfes  insofern,  als  allerdings  Archimedes  nicht  grade  immer 
die  nächsten  Wege  betrat,  die  ihn  zum  gewünschten  Ziele  führen 
mussten.  Gr. 
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P.  Tannery.     Sur  les  fragments  de  H^ron  d'Alexandrie 
conservds  par  Proclus.    Darb.  Bull.  (2)  vi.  99-108. 

Proklos  citirt  in  seinem  Gommentar  zum  ersten  Buch  der 
«Elemente^  sechsmal  den  Heron  Alexandrinus,  einmal  als  Mecha- 
niker, in  den  übrigen  Fällen  dagegen  als  Geometer.  Herr  Tannery 
legt  sich  nun  die  Frage  vor,  woher  wohl  diese  Citate  stammen 
mögen:  ob  aus  einem  uns  unbekannten  Euklid-Commentar  des 
Heren  oder  aus  anderen  Schriften  desselben?  Henri  Martin  hat 
sich  fllr  die  Möglichkeit  eines  Werkes  ersterer  Art  entschieden. 
Mit  Recht  bemerkt  der  Verfasser,  dass  Proklos  das  heronische 
Original  gar  nicht  gekannt,  sondern  selbst  wieder  seine  Nach- 
richten nur  aus  zweiter  Hand,  durch  Porphyrios  und  Pappos 
empfangen  zu  haben  scheine.  Alles  in  Allem  ist  aus  den 
Worten  des  Proklos  kein  Anhalt  dafür  zu  gewinnen,  dass  Heron 
die  Elemente  mit  Noten  versehen  habe,  wohl  aber,  dass  derselbe, 
wofür  auch  andere  Anzeichen  sprechen,  ein  selbständiges  Lehr- 
bQchlein  für  geometrische  Praktiker  verfasste.  Ihr  entstammen 
vielleicht  einige  Angaben  aus  dem  Geschichts werke  des  Eudemos, 
welche  Proklos  gelegentlich  verwertet,  während  ihm  das  Origi- 
nal selbst  unbekannt  geblieben  sein  dürfte.  Jenes  Theorem, 
welches  in  den  Lehrbüchern  als  „Lehrsatz  des  Pappos""  aufgeführt 
za  werden  pflegt ^  ist  unser  Verfasser  geneigt,  dem  Heron  zuzu- 
schreiben. Gr. 


B.  Sepp.     Zu  Posidonius  ßhodius.    Bair.  Bi.  xviir.  397-399. 

Dieser  stoische  Philosoph  spielt  auch  in  der  Geschichte  der 
exacten  Wissenschaften  eine  gewisse  Rolle,  namentlich  wegen 
seines  auf  richtigen  Ideen  beruhenden  Versuches,  den  Umfang 
der  Erde  zu  bestimmen.  Seine  Personaldaten  waren  bisher  nur 
nnyoükommen  bekannt.  Der  Verfasser  sucht  hier  wahrscheinlich 
zu  machen,  dass  derselbe  128  v.  Chr.  geboren  und  44  v.  Chr. 
gestorben  sei.  An  seinem  grossartigen  Versuch  einer  all- 
gemeinen Kosmographie  habe  er  die  letzten  sechs  Jahre  seines 
Lebens  gearbeitet.  6r. 
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Winterberg.      Der  Tractat  Franco's   von  Lüttich:    „De 
quadratura  circuli.^    Abh.  z.  G.  d.  M.  IV.  135-190. 

Beschreibung,  Inhaltsangabe  und  Abdruck  des  Manuscriptes 
aus  der  Vaticanischen  Bibliothek,  siehe  Gantor,  Gesch.  der  Math. 
L  649-650.  0. 

E.  Narducci.     Intorno  a  due  trattati  inediti  d'Abaco. 

BoDC.  Bull  XV.  111-135. 

Due  trattati  inediti  d'Abaco.    Bonc.  Bull.  XV.  135-162. 
E.  Narducci.      Notizia   di   due  trattati  d'Abaco  mano- 

SCritti   del   secolo   XII.     Rom.  Acc  L.  (3)  IV.  324-326. 

Nachdem  der  Verfasser  erwähnt  hat,  dass  durch  die  Ver- 
öffentlichungen von  Ghasles,  Treutlein,  Friedlein  und  besonders 
durch  Boncompagni's  treffliche  Ausgabe  des  Atelharfschen  Abakus 
unsere  Kenntnis  mittelalterlicher  Zähl-  und  Recbnungsweisen 
eine  ziemlich  vollständige  geworden  sei,  giebt  er  Aufschluss  über 
zwei  neue  Abakus-Traktate,  welche  ihn  seine  bibliothekarischen 
Studien  haben  auffinden  lassen.  Der  eine  führt  den  Titel:  „Tur- 
chilius,  Reguncule  super  Abacum^,  der  andere  ist  anonym.  Einer 
detaillirten  Jnhaltsanalyse  der  bezüglichen  Handschriften  folgt 
die  textuelle  Wiedergabe  der  beiden  Rechenbücher.  Dass  das 
erstere  derselben  angelsächsischen  Ursprungs  sei,  ist  so  gut  wie 
gewiss,  indem  der  bezügliche  Codex  u.  a.  auch  eine  Strichrose 
aufweist,  in  welchem  die  Windnamen  lateinisch  und  ältenglisch 
sich  geschrieben  finden.  Den  Namen  des  Schriftstellers  glaubt 
Herr  Narducci  übrigens  auf  einen  dänischen  Stamm  zurückführen 
zu  sollen.  Gr. 


M.  Steinschneider.  Supplement  k  la  notice  sur  les 
tables  astronomiques  attribu^es  k  Pierre  III.  d'Aragon 
(Bulletino,  T.  XIII.,  pag.  413-436,  Luglio  1880). 

Bonc  Bull.  XV.  170-174. 
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In  der  Abhandlung,  welche  die  Ueberschrift  nennt,  war 
Herr  Steinschneider  za  dem  Ergebnis  gekommen,  dass  der  in 
der  Vorrede  des  Tafelwerkes  erwähnte  König  Peter  IV.  von 
Aragonien  (1336-1387),  und  dass  der  als  Jakob  Carsi  bezeichnete 
Mathematiker  mit  dem  bekannteren  Jakob  Carsono  eine  und  die- 
selbe Person  sei.  Kürzlich  nun  veröffentlichte  Balaguer  y  Merino, 
Mitglied  der  katalonischen  Akademie,  eine  Abhandlung,  durch 
welche  Steinschneider's  Resultat  die  wünschenswerteste  Bestäti- 
gong  erfährt  Um  1360  liess  nämlich  eben  jener  König  durch 
einen  gewissen  Dalmacus  Planes,  dessen  Name  gleichfalls  in  der 
Vorrede  vorkommt,  eine  astronomische  Schrift  ausarbeiten.  Der 
Artikel  Balaguer's  wird  im  spanischen  OrigiDaltexte  abgedruckt. 

Gr. 


H.  SüTER.      Eine  bis  jetzt  unbekannte  Schrift  des  Nie. 

Oresme.    Schlömilch  Z.  XXVII.  Hl.  A.  121-125. 

Die  Stiftsbibliothek  zu  St.  Gallen  enthält  einen  Katalog  zu 
der  aristotelischen  Meteorologie,  welcher  den  hervorragendsten 
Mathematiker  des  XIV.  Jahrhunderts,  Nikolaus  D'Oresme,  zum 
Verfasser  hat.  Es  geht  u.  A.  daraus  hervor,  dass  dieser  Mann 
von  der  pythagoräischen  Doctrin  einer  Erdumdrehung  Kenntnis 
hatte,  sich  aber  aus  den  bekannten  Gründen  dagegen  entschied. 
Aaeh  hielt  er,  der  gewaltige  Gegner  der  „Astrologia  judiciaria'', 
noch  ruhig  fest  an  der  Irrlehre  von  der  unheilvollen  Bedeutung 
einer  Kometenerscheinung.  Gr. 


J.  P.  Gram.     Le  triparty  de  Nicolas  Chuquet.     En  Läre- 
bog  i  Arithmetik   og  Algebra   fra  1484.    Zeathen  T.  (4) 

VI.  126-138. 

Eine  Analyse  der  erwähnten  Arbeit,  welche  im  XIII.  u.  XIV. 
Bande  des  „Bulletino  di  bibliograiia''  etc.  von  BoDcompagni  ver- 
öffentlicht worden  ist,  s.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  8.  Gm. 
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O.  7a.  Bianco.     Note  biografiche  intorno  a  Giovan  Fran- 
cesco  Peverone    tnatematico   Cuneese.    Torino  Att.  xvil. 

320-324. 

Der  Abhandlung,  welche  auch  als  Sonderabdruck  im  Ver- 
lage von  H.  Löscher  in  Turin  erschienen  ist,  entnehmen  wir  die 
folgenden  Daten.  Johann-  Franz  Peverone  ward  1509  in  Cuneo 
geboren;  sein  zweiter  Name  scheint  nicht  ganz  festzustehen,  da 
er  an  anderer  Stelle  auch  Johann  Baptist  genannt  wird.  Er  be- 
kleidete in  seiner  Vaterstadt  höhere  bürgerliche  Aemter,  kämpfte 
auch  mit  den  Waffen  für  dieselbe,  verlegte  aber  bald  darauf 
seinen  Wohnsitz  nach  Mailand,  wo  er  im  Alter  von  fünfzig  Jahren 
verstarb.  Ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  ein  eben  solches  der 
Geometrie  bezeugten  ebenso  wie  seine  reiche  Hinterlassenschaft 
mathematischer  Instrumente  Peverone's  Neigung  für  seine  Lieb- 
lingswissenschaft. Leider  aber  erfahren  wir  von  dem  Inhalte 
der  genannten  Bücher  nichts  Näheres,  indem  sich  der  Verfasser 
be£»nügt,  auf  die  bezüglichen  Angaben  eines  Kiccardi,  Libri,  Tod- 
hunter,  Gourand  und  Boucompagni  hinzuweisen.  Gr. 


J.  Perott.      Sur   une   arithnnJtique   espagnole   du   16"^ 

sifecle.     Bonc.  Ball.  XV.  163-170. 

Von  der  Arithmetik  des  Predigermönches  Juan  de  Ortega 
existiren  sieben  Auflagen,  welche  der  Verfasser  mit  bibliographi- 
scher Genauigkeit  beschreibt.  Die  italienische  Ausgabe  von  1515 
ist  dadurch  merkwürdig,  dass  in  ihr  zur  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel die  bereits  den  Arabern  bekannte  Näherungsformel 

2E0/a)+l 

verwendet  wird,  unter  K{{a)  die  grösste  in  \a  steckende  Zahl 
verstanden.  Im  Uebrigen  aber  scheint  sich  Ortega  bei  der  Wurzel- 
ausziehung eines  Verfahrens  bedient  zu  haben,  welches  auf  die 
ganzzahlige  Auflösung  der  (Peirschen)  Gleichung 

x'-Dy^  =  I 
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hinaaslief.      Er   schiene,    wenn  Perotfs   Vermutung    richtig   ist, 
somit  zur  Herstellung  von  Näherungen,  wie 

1^128  =  11+ 4t-»    >/756  =  27+    ^^^ 
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bereits    über   einen    kettenbruchartigen    Algorithmus   verfügt   zu 
haben.  Gr. 


E.    WiEDKMANN.      Sulla    storia    delle    scienze    naturali 
presso  gli  Arabi.    Bonc  BuU.  xiv.  718-720. 

Die  von  Dr.  Sparagna  übersetzte  Arbeit  beschäftigt  sich  mit 
einem  auf  der  Leipziger  Stadtbibliothek  befindlichen  Manuscripte 
des  Jahja  ihn  Muhammed  al  Gäfiari  (151 1)  über  merkwürdige  Natur- 
producte.  Es  handelt  sich  in  den  mitgeteilten  Stellen  um  die  Be- 
stimmung des  specifischen  Gewichtes  von  Edelsteinen  und  Metallen, 
zu  welchem  Zwecke  AI  Ehazini  in  seiner  „Weisheitswage^  einen 
eigenen  Apparat  angab.  Eine  vergleichende  Tabelle  zeigt  uns^ 
dass  die  arabischen  Physiker  gar  nicht  so  ungenau  verfuhren; 
für  Blei  z.  B.  fanden  drei  verschiedene  Experimentatoren  des 
Mittelalters  die  Werte  11,29;  11,35;  11,32,  während  heutzutage 
11,35  als  Durchschnittswert  angenommen  zu  werden  pflegt. 

Gr. 


Ä.    LiNDHAGBN.      Nicolai    Coppernici    de    hypothesibus 
motuum  coelestium  a  se  constitutis  commentariolus. 

Stockb.  Handl.  VI.  Nr.  12. 

Coppernicus'  kleine  Schrift:  „De  hypotesibus  motuum  coe- 
lestium a  se  constitutis  commentariolus  "^  ist  zum  ersten  Mal  von 
M.  Curtze  in  „Inedita  Coppernicana**  (Leipzig  1878,  p.  5-17)  nach 
einer  leider  etwas  unvollständigen  Wiener  Handschrift  heraus- 
gegeben. Eine  andere  vollständige  Handschrift  desselben  „Com- 
meotariolus^  ist  von  Herrn  Lindhagen  in  einem,  der  Bibliothek 
der  Schwedischen  Akademie  der  Wissenschaften  gehörigen 
Exemplare  von  Coppernicus  „De  revolutionibus  orbium  coelestium'^ 
(Basel  1566)  aufgefunden   und  hier  veröffentlicht.     In  der  Ein- 
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leituDg  sagt  der  Heraasgeber,  dass  die  Handschrift  wahrschein- 
lich um  das  Jahr  1600  in  der  Schweiz  oder  im  nördlichen  Italien 
geschrieben  ist.  6.  E. 


S.  Günther.  Peter  und  Philipp  Apian,  zwei  deutsche 
Mathematiker  und  Kartographen.  Ein  Beitrag  zur 
Gelehrten-Geschichte  des  XVI.  Jahrhunderts.    Prag.  Abh. 

1882. 

Die  umfangreiche,  134  Quartseiten  umfassende  Abhandlung 
giebt  eine  eingehende,  alle  Richtungen  erschöpfende  Darstellung 
des  Lebens  und  der  wissenschaftliehen  Leistungen  der  beiden  be- 
kannten Gelehrten.  Peter  Apian  ist  geboren  in  Leisnig  (Herzog- 
tum Sachsen).  Er  studirte  in  Leipzig  und  Wien  und  verbrachte 
den  grössten  Teil  seines  Lebens  an  der  Universität  Ingolstadt, 
wo  er  am  21.  Juli  1552  starb.  Sein  Sohn  Philipp  ist  geboren 
am  14.  September  1531  zu  Ingolstadt.  Er  wurde  nach  seinen 
Studien  und  Reisen  Nachfolger  des  Vaters  in  Ingolstadt,  aber  im 
Jahre  1569  seines  Amtes  der  religiösen  Verhältnisse  wegen  ent- 
setzt. Er  folgte  einer  Berufung  nach  Ttlbingen.  Aber  auch 
diese  Stellung  musste  er  1583  aufgeben,  da  er  sich  weigerte  die 
Concordienformel  zu  unterschreiben.  Er  starb  am  12.  November 
1589.  0. 


A.  Favaro.     Intorno  alla   vita   ed  alle  opere   di  Barto- 

lomeo  Sovero.    Bonc  Ball,  xv    l-48. 

In  seinen  bekannten  verdienstlichen  „Notizen  zur  Kultur- 
geschichte der  Schweiz"  (Nr.  330)  sagt  Rudolf  Wolf:  „Ich  hatte 
1862  in  meinen  Biographieen  eine  ganz  kurze  Notiz  über  einen 
freiburgischen  Mathematiker  Bartholomöe  Souvey  oder  Soverus 
gegeben,  aber  sie  war  meinem  Gedächtnisse  total  entschwunden, 
als  mich  Professor  Favaro  in  Padua  zu  Anfang  vorigen  Jahres, 
d.  h.  volle  zwanzig  Jahre  später,  nach  diesem  Manne  fragte,  und 
auch  die  auf  meine  Bitte  hin  durch  Herrn  Professor  Buman  in 
Freiburg  in  den  dortigen  Archiven  veranlassten  Nachforschungen 
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waren  von  so  dürftigem  Erfolge,  dass  ich  Herrn  Favaro  nnr 
einige  wenige  Anhaltspunkte  mitteilen  konnte.  Um  so  freudiger 
war  ich  überrascht,  als  ich  von  Letzterem  die  volle  fünfzig  Quart- 
seiten füllende  Abhandlung  „Intorno  etc."  erhielt  und  die  Masse 
von  Notizen  und  Belegen  kennen  lernte,  welche  der  gelehrte  Ver- 
fasser zu  sammeln  und  zu  einer  ziemlich  vollständigen  Biographie 
des  sozusagen  vergessenen  Mannes  zu  verarbeiten  wusste "... 
Mit  diesen  Worten  einer  Autorität  auf  dem  Gebiete  der  mathe- 
matiseh-geschicfatlichen  Forschung  dürfte  der  Allgemeincharakter 
von  Herrn  Favaro's  Abhandlung  zur  Genüge  gekennzeichnet  sein. 
Souvey  ward  um  1577  zu  Corbiöres  im  Kanton  Freiburg  geboren, 
stadirte  in  letzterer  Stadt  und  im  GoUegium  Borromeum  zu  Mai- 
land, war,  nachdem  er  in  den  Jesuitenorden  eingetreten,  folge- 
weise Lehrer  in  Turin  und  Rom  und  erhielt  1624  als  zweiter 
Nachfolger  Galilei's  die  mathematische  Professur  an  der  Univer- 
sität Padua.  Am  23.  Juli  1629  ist  er  daselbst  verstorben.  Sein 
bereits  im  U.  Bande  von  Kästner's  „Geschichte  der  Mathema- 
tik^ besprochenes  Hauptwerk  heisst:  „Gurvi  ac  recti  proportio, 
Patavii  1629.^  In  demselben  findet  man  mehrere  damals  neue 
oder  doch  ganz  wenig  bekannte  Lehrsätze  über  Kreisbögen  und 
trigonometrische  Linien,  wie  z.  B.  den  folgenden: 

/  chord  er  Y 2 

^  tanga  /  ~"  sec'« -f-secor 

in  die  höhere  Geometrie  jener  Zeit  geht  Souvey  ziemlich  tief 
ein  und  setzt  seinen  Lesern  namentlich  im  Sinne  des  Pappos 
den  Unterschied  zwischen  linearen,  ebenen  und  körperlichen 
Problemen  correct  auseinander.  Die  Kegelschnitte  sowol  wie 
die  bekannteren  transcendenten  Curven  lässt  er  durch  Bewegung 
entstehen;  überhaupt  zeigt  er  sich  in  der  Gurvenlehre  gut  be- 
sehlagen, obgleich  es  ihm  selbstverständlich  nicht  gelingt,  zu  dem 
ihm  vorschwebenden  Endziele,  der  Kreisquadratur,  durchzudringen. 
Ein  Anhang  des  genannten  Buches  ist  den  gelehrten  Streitigkeiten 
des  Autors  mit  Gloriosi  über  die  Natur  der  Kometen  gewidmet. 
Lange  nach  Sonve/s  Tode  wurde  sein  Name  wieder  in  die  Dis- 
cassion  gezogen  durch  seinen  wohlbekannten  Ordensgenossen 
Paul  Guldin,   der,  allerdings  mit  Unrecht,  die  Behauptung  auf- 
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stellte,  Cavalieri  habe  die  Grundidee  seiner  trefflichen  „Geometria 
indivisibiiium''  teils  dem  Kepler,  teils  dem  Soverus  entnommen. 
Letzterer  hinterliess  ausgearbeitete  Manuscripte  in  grosser  An- 
zahl, von  denen  manche,  wie  die  Bemerkungen  zum  „Novam 
Organon^^  des  Francis  Bacon,  einen  erheblichen  zeitgeschicht- 
lichen Wert  besessen  haben  oder  noch  besitzen  mögen. 

Gr. 


Ch.  Henry.      Sur  las  deux  plus  anciens  traitös  fran^ais 
d'algorisme  et  de  g^om^trie.    Bonc.  Bull.  XV.  49-71. 

Beschrieben  ist  hier  ein  Algorismus  der  Bibliothek  von  St. 
Genovefa  zu  Paris,  der  keinen  bestimmten  Autor  hat  und  der 
Zeit  Philipp's  des  Kühnen  entstammt.  Ghasles  hatte  sich  ver- 
geblich bemüht,  den  Codex  aufzufinden.  Die  arithmetische  Ab- 
handlung, welche  Herr  Henry  veröffentlicht,  ist  nur  ganz  kurz; 
ihr  folgt  aber  eine  geometrische,  in  welcher  die  wichtigsten  plani- 
metrischen  Rechnungsaufgaben  sammt  der  Lösung  in  bestimmten 
Zahlen  zusammengestellt  sind.  Die  Angaben  des  Herausgebers 
hätten  gewaltig  vermehrt  werden  müssen,  wenn  der  schwierige 
altfranzösische  Text  leichtverständlich  werden  sollte. 

Gr. 


MOUCHEZ.       Discours.     C.  R.   XCV.  399-402. 

Rede,  die  bei  der  Enthüllung  des  Fermat-Denkmals  in  Beau- 
mont-de-Lomagne  am  20.  August  1882  gehalten  worden  ist. 
Näher  eingegangen  auf  Fermafs  Verdienste  um  die  Mathematik 
wird  nicht.  0. 


P.  Fermat.     Manuscrits  iiit^dits,  extraits  par  M.  E.  Lucas. 

Magische  Quadrate  auf  196  Seiten  und  magische  Würfel  auf 
64  Seiten.  Mn. 
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Ä.  Favaro.      Sul   carteggio  Galileiano,   testfe  edito  dal 
Marchese  Giuseppe  Campori.  Ven  ist.,  Atti  (5)  viii.  551-571. 

Besprechung  der  im  Titel  angegebenen  Publication  und  An- 
gabe der  Briefe,  nach  Jahren  und  Namen  geordnet. 

0. 


A.  Favaro.     Intorno  ad  un  episodio  non  ancora  chiarito 
del  processo  di  Galilei.    Ven.  ist.,  Atti  (5)  Vlll.  715-740. 

Die  Note  bespricht  den  Umstand,  dass  die  Unterschriften 
dreier  Gardinäle,  die  doch  in  dem  Galilei  verurteilenden  Tribunal 
sassen,  unter  dem  Urteil  selbst  fehlen.  0. 


A.  Favaro.     Intorno  ad  una  nuova  edizione  delle  opere 

di  Galilei.     Ven.  ist.,  Atti  (5)  VIII.  83-132. 

Die    Notiz   bespricht   alles    das,   was  bei  einer  neuen  6e- 
sammtausgabe  der  Werke  Galilei's  zu  beachten  wäre. 

0. 


G.  Campori.      Carteggio    Galileiano    con    note'  ed    ap- 

peildici.    Modena.    Societä  tipografica. 

Kaum  einer  der  hervorragenden  Männer,  durch  welche  unsere 
Methode  der  Naturforschung  in  die  jetzt  von  ihr  eingeschlage- 
nen Pfade  gelenkt  wurde,  hat  so  allgemein  die  Aufmerksam- 
keit weiterer  Kreise  auf  sich  gezogen,  wie  Galileo  Galilei, 
dessen  tragische  Schicksale  ihm  stets  noch  ein  besonderes  Relief 
verliehen.  So  konnte  man  denn,  zumal  als  Alb^ri's  treffliche 
Gesammtausgabe  erschienen  war,  die  Erwartung  hegen,  dass  für 
die  Kenntnis  der  Lebensumstände  und  Leistungen  des  grossen 
Mannes  alles  Mögliche  geschehen,  alles  vorhandene  Material  ver- 
wertet worden   sei.     Diese    Erwartung  trog  jedoch;    Professor 
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Favaro  in  Padua  hat  im  Verlaufe  der  letzten  Jahre  eine  ganze 
Anzahl  kleinerer  und  grösserer  Aufsätze  über  Galilei  veröfifent- 
licht,  aus  denen  hervorging,  dass  noch  ein  sehr  reichhaltiger  Stoff 
zu  bewältigen  sei,  auch  stellt  derselbe  eine  Gesammtausgabe 
Galilei'scher  Werke  und  Correspondenzen  in  Aussicht,  welche 
diejenige  Alböri's  vollständig  in  den  Hintergrund  zu  drängen  be- 
stimmt sein  dürfte.  Gleichwol  wird  in  Fachkreisen  wol  all- 
gemeines Staunen  geherrscht  haben,  als  man  die  Nachricht  von 
dem  grossartigen  Werke  des  Marchese  Campori  erhielt,  in  welchem 
ungefähr  650  an  Galilei  gerichtete  Briefe,  grösstenteils  zum  ersten 
Male,  veröffentlicht  und  mit  den  nötigen  Erläuterungen  versehen 
wurden.  Dieser  kostbare  Schatz  ruhte  bisher  ungehoben  im 
Hausarchive  der  mit  der  Familie  des  grossen  Physikers  weitläufig 
verwandten  Geschlechtes  Tosi-Galilei,  sechs  starke  Bände  erfllllend, 
und  aus  der  Hinterlassenschaft  des  letzten  Trägers  dieses  Namens 
gelangten  sie  durch  Vermittelung  des  Buchhändlers  Dotti  in  die 
Hände  des  gegenwärtigen  Herausgebers.  Derselbe  hat  sich  je- 
doch, wie  schon  bemerkt,  nicht  darauf  beschränkt,  die  einzelnen 
Schriftstücke  einfach  abdrucken  zu  lassen;  er  hat  vielmehr  zahl- 
reiche Briefe  noch  hinzugefügt,  welche  bisher  unbenutzt  auf  der 
Nationalbibliothek  zu  Florenz  lagen ,  hat  jedem  einzelnen  Stücke 
eine  genaue  Inhaltsübersicht  beigegeben  und  vor  das  Ganze  eine 
sehr  verdienstliche  „Cronologia  Galileiana'^  gestellt. 

Detaillirte  Mitteilungen  über  den  Inhalt  der  Briefschaften  zu 
geben,  ist  an  diesem  Orte  nicht  wol  möglich;  es  sei  in  dieser 
Beziehung  nur  verwiesen  auf  die  Referate,  welche  über  das  Cam- 
pori*sche  Werk  von  einem  Ungenannten  in  der  „Wissenschaftl. 
Beilage  zur  Allg.  Zeitung",  von  Favaro  in  Vol.  VIII.  der  „Atti" 
des  venetianischen  Institutes,  von  M.  Cantor  in  Jahrg.  28,  Heft  I 
der  „Zeitschr.  f  Math,  und  Physik"  und  von  dem  Unterzeichneten 
im  Jahrg.  17,  Hft.  3  der  „Vierteljahrsschr.  der  astron.  Gesellsch." 
erstattet  worden  sind.  Nur  einiger  Hauptmomente  sei  auch  hier 
kurze  Erwähnung  getan.  Von  Briefen  Sagredos,  des  vertrauten 
Freundes  Galilei's,  kannte  man  bislang  nur  26,  während  uns  hier 
deren  59  geliefert  werden;  dieselben  sind  allerdings  mehr  in 
kulturhistorischer  Beziehung  und  auch  deshalb  wichtig,  weil  aus 
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ihnen  manche  Streiflichter  auf  die  persönlichen  nahen  Beziehungen 
beider  Männer  fallen:  doch  interessiren  auch  sonst  Sagredo's 
Versuche  mit  dem  Magneten  und  die  von  letzterem  angeregte  lang- 
^edehnte  Uiscussion  der  Frage,  ob  wirklich  bei  Erdumsegelungen, 
wie  der  des  „  Magaglianes",  ein  Tag  gewonnen  oder  verloren 
werden  könne.  Weitere  59  Briefe  entfallen  auf  den  freisinnigen 
Mönch  Micanzio,  der  in  der  Geschichte  von  Galilei's  Bemühungen 
um  Herstellung  einer  Pendeluhr  mehrfach  genannt  wird.  Derselbe 
macht  aus  seinem  Skepticismus  in  gewissen  Glaubensfragen  kein 
Hehl  und  spielt  auch  den  Mittelsmann,  wenn  es  sich  darum  han- 
delt, 6alilei*sche  Manuscripte  im  Auslande  unter  die  Presse  zu 
bringen.  Für  die  Geschichte  der  Mathematik  sind  von  Bedeutung 
einzelne  Briefe  des  bekannten  Jesuiten  Bonaventura  Cavalieri, 
der  über  eine  zur  Herausgabe  vorbereitete  sphärische  Trigono- 
metrie Mitteilungen  macht,  und  u.  A.,  zweifellos  ganz  unabhängig 
von  Albert  Girard,  den  richtigen  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines  Kugeldreieckes  augiebt.  Zur  Persoualgescbichte  Galilei's 
verzeichnen  wir  die  noch  von  Wohlwollen  und  anscheinend  auf- 
richtiger Verehrung  getragenen  Zuschriften  des  Pater  Scheiner, 
der  damals  (K)15)  also  noch  nicht  zum  offenen  Feinde  geworden 
sein  konnte,  obwohl  zwei  Jahre  früher  bereits  zwischen  ihm  und 
Galilei  ein  ziemlich  hitziger  Prioritätsstreit  anlässlich  der  Ent- 
deckung der  Sonueuflecke  ausgefochten  worden  war.  Niccolini, 
der  toscanische  Geschäftsträger  bei  der  Curie,  und  seine  hoch- 
herzige Gattin  Caterina  erscheinen  ebenfalls  unter  den  Brief- 
stellern, und  man  ersiebt,  mit  welchem  Eifer  namentlich  die 
Letztere  sich  bestrebte,  das  traurige  Loos  des  gelehrten  Lands- 
mannes einigerniassen  zu  mildern.  Dem  Werke  folgen  sechs 
sehr  inhaltreiche  Nuten.  Die  erste  derselben  stellt  gemäss  dem 
noch  vorhandenen,  nach  allen  Regeln  der  Astrologie  gefertigten 
Horoseope  fest,  dass  Galilei  am  15.  Februar  1 5G4  das  Licht  der 
Welt  erblickte,  die  zweite  und  dritte  bringen  neue  Nachrichten 
über  Kindheit  und  Studiengang  desselben,  die  vierte  beschäftigt 
sich  mit  einem  das  Fernrohr  betreffenden  Schreiben  des  Grafen 
Fontanelli,  die  fünfte  handelt  von  Galilei's  Arbeiten  zu  Gunsten 
der  Bestimmung  der  Meerenlänge,   die  sechste  endlich  bespricht 

Furtwbr.  A.  Math.  XiV.  1.  2 
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Galilei's  Stellung  zur  Sterndeuterei.  Den  Scliluss  bildet  das  im 
Notariatsarchiv  zu  Florenz  aufbewahrte  Testament  Galilei's  und 
der  Wiederabdruck  einer  von  Venturi  im  Jahre  1820  der  Modene- 
sischen  Akademie  eingereichten  Denkschrift,  in  welcher  nach- 
gewiesen wird,  dass  das  unter  dem  Namen  „Celatone^'  bekannt 
gewordene  Werkzeug  nicht,  wie  man  vermutet  hatte,  ein  Bin- 
oculartelescop  gewesen  sei.  Govi  und  Favaro  apiechen  sich  in 
gleichem  Sinne  aus.  Gr. 


A.  Genocchi.     Presentazione  di  un  volume  ^Correspon- 
daiice  inddite  de  Lagrange  et  D'AIembert.^    Tonoo,  Atti 

XVII.  531-533. 

Bericht  Über  den  Inhalt  des  13**"  Bandes  der  Werke  von 
Lagrange  bei  Gelegenheit  der  Uebergabe  desselben  an  die  Pariser 
Akademie.  0. 

S.  Günther.      II   carteggio  tra  Gauss  e  Sofia  Germain. 
Traduzione  dal  Tedesco  delT  A.  Sparagna.    Bonc.  Bull. 

XV.  174-175. 

Siehe  F.  d.  M.  XIII.  18HI.  p.  19. 


David.     Notice  sur  les  oeuvres  de  Cauchy.    Toul  Mem.  (s) 

IV.  178-201. 

Der  Verfasser  ist  der  Meinung,  dass  Cauchy's  Verdienste 
gegenüber  denen  von  Gauss  und  Jacobi  zu  sehr  in  Vergessenheit 
geraten  sind.  Er  unternimmt  es  daher,  die  Arbeiten  und  Leistungen 
Cauchy's  in's  Gedächtnis  zurückzurufen,  indem  er  eine  Analyse 
seiner  Arbeiten,  speciell  derer  aus  dem  Gebiete  der  Functionen- 
theorie  giebt.  0. 


Jacob   Steiner.      Gesammelte   Werke.      Herausgegeben 

von    K.  WeierstrasS.      Bd.  IL    Berlin.     G.  Reimer. 
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Fortsetzung  und  Schluss  der  im  vorigen  Bande  der  F.  d.  M. 
p.  22  besprochenen  Ausgabe  der  Werke  Steiner's.  Sie  enthält 
die  übrigen  Arbeiten  des  berühmten  Georaeters.  Zu  bemerken  ist  nur, 
dass  zwei  der  Arbeiten:  „Ueber  Maxiraum  und  Minimum  bei  den 
Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Kugelfläche  und  im  Raum  über- 
haupt*, welche  bisher  nur  in  französischer  Sprache  publicirt  waren, 
nach  dem  ursprünglichen  deutschen  Originalmanuscript  veröffent- 
licht sind.  In  Steiner's  Nachlass  hat  sich  ausser  Zusätzen  und 
Berichtigungen  nichts  Bemerkenswertes  gefunden.  0. 


FaYK,    LaBOÜLAYE.       Discours.     C.  R.  XCV.  407-471. 

Reden  bei  dem  Begräbnis  von  Liouville  am  11.  September. 

0. 


G.  Bauer.     Gedächtnisrede  auf  Otto   Hesse.    Münch.  Abh. 

1882. 

Ludwig  Otto  Hesse  ist  geboren  am  22.  April  1811  zu  Königs- 
berg in  Preussen.  18  52  bezog  er  die  Königsberger  Universität 
zu  jener  Zeit,  wo  Königsberg  seine  mathematische  Glanzperiode 
feierte,  gekennzeichnet  durch  die  Namen  Jacobi,  Bessel,  Richelot 
und  F.  Neumann.  1840  promovirte  er  mit  der  Arbeit  „lieber 
die  Oberflächen  zweiten  Grades"  und  habilitirte  sich  kurz  darauf. 
Zehn  Jahre  dauerte  es,  bis  er  endlich  als  ordentlicher  Professor 
uacb  Halle  kam.  Von  dort  siedelte  er  1856  nach  Heidelberg 
und  18(38  nach  München  an  das  neugegründete  Polytechnicum 
Qber.     Er  starb  am  4.  August  1874. 

Die  vorliegende  Gedächtnisrede  enthält  indess  mehr,  als 
einen  trocknen  Nachruf.  Sie  giebt  eine  Analyse  der  Arbeiten 
des  bekannten  Mathematikers.  Der  Verfasser  hat  es  dabei  ver- 
standen, an  die  Schilderung  der  Leistungen  der  einzelnen  Per- 
sönlichkeit eine  in  kürzesten  Zügen  gehaltene  Darstellung  der 
Geometrie  überhaupt  zu  knüpfen.  Die  Darstellung  des  Verfassers 
cbaraeterisirt  die  Etappen  der  Entwicklung  der  Geometrie  durch 
die  Namen  Buklid,  Descartes,  Monge,  Poncelet,  Steiner,  Chasles, 
Plücker. 

2* 
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Besonder»  hervorgehoben  wird  überall  der  Zusammenhang 
zwischen  der  Entwiekelung  der  Geometrie  und  der  Algebra.  Durch 
diese  allgemeinen  Beziehungen  werden  vielfach  sonst  schwer  zu 
übersehende  Zusammenhänge  zwischen  verschiedenen  Gebieten 
der  Mathematik  gewonnen.  0. 


L.  Tetmajer.     üeber  Culmann's  bleibende  Leistungen. 

Zürich.    Meyer  u.  Zell. 


A.  Favaro.     Della  vita  e  degli  scritti  di  Carlo  Culmann. 

Ven.  Ist.  Att.  (5)  VIII.  715-740. 

Schilderung  des  Lebens  und  der  f^eistungen  des  bekannten 
Mathematikers.  0. 


D.  Turazza.     Commemorazione  di  Giusto  Bellavitis. 

Ven.  Ist.  Atti  (5)  VIII.  395-422. 

Nachruf  für  Bellavitis.     Siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  2^-24. 

0. 


D.  BiERENS  DE  Haan.  Bibliographie  N^erlandaise  .histo- 
rico- seien tifique  des  oiivrages  importants  dont  les 
auteurs  sont  nds  aux  16",  17"  et  18"  sifecles,  sur  les 
sciences  math^matiques  et  physiques  avec  leurs  appli- 

Cations.     Bona.  Bull.    XIV.   519-630,  G77-718,   1881;     XV.    225-312, 
355-438. 

Der  Inhalt  dieser  Arbeit  ist  aus  dem  Titel  völlig  ersichtlich. 
Die  Arbeiten  sind  alphabetisch  nach  den  Namen  der  Autoren 
geordnet  und  mit  allen  Notizen  versehen,  welche  von  Interesse 
sein  können.  0. 


P.   RiccAKDi.     Nota  statistica  di  storia  niatematica. 

{^  Modena,  Mem.  XX.  299-310. 
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Üie  Arbeit  enthält  eioe  ZusammenstelluDg  statistischer  Notizen 
über  das  Leben  und  die  Arbeiten  italienischer  Mathematiker. 
Referent  kann  den  Nutzen  der  mUhsamen  Arbeit  nicht  verstehen. 
Uistorisch  wird  nichts  gefördert,  und  die  Einteilung  der  berück- 
sichtigten Männer  in  Mathematiker  l^',  2'*^  .•)*•'^  4**'  Klasse  wird 
mit  nichts  motivirt.  (Genannt  wird  nur  die  erste  Klasse  Archi- 
raed,  Galilei,  Lagrange.)  0. 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 
I\  DE  Lagarde.    Woher  stammt  das  x  der  Mathematiker? 

Gott  N.  1882.  409-413. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  der  Gebrauch  des  x  durch  die 
arabische  Uebersetzung  des  Wortes  cosa,  nämlich  xei  entstanden 
ist,  und  teilt  einen  Brief  von  Herrn  Menge  in  Mainz  mit,  worin 
dieser  zu  erklären  sucht,  wie  der  Gebrauch  des  Wortes  :rei  aus 
dem  bei  Diophant  gebräuchlichen  ägii^fnog  entstanden  sei. 

0. 

S.  Günther.  Sur  la  dependance  eiitre  certaines  m^thodes 
d'extractioii  de  la  racine  carr^e  et  l^algorithme  des 
fractions  contiuiies.    Bord.  Mem.  (2)  V.  91-107. 

Um  gewisse  im  Altertum  vorkommende  Näherungswerte  von 
Quadratwurzeln  zu  erklären,  haben  Mollvveide  und  Alexejeff 
Berechnungsmethoden  angegeben,  welche  keine  weiteren  arith- 
Dietischen  Vorkenntnisse  voraussetzen,  als  solche,  die  bereits  zur 
Zeit  des  Archimedes  bekannt  sein  konnten.  In  der  vorliegenden 
Xüte  aber  wird  gezeigt,  dass  beide  Verfahrungs weisen  doch  nur 
versteckte  Kettenbruch-Algorithmen  involviren.  Gr. 


S.  Günther.    Die  quadratischen  Irrationalitäten  der  Alten 
und  deren  Entwickelungfsmethoden.     Abh.  z.  g.  d.  M.  iv 

1-134. 
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Der  Verfasser  hat  die  Untersuchungeü  wieder  aufgenonimeo, 
über  die  bereits  im  Bande  XI.  1879.  dieses  Jahrbuches  p.  :'»7-;>8 
berichtet  worden  ist.  Er  beschränkt  sich  in  dieser  Arbeit  auf  quadra- 
tische Irrationalitäten,  zieht  dafür  aber  auch  alle  anderen  Methoden 
als  Kettenbruchentwickelungen,  in  deu  Kreis  seiner  Untersuchung. 
Gemäss  dem  Ziele  der  Untersuchung  zerfällt  die  Abhandlung  in  drei 
Capitel,  in  deren  erstem  das  Material  aus  dem  Altertum  gesammelt 
wird.  Das  zweite  Capitel  (p.  51- 100)  ist  der  Ableitung  der  antiken 
Quadratwurzeln  durch  oflFene  oder  versteckte  Kettenbruch-Algo- 
rithmen  gewidmet  und  das  3^  (101-129)  der  Ableitung  derselben 
durch  Entwickelung  in  Bruchreihen.  Auf  die  Untersuchung  selbst 
näher  einzugehen,  erlaubt  der  hier  gestattete  Raum  nicht.  Kefe- 
rent  muss  sich  daher  begnügen,  die  wesentlichsten  Ergebnisse 
anzuführen.     Die  Alten    gingen  bei  der  Berechnung  irrationaler 

Quadratwurzeln  durchgängig  von  der  Relation  ]^a'+ft  =  öi-^i — 

aus  und  brachten  dann  in  fast  empirischer  Weise  Verbesserungen 
an.  Von  der  so  gewonnenen  ersten  Annäherung  aus  gewann 
man  methodisch  durch  Betrachtungen  ähnlich  denen,  die  bei  der 
Auflösung  der  Peirschen  Gleichung  gebraucht  werden,  weitere  Nähe- 
rungswerte. Ein  Kettenbruchverfahren,  welches  mit  dem  jetzigen 
Aehnlichkeit  hätte,  existirte  ebenso  wenig,  wie  die  Auflösung  in  eine 
Bruchreihe.  Nur  bei  den  Indern,  Arabern  und  Juden  des  frühen 
Mittelalters  finden  sich  die  Näherungswerte  der  Entwickelung 

}/a*+6  =  a+6:2a+6:2a 

_  0. 

F.  Schlepps.     Die  Logarithmen.    Leipzig  Schoitz. 

Das  Buch  will  in  möglichst  einfacher  und  elementarer  Weise 
den  BegriflT  und  das  Wesen  der  Logarithmen  auch  dem  grossen 
Publicum  zugänglich  machen.  Der  Verfasser  entwickelt  daher 
zunächst  in  einer  Einleitung  eine  Geschichte  der  Logarithmen. 
Seine  Behauptung,  Jost  Bürgis  sei  als  der  Entdecker  anzusehen, 
wird  vielfach  beanstandet  werden.  Dann  giebt  er  die  einfachsten 
Sätze  und  Anwendungen  der  Logarithmen.  0. 
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KiKSSLiNG.     Ueber  die  Entwickelung  des  luiaglnären  in 
der  Analysis.    Bamb.  Mitt.  IH02.  24-26. 

Aus   dem  vorliegenden    kurzen  Auszuge   ergiebt  sich,    dass 

■ 

Herr  Kiessling  zunächst  die  Versuche  der  italienischen«Algebraiker 
(Girardet)  zur  Benutzung  des  Imaginären  erwähnt.  Er  schildert 
daon  die  Entwickelung  des  Algorithmus  imaginärer  Zahlen  und 
ihrer  Anwendung  von  Euler  bis  Riemann.  0. 


F.  HüLTSCH.  Die  geometrische  Zahl  in  Platon's  VIII.  Buche 

vom   Staate.     Schlömilch  Z.  XXVII.  Bl.  A.  42-GO. 

Die  Veröffentlichung  von  Dupuis':  „Le  nombre  g^om^trique 
de  Piaton;  Interpretation  nouvelle"  (Paris  1881)  gab  auch  Herrn 
Hultsch  Veranlassung,  mit  den  Ansichten  nicht  mehr  zurückzu- 
halten, welche  er  sich  bereits  vor  längerer  Zeit  über  dieses 
viel  umstrittene  Problem  gebildet-  hatte.  Für  ihn  ist  diese  Zahl 
gleich 

3ö00'  =  2^3^5*  =  3*. 4*. 5*  =  700.2700.  p  —  y- )  7- y- 

Als  eine  wesentliche  Stütze  dieser  Hypothese  darf  man  es  be- 
trachten, dass  sie  nur  mit  den  Zahlen  3,  4,  5  operirt,  welche 
als  Seitenmasszahlen  des  einfachsten  pythagoräischen  Dreieckes 
in  der  älteren  Mathematik  eine  so  gewichtige  Rolle  spielten. 
Zudem  lassen  sich  gewisse  grosse  Zeitperioden  der  antiken  Astro- 
nomie (das  grosse  platonische  Jahr  u.  s.  w.)  zu  der  genannten 
2^bl  in  eine  ganz  ungezwungene  Beziehung  setzen.  6r. 

O.  Stolz.     Zur  Geometrie  der  Alten,  insbesondere  über 
ein  Axiom  des  Archimedes.    innabr.  Ber.  xil. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  1. 


E.  Mahlkr.     Beitraij  zur  Geschichte  der  Mathematik. 

Schlömilch  Z.  XXVII    Hl.  A.  207-210. 

Herr  Cantor   hatte  gelegentlich   einmal  gebeten,    nach  der 
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Stelle   des  Talmud  zu  forschen,  auf  der   die    orientalische  An- 
nahme n  =  'd  beruhe.     Dies  geschieht  in  der  vorliegenden  Notiz. 

0. 


M.  Baker.     Alhazen's  problem.    Its  bibliograpliy  and  an 
extension  of  the  problem.    Sylv.,  Am.  J.  IV.  327-332. 

Alhazen's  Problem  ist  folgendes:  „Von  zwei  Punkten  in  der 
Ebene  eines  Kreises  sollen  Linien  gezogen  werden,  welche  sich 
in  einem  Punkte  der  Peripherie  schneiden  und  glei(5he  Winkel 
mit  der  im  Schnittpunkt  gezogenen  Tangente  bilden."  Die  vor- 
liegende Arbeit  giebt  ein  Verzeichnis  der  Mathematiker,  welche 
sich  mit  diesem  Problem  beschäftigt  haben,  und  überträgt  dasselbe 
im  zweiten  Teil  auf  die  Kugel.  0. 


E.  Gelcich.  Eine  Studie  über  die  Entdeckung  der  ana- 
lytischen Geometrie.  Mit  Berücksichtigung  eines  Wei- 
kes  des  Marino  Ghetaldi  Patrizier  Rogusaer.     Ans  dem 

Jahre  1630.     Abh.  z.  G.  d.  M.  IV.  191-232. 

Das  Werk  des  Ghetaldi,  welches  den  Hauptgegenstand  der 
vorliegenden  Arbeit  bildet,  heisst:  „De  resolutione  et  composi- 
tione  mathematicis.  Libri  quinque.  Opus  posthumum.  Roma. 
Ex  typographia  reverendae  caraerae  apostolicae.  MDCXXX." 
Der  Verfasser  giebt  zunächst  nähere  Nachrichten  über  Ghetaldi 's 
Person  und  Leben.  Dem  folgt  eine  geuaue  Analyse  des  oben 
citirten  Werkes.  Der  Verfasser  bespricht  nun  kritisirend  die 
Autoren,  welche  in  Folge  desselben  Ghetaldi  fttr  den  Entdecker 
der  analytischen  Geometrie  ausgegeben  haben,  und  lässt  dann  einen 
Ueberblick  über  frühere  Anwendungen  der  Algebra  auf  die 
Geometrie  folgen.  Er  kommt  schliesslich  zu  dem  Resultate,  dass 
das  Verdienst  des  Ghetaldi  gegenüber  Oresme  und  Anderen  darin 
bestehe,  dass  er  die  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie 
zuerst  zum  Gegenstand  eines  besonderen  Studiums  gemacht  habe. 
Der  letze  Abschnitt  enthält  noch  Einiges  über  Descartes,  worüber 
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aaeh   in    der  Arbeit  von  Krämer    v^siche  p.  26)    ausführlich    ge- 
sprochen ist.  0. 


V.  LiGUiNK.      Liste  des  travaux   siir  les  ovales  de  Des- 

Cartes.     Darb.  Bull    (2)  VI.  40-40. 

Der  l'itel  bezeichnet  den  Inhalt.  0. 


F.  RosKNBERGER.  Die  Geschichte  der  Physik  in  Gruiid- 
zügen  mit  synchronistischen  Tabellen  der  Mathematik, 
der  Chemie  und  beschreibenden  Naturwissenschaften, 
sowie  der  allgemeinen  Geschichte.  Erster  Teil.  Ge- 
schichte  der  Physik  im  Altertum  und  im  Mittelalter. 

Braunschweig.     Vieweg  n    Sohn. 

Der  vorliegende  erste  Band  des  Werkes  zerfällt  in  zwei 
Teile.  Der  erste  ist  der  Geschichte  der  Physik  im  Altertum  ge- 
widmet und  besteht  aus  drei  Abschnitten.  I.  Von  GOO  — 300 
vor  Chr.  Physik  als  reine  Naturphilosophie.  IL  Von  300  vor 
bis  150  nach  Chr.  Periode  der  mathematischen  Physik.  III.  Von 
loO  bis  700.  Periode  des  Untergangs  der  alten  Physik.  Der 
zweite  Teil  behandelt  wieder  in  drei  Abschnitten  das  Mittelalter. 
I.  700  1150.  Periode  der  arabischen  Physik.  IL  ll.oO  bis  1500. 
Chi  istliche  Periode  der  mittelalterlichen  Physik.  III.  1500  bis  IGOO. 
Uebergangsperiode  der  mittelalterlichen  Physik.  Jeder  Abschnitt 
hat  an  der  Spitze  eine  allgemeine  Charakteristik  der  Periode. 
Dieser  folgt  dann  die  Darstellung  der  Leistungen,  geordnet  nach 
den  Männern.  Am  ISchluss  findet  sich  eine  synchronistische 
Tabelle  der  Physik,  Mathematik,  Chemie  und  beschreibenden  Natur- 
wissenschaften mit  der  allgemeinen  Geschichte.  0. 


K.  Lasswitz.  Die  Lehre  von  den  Elementen  während 
des  Ueberganges  von  der  scholastischen  Physik  zur 
Corpusculartheorie.    Fr.  Gotha. 
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Lasswitz  schildert,  wie  sich  die  Theorie  der  Elemente  von 
den  ersten  Anfängen  des  Kampfes  gegen  die  aristotelisch -scho- 
lastische Physik  bis  auf  Galilei  unter  Einfluss  des  humanistischen 
Gedankenkreises  und  der  naturwissenschaftlichen  Bestrebungen 
entwickelte.  Die  so  entstandene  Naturphilosophie  sucht  noch 
den  Sitz  des  gestaltenden  Lebens  in  der  Materie  selbst  und  fuhrt 
auch  bei  ihren  bedeutendsten  Vertretern,  Kicolaus  v.  Cusa,  Para- 
celsus,  V.  Helniont  etc.  noch  nicht  zu  einer  exacten  Naturforschung. 
Erst  als  die  Natur  vom  Einfluss  des  Bewustseins  emancipicirt 
und  der  quantitative  Masstab  angelegt  wurde,  gelangte  man  zur 
methodischen  Naturforschung.  Mi. 


J ARISCH.      Die   beiden  Theorien    der  Elasticität  in    ihrer 
geschichtlichen   Entwickelung.    Hamb.  Mitt.  1882.  is. 

Aus  dem  vorliegenden  kurzen  Bericht  über  den  Vortrag  er- 
giebt  sich,  dass  Herr  Järisch  die  Theorien  von  Navier,  Laplace, 
Poisson,  Cauchy  und  Lame  in  den  Bereich  seiner  Besprechung 
gezogen  hat.  0. 

P.  Kramer.      Descartes    und    das    Brechungsgesetz    des 

Lichtes.     Abh.  z.  G.  d.  M.  IV.  235-278. 

Der  Verfasser  sucht  nachzuweisen,  dass  die  von  Poggendorff 
und  vielen  Änderen  ausgesprochene  Ansicht,  Descartes  habe  die 
Entdeckung  von  Snellius  gekannt  und  in  unberechtigter  Weise  sich 
zugeschrieben,  nicht  einwandsfrei  ist.  Er  nimmt  die  Frage  daher 
nochmals  auf  und  kommt  zu  dem  Resultate,  dass  ebensoviele 
Gründe  fflr  die  selbständige  Entdeckung  des  Gesetzes  durch 
Descartes  sprächen,  wie  dagegen.  0. 

Ph.  Gilbert.      Les   preuves  mdcaniques   de   la  rotatiou 

de   la  terre.    Rev.  d.  qu.  ac.  XI.  353-393. 

Historisch -kritische  Abhandlung.  L  Pythagoras,  Philolaus, 
Heraclit,    Elephantus,    Aristarch,    Seleucus,    Nicolaus  de  Cusa, 
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Copernicus,  Galilei,  Newton.  II.- III.  Versuche  von  Benzeuberg 
and  Reich.  Beobachtung  der  Abweichung  eines  aus  gewisser 
Höhe  fallenden  Körpers  von  der  Vertikalen.  Diese  Experimente 
beweisen,  trotz  des  richtigen  Princips  das  ihnen  zu  Grunde  liegt, 
Diehts,  weil  die  beobachteten  Abweichungen  zu  sehr  von  der 
oiittleren  abweichen.  IV.  Bei  dem  Foucault'schen  Pendel  ist  es 
praktisch  unmöglich,  die  Wirkung  der  Torsion  des  Fadens  zu 
schätzen.  V.  Das  Gyroscop  von  Foucault.  VI.  Das  Barygyroscop 
voD  Gilbert.  Mn.  (0.). 


B.  Zuckermann.     Materialien  zur  Entwickelung  der  alt- 
jüdischen  Zeitrechnung.    Breslau.    Preusa  u.  Jünger. 

Die  Juden  der  biblischen  Periode  behalfen  sich  mit  ziemlich 
einfachen  chronologischen  Normen.  Sie  rechneten  den  bürger- 
lichen Tag  von  Sonnenuntergang  bis  Sonnenuntergang,  die  Nacht 
von  Sonnenuntergang  bis  Sonnenaufgang,  sie  teilten  den  Tag  in 
die  vier  Zeiten  Abend,  Mitternacht,  Morgen  und  Mittag,  sie  teilten 
ebenso  die  Nacht  in  vier  „Wachen "",  auch  kannten  sie  den 
Unterschied  zwischen  dem  vollständigen  Monat  von  ;^0  und  dem 
unvollständigen  Monat  von  29  Tagen.  Der  Monatsanfang  wurde, 
strenge  nach  dem  Sichtbarwerden  der  Mondsichel  bemessen,  und 
immer  wieder  knüpfte  die  Zeitrechnung  an  die  empirische  Con- 
8tatirung  dieser  Erscheinung  an,  wiewohl  eigentliche  Gelehrte, 
wie  Rabbi  Gamaliel,  die  Frist  auch  theoretisch  vorauszubestimmen 
gelehrt  hatten.  Das  orthodoxe  Judentum  hielt  daran  fest,  dass  der 
Monatsanfang  durch  ein  contradiktorisches  Zeugenverhör  vor  einem 
zu  diesem  Zwecke  niedergesetzten  Gerichtshofe  festgestellt  werden 
niusate.  Ueber  die  Art  und  Weise  dieser  höchst  wundersamen 
Procedur  macht  uns  der  Verfasser  auf  Grund  eingehenden  Tal- 
mud Studiums  nähere  Mitteilungen,  die  selbstverständlich  mehr 
auf  sittengescbichtliches,  als  auf  mathematisch-historisches  Inter- 
esse Anspruch  erheben  können.  Bemerkenswert  dürfte  wohl  die 
folgende  Stelle  des  Gesetzbuches  sein:  „Sagen  die  Zeugen:  Wir 
haben  die  Mondsichel  im  Fluss  oder  durch  ein  Glas  oder  in  den 
Wolken  gesehen,   so  gilt  ein  solches  Zeugnis  nichts  "     Was  für 
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eiue  Art  von  „Glas"  mögen  die  hebräischen  Juristen  dabei  wohl 
im  Sinne  gehabt  haben?  Weiter  wird  erörtert,  unter  welchen 
Umständen  die  Heiligung  des  neuen  Mondes  stattfand,  wie  der 
Beschluss  des  Synedriums  den  auswärtigen  Glaubensgenossen 
kundgetan  ward,  wie  endlich  Air  die  Einschaltung  eines  Monates 
teils  agrarische,  teils  astronomische,  teils  auch  endlich  social- 
politische  Momente  in  Betracht  zu  kommen  hatten.  Zum  Schluss 
endlich  erfahren  wir,  wie  die  aus  solchen  rigorosen  Bestimmungen 
entfliessenden  Uebelstände,  welche  auch  von  wissenschaftlicher 
gesinnten  Rabbinern,  wie  Bar-Kappara,  nicht  zu  heben  waren, 
den  allmäligen  Uebergang  zum  festen  Kalender  erzwangen.  Die 
Vorarbeiten  zu  einem  solchen  lieferte  Mar  Samuel,  der  sich 
dadurch  allerdings  die  orthodoxe  Partei  verfeindete.  Religions- 
geschichtliche und  mathematische  Noten  beschliessen  die  inter- 
essante Schrift.  Gr. 


Capitel  2. 
Philosophie. 

A.     Philosophie. 
W.  81MERKA.     Die  Kraft  der  Ueberzeuguiig.  Gas.  XI.  75-111. 

(Böhmisch). 

Diese  auch  in  den  Sitzungsberichten  der  philosophisch-histo- 
rischen Klasse  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Wien  erschienene  Abhandlung  will  als  „ein  mathematisch-philo- 
sophischer Versuch"  gelten,  die  verschiedenen  Grade  der  Ueber- 
zeugung,  der  Wahrscheinlichkeit  analog,  zu  begründen  und  ziffer- 
mässig  auszudrucken.  Std. 


B.  J.  GiLMAN.     Oll  propositions  and  syllogisms. 

J.  Hopkins  Circ.  1^82.  240. 
C.  8.  PeIRCB.       Remarks.     J.  Hopkins  Circ.  1882.  240. 
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Giiman   bebandelt  die  Logik    aus   sechs   Grundformen    des 
Trteils.     Er  leitet  aus  den  Grundformen  48  vcrscbiedene  Urteile 

«  • 

ab  und  bespricht  die  sich  daran  anschliessende  Syllogistik.  Peirce 
fögt  die  Syllogistik  zweier  Urteilsformen  der  gewöhnlichen  l^ogik 
unter  Anwendung  der  „Algebra  of  relatives"  hinzu.  Mi. 


B.  J.  GiLMAN.     On  propositions  called  ^spurious". 

J.  Hopkioa  Circ.  1882.  241. 

Giiman  bespricht  die  von  De  Morgan  „Spurious*'  genannten 
Bastardsätze  unter  Anwendung  der  „Algebra  of  relatives"  von 
Peirce.  Mi. 


k.  Macfarlane.     An   analysis  of  relationship.     Ed.  Times 

XXXVI.  78-107. 

Der  Artikel  enthält  einen  Auszug  aus  mehreren  Berichten 
nbor  eine  Analysis  der  Relationsbegriffe,  in  specieller  Anwendung 
auf  die  Verwandtschaftsverhältnisse  des  Menschen.  In  der  Tat 
lassen  sich  zur  Fixirung  der  complicirten  verwandtschaftlichen 
Beziehungen  logisch  -  mathematische  Formeln  vortrefflich  ver- 
wenden. Mi. 

Y.  ViLLARCKAü.      Essai  philosophique   sur    ^Science  de 
Tordre".    0.  R.  XCIV.  1008-1013. 

Villarceau  will  zeigen,  wie  man  durch  ein  einfaches  philo- 
sophisches Raisonnement  zu  der  „Science  de  Vordre '^  gelangen 
kann.  Mi. 


C.  N.  JuDSON.     Zero  and  Infinity.    Anal.  ix.  9-ii. 

ÜE  V.  Wood.     Limits.   Anal.  ix.  79-8I. 

S.  Newcomb.     Remarks  on  the  doctrine  of  liniits. 

Anal.  IX.  lU-119. 
Controverse  über  die  Definition  der  Grenze.         Jn.  (0.). 
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A.  F.  Igurhide.      Investigaciones   filosofico-matematicas 
sobre  las  conti dades  imaginarias.    I.    Valencia,   m.  Aiufre 


S.  A.  Sexb.  Skul  de  des  ikke  lade  sig  finde  et  reellt 
niathematisk  Udtryk,  der  künde  overtage  de  imaginaere 
Storrelsers  Rolle  eller  gjöre  sanuiie  Tjen  este  som  disse 
Störrelser.    Lie  Arch.  vil.  115.154. 

Der  Verfasser   sucht   das    Imaginaire   zu  vermeiden,    resp. 
durch  reelle  mathematische  Ausdrücke  zu  ersetzen. 

L. 


O.  SiMONY.    Eine  Reihe  neuer  mathematischer  Erfahrungs- 
sätze.   Wien  Anz.  1882   96-97. 

Die  Notiz  giebt  einen  Bericht  über  den  ersten  Teil  einer 
Abhandlung  Simony's,  in  der  specicll  diejenigen  Erscheinungen 
untersucht  werden,  die  ein  biegsamer  Ring  von  kreisförmigem 
Querschnitte  zeigt,  falls  man  einen  den  Ring  bis  zur  Mittellinie 
durchsetzenden  längs  der  letzteren  in  sich  selbst  zurückkehrenden 
Schnitt  durch  denselben  führt.  Die  Abhandlung,  die  eine  Reihe 
auf  specielle  Experimente  gestützter  mathematischer  Erfahrungs- 
sätze als  Resultat  liefert,  ist  eine  Fortsetzung  der  interessanten 
topologischen  Untersuchungen  Simony's.  Derselbe  hat  schon  in 
einer  1881  in  III.  Aufl.  erschienenen  Schrift  das  Problem,  in  einen 
unverdrehten  biegsamen  Ring  ohne  Ausführung  eines  Querschnittes 
einen  Knoten  zu  machen,  in  der  klarsten  und  anschaulichsten 
Weise  behandelt,  auch  die  Beziehungen  dieses  Problems  zur 
Theorie  des  vicr-dimensionalen  Raumes  erörtert  und  die  Bedenken, 
die  einer  Hypothese  der  wirklichen  Existenz  eines  vier-dimensio* 
nalen  Raumes  entgegenstehen,  scharf  und  bestimmt  hervorge- 
hoben.  Mi. 
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A.  Ledieü.  Du  cycle  du  raisonnement.   c.  R  xciv.  U42-i44r,. 

Unter  dem  ^cycle  du  raiaoDneineDt^  versteht  Ledieu  ein  logi- 
sches Verfahren,  welches  die  Beobachtung  oder  das  Experiment 
a  priori,  die  Deduktion,  die  Induktion  und  das  Experiment  oder 
die  Beobachtung  a  posteriori  in  sich  fasst.  Nur  die  vollständige 
Anwendung  dieses  Kreises  von  Operationen  führt,  nach  Ledieu's 
Urteil,  zur  Ableitung  solcher  Begriffe  und  Hypothesen,  wie  sie 
z.  B.  der  Mechanik  zu  Grunde  liegen.  Mi. 


A.  Ledieu.      Consid^rations  sur  la  theorie  generale  des 

unit^S.     0.  R.  XCV.  1328-1332. 

Ledieu  bespricht  die  Grundlagen  einer  formalen  Metrologie: 
die  theoretische  Aufstellung  der  Maasseinbeiten,  die  Verbindung 
der  Maasseinheiten  unter  einander,  die  Gewinnung  von  Normal- 
maassen etc.  Mi. 


Gilles.    Die  Einheit  der  Naturkräfte.  Bair.  Bi.  xviil.  283-292. 

Dieser  Aufsatz  enthält  im  Wesentlichen  eine  eingehende 
Kritik  der  bekannten  Schrift  von  Schmitz-Dumont:  „Die  Einheit 
der  Naturkräfte".  Der  rechnungsmässige  Nachweis  dafür,  dass 
die  Grundannahme  jenes  Buches,  abstossende  Kräfte,  die  dem 
Newton*schen  Gesetze  des  umgekehrten  Quadrates  der  Entfer- 
nung gehorchen,  selbst  die  einfacheren  Fälle  nicht  genügend 
erkläre,  wird  von  Herrn  Gilles  in  ähnlicher  Weise  geführt,  wie 
dies  auch  von  Isenkrahe  (Schlömilcb  Z.)  und  von  Lasswitz  (Gott, 
gel.  Anzeigen)  getan  worden  ist.  Der  Verfasser,  der  schon  früher 
die  Newton'sche  Gravitation  als  die  Quelle  aller  und  jeder  Kraft- 
äosserungen  im  Weltall  aufzuzeigen  bestrebt  war,  spricht  sich 
im  Gegensatz  zu  den  würfelf{$rmig  angeordneten  Kraftcentren 
^>chmitz-Dumont'8  für  eine  reihenformige  Lagerung  der  Atome 
aus  and  sucht  diese  seine  Auffassung  analytisch  zu  rechtfertigen. 

Gr. 


32  I   Abschnitt      Geschichte  und  Philosophie. 

D.   PiRMEz.      De    Tuiüt^    des    forces    de    gravitation    et 

d'inertie.     Bruxelles.     Bruylaod-Christophe.   18S1.   8^ 
P.  Mansion.      Examen   critique.    Rev.  de  rinstr.  XXV.  12G-U1. 

Van  Tricht.     Examen  critique.    Rev.  d.  quest.  sc  xir.  249-280. 

Herr  Mansion  bat  das  Buch  vom  Standpunkte  der  reinen 
Mechanik  und  Herr  Triebt  von  dem  der  physikalischen  Mechanik 
einer  Kritik  unterzogen.  Das  Buch  giebt  eine  geschickte  Auf- 
frischung Aristotelischer  Gedanken  über  die  Bewegung,  und 
Lagrange*scher  über  die  Gravitation.  Der  Inhalt  des  Buches  ist 
folgender.  Teil  I.  1)  Es  giebt  in  der  Natur  Körper,  welche 
sich  wechselseitig  anziehen  oder  wenigstens  anzuziehen  scheinen. 
2)  Es  ist  nicht  zu  verstehen,  dass  zwei  Körper,  die  eine  gewisse 
Entfernung  von  einander  haben,  auf  einander  anziehend  durch 
das  Nichts  oder  gewisserniassen  durch  seine  Vermittelung  wirken. 
;Q  Ihre  Anziehung  würde  auch  unbegreiflich  sein,  wenn  sie  in 
einem  nicht  widerstehenden  Mittel  wäre,  darunter  ein  Mittel  ver- 
standen, welches  keine  Wirkung  auf  die  Bewegungen  des  darin 
befindlichen  Körpers  ausübte.  4)  Die  Körper  können  also  nur 
indirect  anziehend  auf  einander  wirken  durch  diese  Vermittelung, 
oder  besser  durch  die  Wirkung  eines  widerstehenden  Mittels,  in 
dem  sie  sich  befinden.  Dieses  Mittel  wird  Aether  genannt, 
ö)  Wenn  ein  Körper  einen  Impuls  erhält,  bewegt  er  sich  in  einer 
gewissen  Richtung  und  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  wenn 
nicht  andere  Impulse  diese  Geschwindigkeit  und  diese  Rich- 
tung ändern.  6)  Der  ursprüngliche  Impuls,  die  Ursache  der 
Bewegung  beim  Beginn,  kann  keine  Wirkung  haben,  wenn  er 
aufgehört  hat,  denn  eine  nicht  existirende  Ursache  kann  nicht 
wirken.  7)  W^enn  nicht  andere  Impulse  die  gleichförmige  Be- 
wegung des  Körpers  in  gerader  Linie  verändern,  so  kann  die 
wirkliche  Bewegung  desselben  nur  herrühren  von  dem  ätherischen 
Mittel,  in  dem  sich  alle  Körper  befinden. 

Teil  II.  S)  Hypothese:  Die  pondcrablen  Körper  haben  keine 
eigene  Tätigkeit  und  befinden  sich  in  einem  Aethermeere,  dessen 
Atome  mit  Bewegungen  in  allen  Richtungen  begabt  sind. 
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9)  Ein  einzelner  Körper  wird  in  diesem  Mittel  in  Folge  der  von 
alien  Seiten  kommenden  Stösse  in  Ruhe  bleiben.  Sind  zwei  Körper 
da,  so  werden  sie  sieb  gegenseitig  Schutz  gewähren.  Jeder 
Körper  wird  durch  den  andern  gegen  die  von  dieser  Seite  kom- 
menden Stösse  geschützt.  Aus  dieser  gegenseitigen  Deckung  folgt, 
dass  die  Körper  nicht  an  allen  Seiten  dieselbe  Menge  von  Stöäseu 
erbalten,  und  zwar  wird  dieses  Minus  in  der  Verbinduugsgeraden 
liegen.  Jeder  Körper  wird  also  gegen  den  andern  bingetriebcn 
dorch  die  Differenz  der  Stösse,  welche  sich  so  ergiebt.  Es 
entsteht  also  in  Folge  des  Aethers  eine  scheinbare  Anziehung 
jedes  Körpers  nach  dem  andern.  10)  Es  lässt  sich  leicht  nach- 
weisen, dass  diese  Anziehung  proportional  den  Massen  und  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  erfolgt. 

11)  Hat  einmal  für  einen  ponderablen  Körper  eine  Bewegung 
unter  dem  Einfluss  eines  momentanen  Impulses  begonnen,  so 
wird  sie  in  demselben  Sinne  und  in  gleichförmiger  Art  fortfahren, 
weil  die  Bewegung  des  Körpers  in  dem  umgebenden  Aetber 
eine  Unterbrechung  des  bestehenden  Gleichgewichts  hervor- 
gebracht hat. 

Teil  ni.  12)  Die  Annahme  dieses  Aethers  giebt  die  Mög- 
iiebkeit,  viele  Erscheinungen  der  Dynamik  und  theoretischen 
Physik  zu  erklären.  13)  Diese  Theorie  stimmt  Ubereiu  mit  der 
Metaphysik,  welche  die  Existenz  eines  höchsten  Wesens  beweist. 

Mn.  (0.). 


E.  Rethwisch.     Der  Irrtum  der  Gravitationshypothese. 

Freibarg  i.  Br.    Kiepert. 

Rethwisch  nimmt  für  alle  grossen  Bewegungen  im  Welträume 
und  auf  der  Erde  eine  gemeinsame  Quelle  an.  Eine  Wirkung 
in  die  Ferne  ist  physikalisch  unmöglich.  Eine  allgemeine  An- 
ziehung der  Körper  findet  nicht  statt.  Bewegung  lässt  sich  nur 
aug  Bewegung  ableiten.  Die  Axendrehung  ist  die  Quelle  aller 
Entwickelung.  Der  Fall  der  Körper  auf  der  Erde  ist  eine  Folge 
der  Axendrehung,  durch  welche  alle  Teile  der  Erde  nach  innen 
gerissen  werden.     Der  Verfasser  schliesst  seine  Schrift  „in  dem 

F^mchx.  d.  Math.  XI V-  1.  3 
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Bewnstsein,  die  Welt  des  Stoffes  und  die  Welt  der  Gedanken 
Yon  dem  Alp  der  Schwerkraft  befreit  za  haben,  und  in  dem  freu- 
digen Gefflhl,  dass  der  Sturz  der  märcheuhaften  Gravitation  noch 
einem  der  Zeitgenossen  gelingen  dürfte."  Mi. 


A.  Kbindorff.     Kritik  der  drei  Kepler'schen  Gesetze. 

NenhaldenslebeD.    Eyrnnd. 

Keindorff,  der  eine  kritische  Beleuchtung  der  theoretischen 
Entwickelung  der  Kepler'schen  Gesetze  geben  will,  behauptet 
z.  B.,  bei  der  Ableitung  des  ersten  Eepler'schen  Gesetzes  sei 
übersehen:  „dass  der  Planet  sich  fast  stets  (nur  in  zwei  Punkten 
auf  der  ganzen  Bahn  nicht  —  im  Perihel  und  Aphel)  auf  einer 
schiefen  Ebene  bewegf  Er  bezweifelt  die  Richtigkeit  der 
Schlüsse  der  Differentialrechnung,  ja  redet  sogar  von  Flunke- 
reien in  der  Mathematik!  Er  glaubt  behaupten  zu  können,  dass 
die  ganze  höhere  Analysis  unter  groben  Missgriffen  mehr  oder 
minder  zu  leiden  habe.  Er  will  mit  seiner  Schrift  den  Anstoss 
zu  einer  Kritik  der  ganzen  Mathematik  geben  und'  versäumt 
nicht,  im  Vorworte  hervorzuheben,  dass  seine  Abhandlung  volle 
Aufmerksamkeit  verdiene.  Mi. 


R.  Bresch.  Der  Chemismus,  Magnetismus  und  Dia- 
magnetismus im  Lichte  mehr-dimensionaler  Raum- 
anschauung.   Leipzig.   BreBch. 

Bresch,  der  für  Homoeopathie,  Odlehre,  Spiritismus  etc.  eine 
Lanze  bricht,  stellt  S.  50  die  Hypothese  auf:  „dass  unsere  drei- 
dimensionale Welt,  so  weit  sie  aus  ponderabler  Materie  zusammen- 
gesetzt ist,  aus  drei-dimensional  geordneten  mehr-dimensionalen 
Atomen  besteht/'  Auf  dieser  Hypothese  beruht  seine  Erklärung 
der  diamagnetischen  Abstossung.  Mi. 


Capitel  2.    Philosophie.  35 

C.  Krebs.     Hvorvidt  ere  Axiomerne  Erfaringssätninger. 

Zeutben  T.  (4)  VI.  81-95. 

Ad.  Meter.      I  hvad  mon  äro   axiomerna  erfarenhets- 

satzer.    Zeuthen  T.  (4)  VI.  113-118. 

Der  Verfasser  der  ersten  dieser  beiden  Aufsätze  spricht, 
Dachdem  er  die  Betrachtungen  von  verschiedenen  Philosophen 
(Kant,  Locke,  Mill  u.  a.)  referirt  hat,  als  seine  eigene  Auf- 
fassung die  aus,  dass  die  Axiome  allein  aus  der  Erfahrung  her- 
rabren.  Gegen  diese  Anschauung  polemisirt  Herr  Meyer,  wesent- 
hcb  von  dem  Standpunkte  Kaufs  ausgehend.  Der  Streit  dreht 
sich  nicfat  nur  um  die  mathematischen,  sondern  vielmehr  um  die 
aUgemein  logischen  Axiome.  In  einer  beigefügten  Note  führt 
Herr  Zeuthen  die  Frage  auf  die  rein  mathematischen  Axiome 
zarück,  und  bespricht  insbesondere  die  von  Euklid  aufgestellten 
geometrischen  Axiome,  um  die  Aufmerksamkeit  auf  das  in  mathe- 
matischer Rücksicht  Wesentliche  hinzuleiten. 

Gm. 


B.    Methodik,  Pädagogik. 

A.  Schmitz.      Die   Mathematik    an   den   humanistischen 
Gymnasien.   Bair.  Bi.  X'^iii.  90-96. 

EcKL.      Die   Mathematik  an  den   humanistischen  Gym- 
nasien.   Bair.  Bl.  XVIII.  448-457. 

Erörterungen  tlber  das  Mass  des  Lehrstoffes  in  der  Mathe- 
matik, die  allerdings  nur  für  die  Lehrer  der  bairischen 
Stodienanstalten,  für  diese  aber  ein  nicht  zu  unterschätzendes 
Interesse  haben.  Der  Ansicht  des  Herrn  Eckl,  die  Mathematik 
sei  minder  uro  ihrer  selbst  willen,  als  zur  Ausbildung  des  Denk- 
Termögens  zu  pflegen  und  daher  z.  B.  die  sphärische  Trigonometrie 
aas  dem  Pensum  zu  streichen,  werden  hoffentlich  Wenige  bei- 
pflichten, während  Herr  Schmitz,  der  eher  für  Erweiterung  ein- 
tritt, mehr  Anhänger  finden  dürfte.    Referent  weiss,  dass  nord- 

3* 
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deutsche  Collegen  grade  in  der  Aufnahme  des  genannten  Faches 
einen  Vorzug  des  bairischen  Lehrprogrammes  erblicken.  Auf 
Grund  eigener  Erfabrungeo  können  wir  übrigens  den  von  beiden 
Autoren  ihren  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegten  Satz  („Es  ist  eine 
alljährlich  sich  wiederholende  Klage,  dass  die  Kenntnisse  der  Ab- 
solventen humanistischer  Gymnasien  in  der  Mathematik  sehr  gering 
sind,  weit  geringer  als  in  den  philologischen  Fächern")  als  in 
dieser  Allgemeinheit  falsch  und  irreführend  bezeichnen. 

Gr. 


A.  Weilenmann.     Der  geometrische  Unterricht  in  Mittel- 
schulen.   Pr.  Zürich. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Geometrie  als  ein  Kunstwerk, 
welches  der  Lehrer  vor  den  Augen  der  Schttler  auflTührt.  Die 
Schönheit  des  Baues  erscheint  als  einziges  Interesse.  Dieser  Ge- 
danke ist  zunächst  in  der  Einleitung  sehr  hervortretend  ausge- 
sprochen;  doch  lässt  dieselbe,  indem  sie  von  Uuterrichtsreform 
gemäss  den  neueren  Fortschritten  der  Methode  handelt,  die  päda- 
gogisch didaktischen  Gesichtspunkte  im  Verlaufe  der  Schrift  als 
selbstverständlich  erwarten.  Dass  letztere  gänzlich  fehlen,  zeigt 
die  dann  folgende  Skizze  des  Lehrgangs.  Diese  entwickelt  die 
Steiner  sehe  Geometrie  ohne  jede  Vorbereitung,  nachdem  sie  Punkt, 
Gerade,  Richtung,  Winkel  etc.  als  Grundbegriffe  vorausgesetzt 
bat,  beginnend  mit  den  Gebilden  in  allgemeinster  Form  und  Zu- 
sammensetzung, das  Unendliche  als  Dogma  einführend.  Nicht 
blos  (wie  die  Einleitung  sagt)  die  Unterscheidung  von  Plani- 
metrie und  Stereometrie,  sondern  das  ganze  Princip  der  Synthese 
ist  beiseite  geworfen;  denn  zur  isolirten  Betrachtung  der  ein- 
fachen Figuren  wird  nicht  die  geringste  Gelegenheit  geboten; 
mit  dem  gesammten  Gebiet  der  euklidischen  Sätze  würde  der 
Schuler  bei  einem  solchen  Uuterricht  unbekannt  bleiben.  Er 
lernt  also  nicht  Geometrie  nach  verschiedener  Methode,  sondern 
es  werden  ihm  andere  Gegenstände  vorgeführt,  ohne  Rücksicht 
auf  das,  was  er  dadurch  lernt.  H. 
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J.  HoüEL.       Remarques    sur    l'enseignenient    de   la    tri- 

gonom^trie.     Bord.  M6m.  (2)  V.  197-208 

Siehe  F.  d.  M.  VII.  1875.  p.  322. 


YvoN  ViLLARCEAU.  De  la  necessitö  cViutroduire  cer- 
taines  modifications  dans  Tenseignement  de  la  meca- 
nique,  et  d'en  bannir  certains  problfemes,  par  exemple: 
le  mouvement  du  corps  solide  des  g^omfetres. 

0.  R.  XCV.  1321.1327. 

Der  Verfasser  verlangt  eine  exactere  Gestaltung  der  Lehre 
der  Mechanik  im  Unterricht.  Nach  einigen  Hinweisungen  auf 
Desideraten,  die  nur  wenig  characterisirt,  noch  weniger  begrün- 
det werden  und  wol  nur  zur  Einleitung  und  Motivirung  dienen, 
entwickelt  er  die  Grundzüge  eines  seinen  Anforderungen  ent- 
sprechenden Lehrgangs.  Dieser  unterscheidet  sich  nicht  derart 
von  dem  gewöhnlichen,  dass  bestimmte  Fragen  für  die  Methode 
daraus  deutlich  hervorgingen.  Erst  am  Schlüsse  kommt  ein 
wesentliches  Problem  der  Lehrmethode  zur  Sprache,  welches  wol 
als  der  Kernpunkt  des  Aufsatzes  anzusehen  ist.  Die  Annahme 
starrer  Körper  schliesst  offenbar  die  Entstehung  innerer  Kräfte 
(Spannungen)  aus.  Daher  stehen  alle  Bewegungen  starrer  Kör|)er, 
welche  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  innere  Kräfte  erfor- 
dern, mit  den  Grundsätzen  der  Mechanik  im  Widerspruch,  wie 
hier  am  Beispiel  der  Rotation  gezeigt  wird.  Das  gewöhnliche 
Verfahren,  die  innern  Kräfte  nach  Erfordernis  hypothetisch  ein- 
zaführen,  ihre  Entstehung  als  physikalische  Frage  beiseite  zu 
lassen,  bleibt  unerwähnt.  Der  Verfasser  geht  so  zu  Werke,  dass 
er  die  Bewegung  eines  Körperelements  in  Translation  und  Ro- 
tation zerlegt  und  die  kleineu  Radialtranslationen  erst  vernach- 
lässigt, nachdem  das  Priucip  der  Flächen  hergeleitet  ist.  Im 
Ganzen  scheint  er  die  Idealisirung  der  Probleme  vom  Unterricht 
fern  halten  zu  wollen  und  auf  den  Connex  der  Begriffe  mit  der 
rohen  Beobachtung  Wert  zu  legen.  H. 
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Gleichungen.    (Allgemeine  Theorie.   Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen). 

Hj.    Berwald.       Eqvationslära     i     saninmndrag   jeiiite 
exempelsamling.    Stockholm. 

Elementare  Darstellung  der  Theorie  der  Gleichungen,  mit 
Benutzung  allgemein  bekannter  Arbeiten  von  Bertrand,  Tod- 
hunter  u.  A.  E. 


L.  Kronecker.     GrundzOge  einer  arithmetischen  Theorie 
der  algebraischen  Grössen.     Festschrift.     Berlin.    Reiin»<r, 

KrooeckerJ.  XCH.  1-123. 

Ein  durch  die  Grössen  9i',  5R",  9t"',  . . .  gebildeter  ^Ratio- 
nalitätsbereich"*  ($R',  $R",  SR"', . .  0  umfasst  alle  rationalen  Func- 
tionen der  9t  mit  ganzzahligen  Coefficienten ;  för  algebraische 
Betrachtungen  reicht  es  aus,  die  9t  als  Variable  anzunehmen, 
bis  auf  Ein  Element,  welches  eine  algebraische  Function  der  übri- 
gen wird.  Sind  alle  9{  Variable,  oder  existirt  nur  ein  9i'=  l, 
dann  ist  der  Bereich  ein  «.natürlich  abgegrenzter.''  Jede  Wurzel 
einer    irreductiblen   Gleichung  w*^"  Grades,    deren    Coefficienten 
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dem  (91',  91",  91'", . . .)  angehören,  heisst  eine  „algebraische  Func- 
tion «**'  Ordnung  der  9?" ;  die  n  Wurzeln   derselben   Gleichung 
sind  „conjugirte  algebraische   Functionen".    Adjungirt  man  den 
»  eine  solche  Wurzel  ®',  so  bildet  (®',  9?',  9?", . . .)  „den  Bereich 
der  Gattung  ®'«.    Ein  jeder  Bereich  (®',  ®", . . . ,  9?', . . .)  kann 
durch  (®,  9?',  91", ...)  dargestellt  werden,  wenn  ®  eine  passend 
gewählte  Function  der  ®',  ®'', . . .  ist.     Erst  mit  der  Fixirung  des 
Rationalit&tsbereiches   wird   die   Frage    nach   der    Zerlegbarkeit 
ganzer  Functionen  zu  einer  bestimmten  und  mit  ihr  der  BegriflT 
Yon  Reductibilität   und    Irreductibilit&t;    diese    Begrifife   erhalten 
einen  fassbaren  Untergrund  durch  die   Angabe    einer  Methode, 
welche  mit  den  einfachsten  Hülfsmitteln  entscheiden  lehrt,  ob  eine 
Function  in  einem  gegebenen  Bereiche  irreductibel  ist,  bezw.  wie 
ihre  irreductiblen  Teiler  zu  finden  sind.      Eine  Grösse  x  heisst 
eine  j^gSLUze  algebraische  Function  der  9i^S  wenn  sie  einer  Glei* 
chung  genügt,  welche  zum  höchsten  CoeflGcienten  1  hat,  während 
die  anderen  ganze,    ganzzahlige   Functionen   der  91  sind.     Ein 
Fundamentalsatz   der   arithmetischen  Theorie  der   algebraischen 
Grössen  ist  der,  dass  es  eine  endliche  Anzahl  von  ganzen  alge- 
braischen Grössen  x\  x^\  a;'", . . .  ic<"+'»)  giebt ,  durch  welche  alle 
ganzen  algebraischen  Grössen  der  Gattung  in  der  Form 

darstellbar  sind,  wo  die  tp  ganze,  ganzzahlige  Functionen  der 
9t  bedeuten ;  ein  solches  System  x',  x'', . . .  heisst  ein  „Funda- 
mentalsystem der  Gattung".  In  besonderen  Fällen  kann  m  =  (; 
werden,  so  z.  B.  in  einem  natürlich  abgegrenzten  Bereiche 
(Sl*,  9i",...  91^*^)  für  alle  Gattungen,  die  durch  irgend  eine  rationale 
Function  der  n  Wurzeln  der  Gleichung 

aj"  +  9?'aj«-»  +  9l"a;«-2  +  '..  =  0 
repräsentirt  werden.  Der  Inbegrifif  aller  Discriminanten  von  je 
«Elementen  eines  Fundamentalsystems  bildet  einen  Complex  von 
Invarianten  derart,  dass  Alles  ihnen  Gemeinsame  auch  für  die 
Discriminante  von  je  n  Functionen  der  Gattung  gilt.  Für  m  =  0 
erhält  man  nur  eine,  ^die  Discriminante  der  Gattung^;  sie  ist 
demnach  ein  gemeinsamer  Teiler  aller  Discriminanten  der  Func- 
tionen der  Gattung,  und  der  grösste  gemeinsame  Teiler  aller  dieser 
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n(n—l)  *® 
teilt  die    -—-7 — -      Potenz  der  Gattungsdiscriminante.     Für  die 

Weiterfuhrung  der  Theorie  ist  die  Behandlung  eines  Systems  von 
Gleichungen  mit  ihren  Discriminanten  und  Resolventen  nötig;  eins 
der  Hauptresultate  dieser  kurz  mitgeteilten  principiellen  Unter- 
suchung ist,  dass  eine  Reihe  von  Teilresolventen  F^  =  0  auftritt, 
wobei  die  Resolvente  ä'*"^  Stufe  F^  =  0  ein  System  von  ä  Glei- 
chungen vertritt,  und  dass  der  gesammte  Inhalt  jedes  Teilers  der 
Resolvente  eines  Gleichungssystems  für  «Grössen  durch  ein  System 
von  nur  «-|-1  Gleichungen  dargestellt,  also  auch  jedes  System 
von  beliebig  vielen  Gleichungen  durch  ein  solches  von  nur  n-f  1 
Gleichungen  ersetzt  werden  kann.  Von  dem  hierdurch  erlangtea 
Gesichtspunkte  aus  lässt  sich  die  wahre  Stellung  der  Galois'schen 
Theorie  erkennen.  Die  Betrachtung  der  Resolvente  des  durch 
eine  algebraische  Gleichung  vertretenen  Gleichungssysteras  zeigt, 
wie  Galois  von  einer  speciellen  Gleichung  ausgehend  zu  allge- 
meinen Functionen  von  n  unbestimmten  Grössen  gelangt,  welche 
die  Eigenschaft  haben,  bei  gewissen  Fermutationen  derselben 
ihren  Wert  zu  behalten.  Diese  „Gruppe  der  Substitutionen^ 
liefert  die  für  die  algebraischen  Fragen  einzig  wesentlichen 
Eigenschaften.  Die  für  eine  solche  Gruppe  unveränderlichen 
Functionen  bilden  eine  ^Gattung  von  Functionen  der  j;,,  ^,,...  x«**. 
Je  nachdem  durch  die  Adjungirung  einer  Gattung  g  die  ursprüng- 
liche Gleichung  zerfällt  oder  nicht,  ist  die  Gattung  eine  „eigent- 
liche** oder  eine  „uneigentliche".  Durch  den  erweiterten  Bereich 
(fij  l.j'"  in,  ^])  der  Gleichung 

wird ,  falls  g  eine  eigentliche  Gattung  ist,  eine  «Classe"  von  alge- 
Inaischen  Functionen  definirt,  derart,  dass  alle  diejenigen  Glei- 
chungen in  eine  Classe  gehören,  bei  welchen  die  einer  bestimmten 
Gattung  g  angehörigen  Functionen  der  Wurzeln  zugleich  dem 
festgesetzten  Rationalitätsbereiche  angehören.  Diese  Gattung  heisst 
..Aftect-Gattung**  der  Gleichung.  Jeder  irreductible  Teil  eines 
Oleichungssystems,  welches  « conjugirte  algebraische  Grössen 
definirt,  kann  durch  n -\-  I  Gleichungen  und  auch  im  Alliremcineu 
durch  nicht   weniger  dargestellt  werden,  welche  in  die  Form 
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gebracht    werden    köDDen.      Das    FundamentalHystem    für    die 
Galois'sche  Gattung  der  Ordnung  n!  kann  durch  die  n!  Elemente 

xi  'r...x^i^  gegeben  werden,  wo 

hjt  =  0,  1,...,  n — k]      Ä  =  I,  2,...,  n—  l 

iät;  dagg  man  bei  dem  Fundamentalsystem  aber  auch  gebrochene 
ZahlcoefBcienten  zu,  so  kann  man  jene  n!  Elemente  bei  der  Gat- 
tung g  von  der  Ordnung  r  auf  ^  =  w!:r  reduciren.  Aus  der 
Bemerkung,  dass  für  irgend  welche  Werte  von  f,,  f,,...,  für  die 
nur  nicht  die  Discriminante  der  Gleichung  verschwindet,  sich 
stets  Functionen  der  Gattung  g  bestimmen  lassen,  deren  sämmt- 
iiebe  conjugirte  unter  einander  verschieden  sind,  wird  ein  Existenz- 
beweis für  die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  dem  zweiten 
Oauss'chen  Beweige  nachgebildet,  in  grogser  Einfachheit  gegeben. 
Der  Zweck  deg  zweiten  Teils  der  Arbeit  liegt  in  der  Erhal- 
tnng  jder  Begrifisbestimmungen  und  Gesetze  beim  Uebergang  vom 
Rationalen  zum  Algebraischen.  Sind  x,  x',  x*\ . . .  ganze  alge- 
braische, u',  u",  u''\,,.  unbestimmte  Grössen,  und  sondert  man 
von  der  Norm  des  Complexes  x  -\-u'x'  -\-u^*x" -\ —  den  grössten 
von  den  u  unabhängigen  Teiler  ab,  dann  bleibt  eine  ^primitive 
Form"  «'*"  Grades  Fm{x-]~u'  x'-\ — )  zurück,  und  es  stellt,  ohne 
irgend  welche  Symbolik,  der  „Divisor"  oder  „Modul" 

x-{  w'  jj'-j-  •  •  • 
p    f     , — r~7-; S=  mod.(a;+u' «'+•••) 

den  grössten  gemeinsamen  Teiler  der  Grössen  x  dar.  Durch 
die  Einführung  der  u  werden  alle  Specialitäten  abgestreift.  Zwei 
Divisoren,  welche  dieselben  Elemente  x,x\,,  haben,  sind  ein- 
ander „absolut  aequivalent",  d.  h.  jeder  teilt  den  andern.  Der 
grösste  Teiler  der  beiden  Divisoren 

mod.  (jj-fii' ic'-f  •  •  •),     mod.  (y  +  o'y'+  •  •  •' 
ist 

mod.  {x-\-u^ x*-i (-y+t?'y'+  •  ••)? 

ihr  Product  wird 

mod.  {xy-\-tD*xy*-\-w^^ü^y-\-   ••) 

Ut  das  Product  zweier  Divisoren  durch  einen  dritten  teilbar,  der 
mit  dem  ersten  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat,  so  ist  der  zweite 
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durch  den  dritten  teilbar.  Man  kann  den  Begriff  des  Moduls 
erweitern:  eine  ganze  rationale  Function  von  u,  i?,  ti?, ...,  deren 
Goefficienten  ganze  Grössen  des  natürlichen  Bereiches  (9t',  9i",...) 
sind,  beisst  eine  ganze  Form;  sie  ist  primitiv,  wenn  die  Goeffi- 
cienten ihrer  Norm  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben.  Ein, 
ähnlich  wie  oben  für  x+wV -[-•••,  aus  einer  Form  gebildeter 
Quotient  heisst  ein  „algebraischer  Modul  oder  Divisor^.  Auch  hier 
bedingt  Gleichheit  der  Elemente  die  absolute  Aequivalenz,  so 
dass  jeder  ,,allgemeinc^  einem  ,,Iinearen^  Modul  aequiyalent  ist. 
Ein  algebraischer  Divisor  ist  irreductibel  oder  prim,  wenn  er 
nicht  einem  Producte  algebraischer  Divisoren  der  festgesetzten 
Gattung  aequivalent  ist;  es  ist  möglich,  einen  Divisor  daraufhin 
zu  prüfen,  resp.  zu  zerlegen;  diese* Zerlegung  ist  durchführbar 
und  völlig  bestimmt.  Relativ  äquivalente  Divisoren  sind  im  Sinne 
der  absoluten  Aequivalenz  nur  durch  Factoren  von  einander  unter- 
schieden, welche  ganze  algebraische  Grössen  der  festgesetzten 
Art  sind;  der  Inbegriff  aller  einander  relativ  äquivalenten  Divi- 
soren constituirt  eine  Glasse;  die  Zahl  der  Glassen  ist  eine  end- 
liche; jeder  Divisor,  zu  einer  gewissen  Potenz  erhoben,  giebt 
eine  algebraische  Grösse  und  ist  also  durch  eine  algebraische 
Zahl  höherer  Gattung  ersetzbar.  Hinsichtlich  der  weiteren  Ziele 
der  fundamentalen  Theorie  der  Association  muss  auf  den  §  11) 
und  §  22  der  Arbeit  selbst  verwiesen  werden;  vgl.  besonders 
ö.  94—96. 

Formen  eines  Bereiches  können,  auch  wenn  ihre  Goefficien- 
ten keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  dennoch  etwas  Gemein- 
sames in  höherem  Sinne  haben,  etwa  wie  Flächen  ausser  ge- 
meinsamen FlächenstUcken  noch  Linien  und  Punkte  gemein 
haben  können.  Dem  Studium  dieser  Verhältnisse  ist  die  Einfüh- 
rung von  Divisoren- Systemen  gewidmet,  durch  welche  gleich- 
zeitig eine  Erweiterung  des  Begriffes  der  Division  beim  lieber- 
gang  von  einer  zu  mehreren  Variablen  gegeben  wird. 

Es  werde  gesetzt 

6?(a;,,  a?2,...  a?0  =  0  (mod.  F,,  F„...  F«), 
wenn 

n 

A---1 
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ist,  so  dass  die  Darstellbarkeit  als  homogene  lineare  Function 
von  mehreren  ganzen  Functionen  F*  an  die  Stelle  der  Teilbar- 
keit durch  eine  Function  F  tritt.  Die  Gesetze  solcher  ^Modul- 
oder  Divisoren-Systeme"  werden  studirt;  es  finden  sich  solche 
Systeme  verschiedener  Stufen,  wie  sie  in  dem  obigen  Beispiele 
den  gemeinsamen  Flächen  (erster  Stufe),  Linien  (zweiter  Stufe), 
Ponkten  (dritter  Stufe)  entsprechen.  Hiemach  eröffnet  sich  ein 
Deaer  Einblick  in  die  Theorie  der  Formen;  die  Aequivalenz  und 
die  Primitivität ,  die  bisher  gewissermassen  nur  als  Eigenschaften 
erster  Stufe  definirt  waren,  lassen  sich  präcisiren  und  auf  höhere 
Stafen  ausdehnen. 

Jede,  ein  Modulsystem  enthaltende  Grösse  ist  als  Aggregat 
der  Functionen  dieses  Systems  darstellbar,  bei  welchem  die 
Coefficienten  Grössen  der  Gattung  resp.  der  Species  sind.  Es  ist 
aber  auch  eine  Reduction  eines  jeden  Modulsystems  auf  ein 
äquivalentes  möglich,  bei  welchem  die  Coefficienten  lediglich 
dem  Stamm bereiche  [9l\  K",  -  * .]  angehören.  Irgend  eine  in  dieser 
Weise  gebildete  Form  heisst  „Grundform  ^  oder^Fundaroentalform.^^ 
Fflr  den  Fall  des  absoluten  Rationalitäts-Bereichs  91  =  1  existiren 
für  alle  Formen  äquivalente  lineare  Grundformen  von  n  Gliedern 

in  welchen  x*,  x",...  ganze  algebraische  Zahlen  des  Art- Bereichs 
bedeuten.  Wenn  für  einen  Art-Bereich  (@)  ein  Fundamentalsystem 
von  {«-}- 1»)  Elementen  x',  a:",  .-ip^"^"'^  besteht,  und  man  setzt 

n 

80  beisst  }^x)  =  0  die  Fundamentalgleichung  des  Art-Bereichs  (@); 
ihr  genügt  jede  Grösse  der  Art  (€);  diese  erhält  man  sämmtlich, 
sobald  die  «  du^ch  ganze  Grössen  aus  [91',  9i",.--]  ersetzt  werden. 
Versteht  man  ferner  unter  der  Discriminanten-Form  der  Art  eine 
Form,  deren  Coefficienten  die  sämmtlichen  Determinanten-Quadrate 

f  i*Y  »ind ,  und  welche  somit  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
aller  Discriminanten  von  je  n  ganzen  algebraischen  Formen  des 
Art-Bereichs  und  als  solcher  deren  vollständige  Invariante  ist, 
dann  folgt,    dass   die   Discriminante   der  Fundamentalgleichung 
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ein  Teiler  der —(ii—l)n*«"  Potenz  der  Discriminanten-Form   sei, 

und  daher  ausser  ihr  nur  noeh  Teiler  derselben  enthalte.  Han- 
delt es  sich  um  ein  Fundamentalsystera  x\  x^\ . . .  einer  Gattung, 
dann  stimmt  die  Discriminante  der  Fundamentalgleichung  ent- 
weder mit  der  Discriminanten-Form  der  Gattung  im  Sinne  der 
vollstflndigen  absoluten  Aequivalenz  überein,  oder  sie  enthält  nur 
noch  solche  Divisoren  der  Form,  welche  Formen  von  höherer 
als  der  ersten  Stufe  oder  Zahlen  aus  der  Reihe  2,  8, ...  n  —  2 
sind.  A.ls  wesentliches  Resultat  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die 
gesammte  arithmetische  Theorie  der  algebraischen  Grössen  auf 
eine  Theorie  der  ganzen  ganzzahligen  Functionen  von  Variablen 
und  Unbestimmten  zurückgeführt  werden  kann.  No. 


L,  Krön  ECKER.     Die  Zerlegung  der  ganzen  Grössen  eines 
natürlichen  Rationalitäts- Bereichs  in  ihre  irreductibeln 

FaCtoren.     Kronecker  J.  XCIV.  344-348.  18S3. 

Vollständige  Ausführung  des  in  §  4  der  „Grundzüge  einer 
arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen*'  angedeuteten 
Beweises  für  die  Möglichkeit  und  die  völlige  Bestimmtheit  der 
Zerlegung  ganzer  Grössen  eines  natürlichen  Rationalitätsbereiches 
in  irreductible  Factoren.  No. 


L.  Kronecker.    Zur  Theorie  der  Formen  höherer  Stufen. 

Berl.  Her.    1B83.    957-9B0. 

Es  wird  eine  wesentliche  Erweiterung  des  Begrifl'es  vom 
Enthaltensein  eines  Divisorensystems  unter  einem  anderen  gegeben. 
(M^,  iJf,,  ilfj,,...)  enthält  das  Divisorensystem  (iV^,  iV,,  A',,-..), 
wenn  die  Form 

Wurzel  einer  Gleichung  ^*«"  Grades  ist,  in  welcher  der  Coefficient 
der  ^*«"  Potenz  gleich  Eins  und  der  Coefficient  der  (^  —  r)*«°  Potenz 
eine  das  Formenproduct 
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77 (JV,ix  +  JV.  «*.  +  •••) 

im  früheren  engeren  Sinne  enthaltende  Form  ist.  Hieraus  fol^t 
dann  auch  ein  erweiterter  Begriff  der  Aequivalenz,  und  damit 
ergiebt  sieb  ein  einfacher  Beweis  ftlr  die  Aequivalenz  der  beiden 

Modulsysteme 

^M,.M„,^i)    und     (Mö 

(Ä  ^  0,  l,...m;    t  =  1,  2 — fi— TO+1;     k  =  0,  l,.»-w)» 
wobei  die  M  und  die  M'  durch  die  Gleichung 

h  i  k 

mit  einander  verbunden  sind.  No. 


L.  Kronecker.     Zur   arithmetischen  Theorie  der   alge- 
braischen  Formen.    Kronecker  J.  XCIII.  365-36G. 

L  Eine  Form,  welche  zwei  andere  Formen  enthält,  wird 
oach  Maltiplicatiou  mit  deren  grösstem  gemeinsamen  Inhalt  durch 
das  Product  derselben  teilbar.  II.  Durch  Multiplication  einer 
Fandamentalform  mit  einer  beliebigen  Form  entsteht  wiederum 
tine  Fundamentalform.  Die  Substitution,  mittels  deren  das  Pro- 
dukt zweier  primitiver  Grundformen  von  beliebig  vielen  Gliedern 
in  eine  primitive  Grundform  von  nur  n  Gliedern  transformirt  wird, 
bestimmt  sich  als  diejenige,  mittels  welcher  die  aus  den  beiden 
algebraischen  Formen  componirte  in  irgend  eine  ihr  relativ  äqui- 
valente lineare  Grundform  von  nur  n  Gliedern  übergeführt  wird. 

No. 


F.  J.  Stüdnicka.  Bolzano's  „Rein  analytischer  Beweis 
de«  Lehrsatzes,  dass  zwischen  je  zwei  Werten,  die  ein 
entgegengesetztes  Resultat  gewähren,  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel  der  Gleichung  liege.^     Prag.   1817. 

Cu.  XI.  1-38.  (Böhmisch). 

Enthält   eine    böhmische    Uebersetzung    und    Commentirung 
dieses  von  Bolzano  in  den  Schriften  der  böhmischen  Gesellschaft 
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der  Wissenscbaften  veröffeDtlichten  Aufsatzes,  in  welchem  das 
Fundainentaltheorem  aus  der  Theorie  der  GleichuDgen  auf  eine 
für  die  damalige  Zeit  höchst  bemerkenswerte  gründliche,  neuere 
Begriffe  anticipirende  Weise  abgeleitet  wird.  Std. 


M.  Mandl.     Jede  Gleichung  des  n*^"  Grades  hat  genau 
n  Wurzeln.    Wien.  Anz.  185. 

Ankündigung  eines  Beweises,    aus    welcher  Nichts  zu    er- 
sehen ist.  No. 


J.  Hammond.     Proof  that  an  equation  must  bave  at  least 

n  roots.     Ed.  Times  XXXYI.  115. 

Der  Herr  Verfasser  hätte  wissen  können,  dass  sich  dieser 
Satz  nicht  in  12^  Zeile  beweisen  lässt.  Der  Fehler  lie^t  in  der 
Annahme  einer  Functionalgleichung  für  die  Wurzeln. 

No. 


L.  Kroneckkr.    Die  Composition  AbePscher  Gleichungen. 

Berl.  Ber.  1882.  1059-1065. 

L.  Kronecker.     Die  cubischen   Aberschen  Gleichungen 

des   Bereiches   (V'— 31).     Berl.  Ber.  1882.  1151-1155. 

Es  seien 

(Äa,Äa  =  0,    l,...,na— 1;      «=    l,2,...v) 

gegebene  Grössen,  und  es  werde  gesetzt 

Nimmt  man  die  cykliscbcn  Functionen  der  Grössen  x,  sowie  die 
der  Grössen  y  zum  Kationalitätsbereicbe,  so  werden  die  x,  die  y 
und  die  z  Wurzeln  Abel'scher  Gleichungen,  und  die  letzte  Gleichung 
heisst  aus  den  beiden  ersten  zusammengesetzt  oder  componirt. 
Eine  einfache  Abersche  Gleichung  (siehe  F.  d.  M.  IX.  1877,  57) 
mit  den  Wurzeln  x^,  x^,...Xn^i  lässt  sich  aus  zwei  anderen  com- 
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pooiren,  weon 

Uih   =  2:  W'"*  Xr  ( W«  —  I    =  0) 

sdch  als  Produkt  zweier  ähDlieher  Ausdrücke  darstellen  lässt.  Die 
Aoweoduog  der  Decomposition  auf  die  GleichuDgen  dritten  Grades 
ergiebt,  dass  die  Wurzeln  jeder  cubischen  Aberschen  Gleichung 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  sich  als  rationale  Functionen  der 
Wurzeln  Ton  Gleichungen 

y»-8py  +  p(r+«)  =  0,    y'-Hy+l=0 
darstellen  lassen.     Dabei  sind  die  p  Primzahlen,  und  die  r,  s  sind 
(ioreb  die  Bedingungen  definirt 

p  =  r'— r«+«*,     r  =  Ä  (mod.  3). 
Die  Decomposition  der  cubischen  Aberschen  Gleichungen  des 

Bereiches  }^— -31  mit  den  Wurzeln  a;,,  ic,,  a;,  fordert  die  Zerlegun 


IT 


Yon  Ausdrücken 

(x,+w*a;,+cii'Aa:,)^  =  (flo+w^fl, +w^*gj' (8o+w'*fli +w*fl,), 
in  denen  oi  eine  primitive  dritte  Einheitswurzel  ist,    und   die  g 

ganze  algebraische  Zahlen  des  Bereiches  (}^  — 3,  1^—31)  sind,  in 
Faetoren  von  derselben  Form.  In  diesem  Bereiche  sind  die 
Primzahlen  p  entweder  als  Normen  ganzer  algebraischer  Zahlen 
darstellbar  (p®),  oder  erst  ihr  Cubus  hat  diese  Eigenschaft  (p'). 
Alle  diejenigen  cubischen  Gleichungen,  für  welche 

(«0 + wa?,  +  lü  'j:, ) .  (a?o  +  u)\  +  wx;) 
nur  eine  Potenz  von  p'  ist,  sind  in  solche  zu  zerlegen,  bei  denen 

QDd  H  eine  ganze  algebraische  Zahl  wird,  deren  Norm  der  Cubus 
von  p'  ist.     Alsdann  ergiebt  sich 

«0  +  ö^a?,  +  ta^x^  =  6^(§,  u))  }/£($,  öl), 

worin  auch  d  eine  ganze  algebraische  Zahl  und  E  eine  primitive 
Form  bedeutet.  Fügt  man  zu  £  nur  eine  einfache  Einheit  hinzu 
±w*,  so  gehören  alle  jene  Gleichungen  zu  derselben  Gattung, 
wie  die  AbeFsche  Gleichung 

x'-  \0x  +  }/=^  (x'— 1)  =  ü, 

deren  Wurzeln  die  zu  |/— 31  gehörigen  singulären  Moduln  der 
elliptisdien  Functionen  sind.  Die  Gattung  algebraischer  Zahlen, 
welche  durch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  definirt  wird,  ist  ge- 
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wisseriiiassen  arithmetisch  dem  Bereiche  (|^— 31)  angehörig  und 
algebraisch  demselbeD  unmittelbar  associirt.  No. 


L.  Kronecker.    Zur  Theorie  der  AbePscben  Gleichungen. 

Kronecker  J.  XCIV.  338-365. 

Die  Abhandlung  knüpft  an  einen  Aufsatz  des  Herrn  Schvveriug 
an.  Versteht  man  unter  a?^,  ar, , . . . -a:„_i  unbestimmte  Grossen, 
unter  w  eine  Variable,  dann  gilt  die  Formel 

(A)         {2fjn'"^Xry  .  (£tc'^'''Xry . ..=qp(t«?)     (mod.(tt?«—  1)), 

r  r 

r  =  0,  l,...n— 1;  lm-\-l!m'-{- .,.^0    (raod.  «) 

wo  qfiw)  eine  ganze  Function  («—1)'«°  Grades  von  to  bedeutet, 
deren  Coefficienten  cyklische  rationale  Functionen  von  x,,,  x^,.,.x^_i 
sind.  Bezeichnet  man  mit  w  eine  primitive  w*^  Wurzel  der  Einheit, 
und  mit  üs,,  die  Summe  2!^'"'^rj  dann  folgt  aus  (A),  dass 

r 

eine  ganze  Function  von  w'  ist,  deren  Coefficienten  rationale 
cyklische  Functionen  des  x  sind.  Wenn  man  ferner  mit  g  eine 
primitive  Congrueuzwurzel  von  p  =  n-\-\  bezeichnet  und 

x^  =  x^     x^  =  a?i',...a^~^  ==  a?^~ 

annimmt,  so  ergiebt  sich  durch  Vereinfachung  einer  gewissen 
Congruenz  das  Resultat 

(J)         ^,,,(^0=-!     (mod.(w'-l)O. 

Aber  auch  in  jeder  Gattung  AbeFscher  Gleichungen  eines  beliebi- 
gen Rationalitätsbereiches  giebt  es  solche,  fUr  die  ähnliche  Ver- 
einfachungen vorliegen. 

Hier  ergiebt  sich  auch  die  Reduction  der  Jacobi'schen 
t/;- Functionen  auf  den  sechsten  Teil  der  überhaupt  möglichen. 
Herr  Kronecker  behandelt  weiter  die  allgemeinere  von  Jacobi 
angeregte  Frage  der  Reduction  der  i^,  welche  darauf  hinaus- 
kommt, (a,  a?)^  durch  ein  Product  von  conjugirten  i^- Functionen 
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darzustellen  und  zwar  so,  dass  die  Bedeutung  der  bei  (a,  x), 
{a\x)y,..  auftretenden  Wurzelzeichen  bestimmt  ist.  Es  erfordert 
das  Erstere  die  Erfüllung  der  Gleichung 

(Q)    »?  =  7v:;  ,^»,,iTv»:v. 

.h,k  =  0,  l,...n— 2\ 
l     /  =  1,  2,  ...n-l/' 
wo  Y  eine  primitive  Gongruenzwurzel  der  Primzahl  n  ist;  die  Er- 
ftllung  der  Congruenzen 

(R)        /Ta  ^  Tk-i  (mod.  n)  (ä  =  0,  1,...«— 2) 

repräsentirt  den  zweiten  Teil  der  Forderung.  Diese  letzteren 
sind  schon  bei,  n  =  47  nicht  mehr  lösbar;  ist  also  jene  Dar- 
stelloDg  möglich,  so  entbehrt  sie  doch  der  Eigentümlichkeit,  die 
sie  theoretisch  wichtig  macht.  Aber  auch  in  solcher  Einschrän- 
kuDg  scheint  eine  allgemeine  Darstellung  nicht  durchführbar,  da 
(Q)  sich  in  die  Congruenzbedingungen 

(T)        n  =  0  (mod.(l-C*'+C^))  (fc=  l,3,5...n-2) 

Qfflsetzen  lässt,  bei  denen  ^  eine  primitive  (n  —  1)'^  Wurzel  der 
Einheit  ist,    und  /^ind,  (l+y''*)(mod.  (n— 1))  wird;    es  ist  un- 
wahrscheinlich, dass  (T)  fQr  jedes  n  erfüllbar  ist. 
Im  letzten  Paragraphen  wird  die  Gleichung 

r  t 

(r  =  0,  1,...p— 2;    t  =  0,  1,..,«— 2) 

behandelt,  wo  n  irgend  einen  Teiler  von  p— 1  bedeutet.  Die 
linke  Seite  wird  in  merkwürdiger  Weise  umgeformt  und  gedeutet, 
sodass  z.  B.  c<  als  (p  — 1)^'  Teil  der  Anzahl  aller  mod.  (p  — I) 
unter  einander  verschiedenen  Wertsysteme  r^,  r^^.,,rn  definirt  wird, 
welche  den  beiden  Congruenzen 

r,+r, +  -..  +  r„=l(mod.n),     f^+f^-] [-»'^♦•=0  (mod.p) 

zugleich  genügen.  Aus  diesen  Betrachtungen  ergeben  sich  wei- 
tere interessante  Sätze  über  die  Zerlegungen  von  Primzahlen 

4p  =  a^  f  276',    p  =  a'  +  b',    p  =  0"  +  2b% 
wenn  p  von  der  Form  6fi+l,  resp.  4w-f  1  oder  8fi-|-l  ist. 

No. 


FortKbr.  d.  Matb.  XIV.  1. 
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B.  Igel,    üeber  eine  Klasse  von  Abel'schen  Gleichungen. 

Wien.  Denkscbr.  XLV. 

Ist  f^(x)  =.  0  mit  den  Wurzeln  a,  6,  c, . . .  irreductibel,  und 
ist  es  möglieb,  zwei  ganze  Functionen  f^  und  f^  so  zu  bestimmen, 
dass 

A(«):A(«)  =  /;(*)  :AW  =  - 

ist,  dann  ist  die  Gleichung  fi  =0  eine  Aberscbe  von  der  Form 

Ferner  wird  gezeigt:  Sind 

fiC^f*)»  A(^)f*)j  A(^»f*) 
ganze  homogene  Functionen  n^"  Ordnung  in  A,  /u,  und  haben  die 
drei  Gleichungen 

den  grössten  gemeinsamen  Teiler  vom  zweiten  Grade,  so  sind 
f^  ==  0,  /"j  =  0,  /j  =  0  AbeFsche  Gleichungen;  die  Wurzeln  einer 
jeden  lassen  sich  rational  durch  die  Wurzeln  jeder  der  anderen 
beiden  ausdrücken  und  zwar  so,  dass,  wenn  durch  6,0^  zwei 
derartige  rationale  Functionen  einer  Wurzel  bezeichnet  werden, 
ee,  =  0,0  ist.  No. 


M.  Weiss.  Ueber  einige  Abel'sche  Gleichungen  vom 
sechsten  Grade,  die  sich  mit  Hülfe  einer  Gleichung 
vom  vierten  Grade  auflösen  lassen.    Hoppe  Arcb.  LXVlll. 

304-315. 

Sind  a,  6,  c,  d  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Grades, 
so  sind  diejenigen  der  behandelten  Gleichungen  sechsten  Grades 
ab,  ac,  6c, . . .  resp.  a  +  6,  a  +  c,  6  +  c, . , .  Die  Gleichungen  sind 
jedoch  keine  Aberschen,  da  sich  ac  nicht  rational  durch  ab  aus- 
drucken lässt  No. 


V.  Janni.     Sul  teorema  di  Sturm.    Batt.  Q.  xx.  166-167. 

Es  wird  ein  gedanklicher  Uebergang  vom  Fourier'schen  zum 
Sturm'schea  Theoreme  aufgewiesen.  No. 
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G.  J.  Legebeke.  Eene  eigenschap  van  de  worteis  eener 
afgeleide  vergelijking.    Nieuw  Arch,  viil.  75-80. 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  het  verband  tusschen  de 
woitels  eener  vergelijking  en  die  van  hare  afgeleide. 

Nieaw  Arch.  IX.  1-14. 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Naschrift  over  het  verband  tusschen 
de  worteis  eener  vergelijking  en  die  van  hare  af- 
geleide.   Nieaw  Arch.  IX.  60. 

lieber  die  erste  Notiz  ist  schon  früher  referirt.  (S.  F.  d.  M. 
IUI.  1881.  p.  70.).  Sie  handelt  Über  den  Zusammenhang  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  und  der  von  ihr  abgeleiteten.  Die 
nämliche  Aufgabe  wird  in  der  zweiten  durch  geometrische  und 
statische  Betrachtungen  gelöst.  Einige  andere  Eigenschaften 
der  Gleichungen  höheren  Grades  werden  auf  demselben  Wege 
gewonnen  und  daraus  einige  Eigenschaften  hinsichtlich  des  Gleich- 
gewichts von  Kräften  abgeleitet. 

In  der  dritten  Notiz  wird  mitgeteilt,  dass  die  Eigenschaft 
der  Wurzeln  einer  Gleichung,  welche  in  den  beiden  vorigen  be- 
handelt ist,  schon  in  den  G.  R.  von  1874  vorkommt  und  dort 
TOD  Lucas  und  Laguerre  behandelt  ist.  Auch  Gauss  teilt  diese 
Aufgabe  mit  in  den  Gott.  gel.  Anzeigen  ftlr  1816,  doch  ist  der 
durch  Legebeke  gegebene  Beweis  davon  ganz  unabhängig. 

6. 


Cfl.  Hudson.     On  equal  roots  of  equations.    Quart.  J.  xviii. 

215-229,  327-330. 

Es  sei 

l^r,  ü,  m)  =  -i j^ a^Or+m— tJ {v^\)\ öm-flOr+m+l 

,    t>(«>-l)   (r-.4)(r~g^3)! 

i 21 (t  -2)! »m+2ar+m+2i — 

Wenn  dann   f{x)  =  0  eine  (n— u)-fache  Wurzel   besitzt,   wobei 

4* 
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t?^— (fi— 1)   ist,  dann  hat-dieselbe  den  Wert 

—  ^(r,  V,  m):i/;(r— 1,  t?,  m), 
wo  für  m  gesetzt  werden  kann  0,  l,  2,...,  n— 2t?— l    und   flir 
r  einer  der  Zahlenwerte    2t?4-l,  2v4-->--.  n—m.     Hat  ferner 

f(^x)  =  0  eine  («— c)-fache  Wurzel,  wobei  v:^  —  n — 1  ist,  dann 

ist  i^(r,  t?+  1,  m)  =  0  für  m  =  0,   1,  2, . . .  n— 2c— 2,    und  für 

r  =  2©+2,  2r+3,...,  «— w.     Aus  den  verschiedenen  Wertformen 

der  gleichen  Wurzeln  folgen  Bedingungen  unter  den  Coefficienten  a. 

Für  i/;(r,  u+(,  m)  werden  Kecursionsformeln  abgeleitet,  in  welche 

die  Functionen 

i//(r— 2  a,  ü,  m+cr) 

eingehen.     Herr  Cayley   giebt  in  einer  Anmerkung   zum  ersten 

Aufsatze  einige  der  Resultate  desselben  in  entwickelter  Form. 

No. 


Le  P.  Berloty.    Siir  les  ^quations  alg^briques  de  la  forme 

(xP  —  af")  tp(x)  ==  0.     Nouv.  Ann.  (3)  I.   173-17G. 

Damit 

F{x)  =  a^x"*^\-a^x^''-^'] höw 

von  der  Form  (xp— ap)-y;(a?)  sei,    ist   es   hinreichend   und    not- 
wendig, dass 

für  a  =  1,  2, . . .,  p  von  derselben  Form  sei.  No. 


T.  S.  E.  DixoN.    A  general  algebraic  inethod  for  the  So- 
lution of  equations.    Anal.  ix.  i-8. 

Nimmt  man  an,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  n^^°  Grades  mit 
fehlendem  zweiten  Gliede  hätten  die  Form 
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wo  €  eine  imaginäre  n^  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet,  so  sind, 
wie  der  Verfasser  bemerkt,  die  Goefficienten  reelle  Functionen  der 
0,6,  c, —  Der  Verfasser  schlägt  daher  vor,  die  Gleichungen  mit 
Hfilfsgleicbungen  zu  lösen,  in  welchen  diese  Functionen  den  ge- 
gebenen Goefficienten  gleichgesetzt  werden.  Dass  die  Functionen, 
wie  der  Verfasser  behauptet,  symmetrisch  sind,  wenn  n  eine 
Primzahl  ist,  ist  nicht  richtig,  wenn  it>3.  Jn.  (0.)- 


A.  N.  MiASSOJKDOFF.      Eiü    Satz    über   die  Anzahl  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung.  Mosk.s.  x.  Lief.  1. 

(RnBsiscb). 

1q  dieser  Note  wird  der  folgende  Satz  bewiesen  und  zur 
Trennung  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  benutzt: 
«Ist 

«0  =  X'^  +  P^X'^-^-] \-Pm-lX  +  Pm 

eine  ganze   rationale  Function  von  x  mit  reellen  Goefficienten, 
und  setzt  man 


'»»7 


Vm-l  =  Pm-ia?  +  Pm, 

80  wird  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  V^  =  0, 
die  zwischen  zwei  positiven  Zahlen  a  und  ß  {a<ß)  liegen,  gleich 
oder  um  eine  grade  Zahl  geringer,  als  die  Zahl  der  von  der 
Reihe 

beim  Uebergange  der  veränderlichen  x  von  a  zum  ß  gewonnenen 
Zeichen  Wechsel. "  Ty . 

L  Gegbnbauer.    Ueber  algebraische  Gleichungen,  welche 
eine  bestimmte  Anzahl  complexer  Wurzeln  besitzen. 

Wien.  Ber.  LXXXVII.  264-270. 

Ist  f(x)  in  dem  reellen  Intervall  a,  6  reell,  endlich,  von  dem- 
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selben  Zeichen   und   so   beschaffen,   dass  die  Näherungsnenner 
xfßi(x)  der  regulären  Eettenbruchentwickelung  des  Integrals 

J  X — Ä 

a 

den  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

[(a?— a)  (x— 6)/(a;y]'  =  ci\(x)y    (A  =  0,  1,...;  ci>c»^  l>%) 
genügen;    sind   ferner  yptt(x)  und  \\i\{x)   zwei    Näherungsnenner 
ohne  gemeinsamen  Teiler,  so  hat  die  Gleichung 

fttr  V>%  genau  Ä— x— I  reelle,  ungleiche,  innerhalb  des  Intervalls 
a,  h  liegende  und  2x  complexe  Wurzeln.  No. 


Laguerre.  Sur  la  distribution,  dans  le  plan,  des  racines 
d'une  dquation  alg^brique  dont  le  premier  membre 
satisfait  k  une  ^quation  difförentielle  lindaire  du  second 

ordre.    0.  R.  XCIV.  412-414,  509-511. 

Es  beaeute  f{x)  —  0  eine  Gleichung  w*«"  Grades;  ferner  sei 

2{n-V)f{x) 

und  07,  eine  Wurzel  von  f  =  0;  X,  das  Besultat  der  Substitution  von 
o;,  in  X.  Werden  x^^  X,  durch  zwei  Punkte  einer  Ebene  repräsen- 
tirt,  und  zieht  man  durch  x^  einen  Kreis,  der  alle  Wurzeln  von  /"  =  0 
aus-  oder  einschliesst,  dann  liegt  X,  in  demselben  Ebenenteile,  in 
dem  sich  die  Wurzeln  befinden.  Ist  0  der  Punkt  (0, 0),  A  der  Punkt 
(—2»,  0),  dann  umschliesst  jeder  Kreis,  der  durch  A^  0  geht, 
mindestens  eine  Wurzel  von  f  =  0.  Im  Zusammenhange  mit 
dieser  Kreisschar  steht  eine  Parabel  P,  welche  alle  Wurzelpunkte 
einschliesst,  und  die  den  Punkt  0  zum  Brennpunkt  hat.  Eine 
unendliche  Anzahl  anderer  Gurven  kann  gefunden  werden,  welche 
zu  einer  Grenzcurve  n  führen.  Diese  ist  transcendent;  sie  geht 
durch  A ;  die  Taugente  in  einem  beliebigen  Punkte  N  steht  senk- 
recht auf  dem  durch  0  bestimmten  Durchmesser  des  Kreises 
0 AN;  sie  umschliesst  alle  Wurzelpunkte.  Es  folgt  eine  An- 
wendung auf  die  hypergeometrische  Reihe.  No. 
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Ä.SiKBKL.  Unterfiuchuugen  Über  algebraische  Gleichungen. 

Hoppe  Arch.  LXVII.  375-412. 

FortsetzuDg  der  früheren  Untersuchungen;  Bestimmung  der 
eomplexen  Wurzeln;  Trennung  und  näherungsweise  Berechnung 
derselben.  No. 


J.  P.  MoTT.    On  the  Solution  of  equations.  Anal.  IX.  104-106. 
Beispiele  fttr  die  Berechnung  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
JD  der  Form 

mit  Hülfe  von  Reihen  fttr  die  umgekehrten  Functionen.      Jn.  (0.). 

K.  V.  Zengkr.     Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit 
Hilfe  von  Logarithmen.    Gag.  Xl.  288-291.  (BöhmiBch). 
Enthält  eine  approximative  Bestimmung  der  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  mit  Hülfe  von  Logarithmen.        Std. 

M.  K.     Auflösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und 

vierten    Grades.     Caa.  XI   217-231.  (Böhmiech). 

Enthält  eine  Beleuchtung  des  bekannten  Lagrange'schen 
Priucips,  welches  den  betreffenden  Lösungsmethoden  gemein- 
sam ist  Std. 


A.  Panek.      Bemerkung    zur   Auflösung  der  Gleichung 

«^"-fpaj"  =  q 

und    der   Gleichung   dritten   Grades.     Gas.  xi.  2ai-233. 

(Böhmisch). 

Enthält  die  Auflösung  der  ersten  Gleichung  unter  Verwen- 
dong  von 

a  =  «*+?» 
während  die  zweite  Notiz  direct  die  Substitution 

verwendet,  um  zur  Cardanischen  Formel  zu  gelangen.        Std. 
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Th.  Sinram.     Zur  Gleichung  dritten  Grades.    Hoppe  Arch. 

LXVIII.  106-110. 

Dass  die  Wurzeln  der  Gleichungen  dritten  Grades  von  der 
Wahl  der  Wurzeln  der  zur  Lösung  nötigen  Hülfsgleichungen  un« 
abhängig  sind,  wird  durch  wirkliche  Durchführung  der  umständ- 
lichen Rechnungen  gezeigt.  No. 


W.    LiGOWSKi.      Bemerkungen    zu    der    Auflösung    der 
Gleichungen  vierten  Grades.    Hoppe  Arcb.  LXVII.  446-447. 

Auflösung  der  Gleichung 

x*+a  x^+b  x^+c  x-\-d  =  0 
mit  Hülfe  der  Zerlegung 


(x^Ji.^La:+p)(x^+^x+q)  =  0. 


No. 


R.  Hoppe.     Reduction   einer  biquadratischen   Gleichung 
auf  eine  kubische.    Hoppe  Arch.  LXIX.  111-112. 

Reduction  der  Gleichung  auf  eine  kubische  und  zwei  reine 
quadratische  Gleichungen.  No. 


Perrin.  Sur  une  nouvelle  möthode  de  resolution  de 
r^quation  du  quatrifeme  degr^^  et  son  application  k 
quelques  ^quations  de  degrds  superieurs.    S.  M.  F.  Bull. 

X.  139-147. 

Benutzt  man  Identitäten,  wie  z.  B. 

1)  (a+6+c)*-2(a'+6-^+0  (a+b+cy^Sabc(ß+b+c) 

2)  (a6+6c+ca)*-2  (aV+...)  (a6+6c+ca)'-8a'6V(afc+...) 

+  [(a^6'+...)'-4  a'6'c'(a«+..0]  =  0, 

3)  (a+6)*— oa6Ca+6)'+oaV(a+6)-(a*+6»)  =  0, 

dann   kann   man  durch  1),  2)  die  Wurzeln  von  biquadratischen 
Gleichungen  auf  die  Form  x  =  a+6+c   bez.   x  =  ab+bc-\-caj 
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durch  3)  die  Wurzele  von 

aaf  die  Form   x  =  a-\-b   bringen.      Die  Methode  ist    übrigeng 
darchaas  nicht  neu.  No. 


S.  R.  Minich.     Sülle  equazioni  cli  quiuto  grado.    Ven.  ist. 

Alti  (5)  VIII.  307-320.  893-908. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  eine  Resolvente  sechsten  Grades, 
fftr  deren  Richtigkeit  er  den  Beweis  weiteren  Mitteilungen  vor- 
behält. Da  er  sie  lediglich  als  Function  der  Coefficienten  der 
arsprttnglichen  Gleichung  mitteilt,  so  ist  sie  wenig  Übersichtlich; 
ausserdem  findet  Herr  Minich,  dass  sie  mit  einer  von  Malfatti  ge- 
gebenen  Resolvente  übereinstimme.  (Vgl.  übrigens  F.  d.  M.  XIII. 
1881.  p.  81.)-  No. 


Th.  Sinram.     Beitrag  zur  Lösung  von  Gleichungen  höhe- 
ren  Grades.    Hoppe  Arch   LXVIII   223-224,  LXIX.  111. 

Es  wird  a*-f  fr"  nach  Potenzen  von  a-\'b  und  a,b  entwickelt. 

No. 


Laguerre.     Sur  quelques  ^quations  tianscendantes. 

C.  R.  XCIV.  160-1H3. 

Lagüerre.     Sur  la  d^terinination  du  genre  d'uiie  fonc- 
tion  transcendante  entifere.    c.  R.  xciv.  635-638. 

Laguerre.     Sur  les  fonctions  du  genre  z^ro  et  du  genre 

Un.    C.  R.  XCV.  828-831. 

Es  handelt  sich  um  die  Beantwortung  der  Frage:  Welche 
elementaren  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen  gelten 
auch  für  transcendente  Gleichungen?  Für  die  Untersuchung 
bierfiber  ist  die  Einführung  der  Weierstrass'schen  Primfunctionen 
von  Wichtigkeit.    Bezeichnet  man  durch  q>{x)  ein  Polynomen  vom 
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Grade  n,  so  nenut  Herr  Laguerre  die  Function 

F{x)  =  lime  ^'    '"  ««•^/7(l ) 

eine  Transcendente  „vom  Gesebleehte  «";  er  zeigt:  wenn  der 
Quotient  f(x):(f(x)X'')  für  ein  ganzzahliges  n  sich  bei  wachsen- 
dem X  der  Grenze  Null  nähert,  dann  ist  f(x)  vom  Geschlechte  n. 
Wenn  in 

(D(x)  =  ^jj+i4,a;H \-AnX^ 

die  ^  Functionen  von  n  sind,  wenn  F(ir)  =  lim  (D(x)  eine  unbe- 

dingt  convergente  Reihe  wird,  wenn  (D(x)  =  0  für  jeden  Wert 
von  n  nur  reelle  Wurzeln  besitzt^  die  sämmtlich  von  gleichem 
Zeichen  sind,  dann  ist  F[x')  gleich  dem  Producte  einer  ganzen 
Function  des  Geschlechts  Null,  multiplicirt  mit  einer  Grösse 
ßc,x+c,^  Ist  \F(a;)  vom  Geschlechte  1,  und  besitzt  F(x)  =  0  nur 
reelle  Wurzeln,  dann  sind  alle  Ableitungen  F(x)j  F"(aj),.-  gleich- 
falls Transcendenten  vom  Geschlechte  1,  und  P(x)  =  0,  F'(x)  =  0,— 
haben  nur  reelle  Wurzeln.  Setzt  man  1 :  F(x)  ==.  f{x\  dann  haben 
alle  Functionen  /(a:),  f\x)^  f^^'Qx),...  fftr  jeden  reellen  Wert 
von  X  dasselbe  Vorzeichen.  Lässt  man  för  F{x)  =  0  die  Vor- 
aussetzung der  Realität  der  Wurzeln  fallen,  dann  gilt  der  Satz: 
„Zwei  auf  einander  folgende  reelle  Wurzeln  von  F\^x)  =  0  um- 
schliessen  eine  und  nur  eine  solche  von  F(x)  =  0;  substituirt 
man  in  F(x)  zwei  auf  einander  folgende  Wurzeln  von  F(x)  =  0, 
und  haben  die  Resultate  gleiche  Vorzeichen,  so  besitzt  F{x)  ==  0 
imaginäre  Wurzeln."  No. 


V.   Hioux.     Racines  eommunes  a  deux  ^quations  alg^- 

briques  entiferes.     Ann.  de  rfic.  Norm.  (2)  XL  135-136. 

Neuer  Beweis  für  ein  von  Herrn  Hioux   früher  gegebenes 
Theorem.  (Ann.  de  l'Ec.  N.  (2)  X.  386.,  s.  F.  d.  M.  XIH.  1881.  81.) 

No. 
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Weitere  Beweise  von  Lehrsätzen  und  Lösungen  von  Auf- 
gaben über  specielle  Gleichungen  von  Moret-Blanc, 
F.  BoRLETTi,  H.  Lkz,  S.  Realis,  Sylvester,  J.  Ham- 
MOND,  G.  Heppel,  G.  Turriff,  W.  J.  C  Sharp,  W.  J. 
Constable,  J.  O'Regan,  Matz^  W.  J.  C.  Miller, 
T.  WooDCOCK,   E.  Rütter  finden  sich    Nouv.  Ann.  (3)  l, 

•266.2<>7,  368-371,  377-379,  412-413,  426;    Bd.  Times   XXXVI.  39,  65. 
102,  106;    XXXVIL  62-67,  114-115. 

0. 
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Theorie  der  Formen. 
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R.  Dedekind.    Ueber  die  Discriminante  endlicher  Körper. 

Gott  Abh    XXIX. 

Diese  umfangreiche  Arbeit  scbliesst  sich  an  eine  frühere 
desselben  Verfassers  (in  den  Gott  Abh.  XXIIl)  an  und  hat  eine 
genauere  Einsicht  in  die  Natur  der  Discriminante  (Grundzahl)  D 
eines  endlichen  Zahlenkörpers  zum  Ziel.  Zunächst  wird  man 
nach  den  in  dieser  (ganzen  rationalen)  Zahl  aufgehenden  Prim- 
factoren  fragen.  Dies  behandelt  die  erste  Hälfte  der  Abhandlung, 
die  zu  dem  Resultat  fUhrt:  „Die  rationale  Primzahl  p  geht  stets 
und  nur  dann  in  der  Grundzahl  D  von  ii  auf,  wenn  p  in  diesem 
Körper  Q  durch  das  Quadrat  eines  Primideals  teilbar  ist.^ 

Zafdrderst  werden  einige,  meist  bekannte  Httifsformeln  ent- 
wickelt, von  denen  hier  nur  folgende  zu  erwähnen  nötig  sein 
wird. 

Es  sei  d  eine  Zahl  in  ß,  ÖO),  (?('). . .  Ö^«)  ihre  conjugirten 
Man  setze 

F(0  =  (l-ÖCO)  (/~e(^>) . . .  0-Ö(«))  =  r+a,r--^  +  ...  +an. 

Dann  ist  die  Norm  iV(ö)  von  ß  gleich  (— l)"fl^,  und  die  Spur 
S(0)  von  0  gleich  — Oj,  wo  a,,  a„  rationale  und,  falls  0  eine 
ganze  Zahl  (in  Si)  ist,  ganze  rationale  Zahlen  sind. 
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Die  Normen  und  Spuren  hängen  mit  den  Discriminanten 
durch  die  beiden  Relationen  zusammen  : 

(2)  J(tt,,  «,,...  an)  =  |S(of.-  ak)\      (t,  Ä  =  1,  2,...w)> 

wo  in  der  zweiten  Formel  die  a  irgend  n  Zahlen  von  il  sind, 
und  rechts  die  Determinante,  gebildet  aus  den  Spuren  der  n*  Pro- 
ducte  ai  a^^  steht. 

Ist  jetzt  im  Besonderen  d  eine  ganze  Zahl  (von  i2),  dann 
kann  man  auf  die  linke  Seite  von  (1)  einen  bekannten  Determi- 
nantensatz  anwenden  und  erhält: 

(H)       /!{],  ö,  e\...  ö«-0  =  2>A'  =  ±]V  [F'(ö)]. 

Hier  ist  D  die  Grundzahl  von  il  (d.  i.  die  Discriminante  eines 
Systems  von  n  unabhängigen  ganzen  in  Si  enthaltenen  Zahlen), 
k  eine  ganze  rationale  Zahl  (der  sog.  Index  von  6), 

Endlich  liefert  der  Fermat'sche  Potenzsatz  für  die  Spur  einer 
ganzen  Zahl  t^  (von  Si)  die  wichtige  Formel 

(4)        S(cci)  =  S(ü>P)  (mod.  p) , 
woraus  nach  (2)  folgt,  dass  auch  ftir  p  als  eine  rationale  (positive) 
Primzahl  gilt: 

(f))       ^(a?,  a?, . . .  öS)  ^  ^  («i »  ^1  r  •  •  «*«)  (mod.  p). 

Nunmehr  kann  man  zum  Beweise  des  Hauptsatzes  schreiten, 
falls  man  noch  die  eine  Voraussetzung  macht,  dass  es  unter  den 
ganzen  Zahlen  o  (in  .Q). wenigstens  eine,  0,  giebt,  deren  Iudex  k 
nicht  durch  p  teilbar  ist^  denn  mit  Hülfe  eines  in  der  früheren 
Arbeit  d.  H.  Verfassers  aufgestellten  Satzes,  der  dann  die  Zerlegunir 
des  Ideals  op  in  Primfactoren  durch  die  Zerlegung  der  zugehörigen 
Function  F(J)  in  Primfactoren  nach  dem  Modul  p  ersetzt,  zeigt 
man  leicht,  dass  p  in  der  Norm  von  F{d),  also  nach  (3)  auch 
in  Dk'^  aufgeht.  Zufolge  unserer  Voraussetzung  muss  demnach  D 
durch  p  teilbar  sein. 

Da  es  tatsächlich  Körper  Si  giebt,  bei  denen  jene  Voraus- 
setzung nicht  für  alle  Primzahlen  p  zutrifft,  so  wird  ein  ganz 
neuer,  nicht  ganz  einfacher  V^'eg  eingeschlagen,  der  den  Herrn 
Verfasser,  wie  er  angiebt,   schon   1871   zum  Ziele  geführt  hatte. 

Den  zu  beweisenden  Satz  kann  man  in  zwei  Teile  zerlegen: 
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I)  J8t  p  durch  das  Quadrat  eines  Priinideals  teilbar,  so  geht 
p  in  D  auf"*.  2)  die  Umkehrung  davon.  Der  erste  Teil  ist  bald 
mit  Hfllfe  der  Relation  (ö)  erledigt,  der  zweite  aber  erfordert  zu- 
?or  eine  Reihe  von  fünf  Hülfssätzen. 

Elrstens  lässt  sich  die  Annahme,  eine  aus  lauter  ganzen 
rationalen  Zahlen  Cn  gebildete  Determinante  n^°  Grades  sei  teil- 
bar durch  die  Primzahl  p,  ersetzen  durch  die  n  Congruenzen : 

k=n 

((3)        j;  CikXi,  =  0  (mod. /))  (i=  1 ,  2, . . . «), 

wo  die  X  ganze  rationale,  nicht  sämmtlich  durch  p  teilbare 
Zahlen  sind. 

Zweitens  bilde  man  aus  den  n  festen,  ganzen  Zahlen 
a^,a^y...an  (in  £2)  mittels  der  ganzen  rationalen  Zahlen  x 
den  Modul  a  der  Zahlen 

a  =  X^  a,  -f-  •  •  •  +  XrOf 

Dann  wird  folgende  Definition  eingeführt.  Die  Zahlen  a  sollen 
ein  „nach  p  irreductibles^^  System  bilden,  wenn  die  Congruenz 
0  =  0  (mod.  p)  nur  durch  x^  =  0, . . .  ar^  =  0  (mod.  p)  erfüllt 
werden  kann.  Es  giebt  dann  genau  p^  in  a  enthaltene  nach  p 
ioeongruente  Zahlen.  Gilt  aber  jene  Annahme  nicht,  so  giebt 
es  immer  m<iry  aber  auch  nicht  mehr  Zahlen  in  a,  die  ein 
Daeh  p  irreductibles  System  bilden,  und  die  erwähnte  Anzahl 
sinkt  von  p"  auf  p"*. 

Die  Kedinguug  der  Irreductibilität  der  a  lässt  sich  einfacher 
ausdrücken,  sobald  man  die  a  aus  den  n Zahlen  w  einer  Basis 
(von  Q)  linear  zusammensetzt,  sie  wird  nach  dem  ersten  HUlfs- 
$9Xz  einfach  die,  dass  die  Determinante  der  Coeilficienten  nicht 
durch  p  teilbar  ist. 

Diese  zwei  Hülfssätze  bilden  im  Wesentlichen  nur  eine  Er- 
weiterung der  in  Dirichlefs  Zahleutheorie,  (Ende  des  §  in2)  ge- 
machten Entwickelungen  auf  Congruenzen.  Von  jetzt  ab  wird 
darüber  hinausgegangen. 

Es  sei  die  letzt  erwähnte  Annahme  erfüllt,  dann  kann  man 
nach  dem  zweiten  HUlfssatz  (für  irgend  eine  ganze  Zahl  w  in  ii) 
se^n: 
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cü  =  a?,a,-| |-^»i«n  (mod.  p), 

also  auch 


«ss-n 


wok  ^^XikOi  (mod.  p)        (für  ä  =  1,  2, . . .  n)^ 
1=1 

wo  die  ganzen   rationalen  Xjt  nach  dem  Modul  p  bestimmt  sind. 
Dann  gilt  der  dritte  Hülfssatz,  dass: 

7)        S{(ü)  =  2!  Xu  (mod.  p). 

Jetzt  zerlege  man  das  Ideal  op  in  zwei  relative  Primideale 
p,  q.  Sind  die  Grade  der  drei  Ideale  resp.  n,  r,  «  (wo  n  =  r+*), 
so  giebt  es  in  q  ein  System  von  r  nach  p  irreductibeln  Zahlen 
^0'  ^17  •'•^'^-1  ^^^  ebenso  in  p  ein  System  von  s  nach  p  irre- 
ductibeln Zahlen  a^^  o^,. ..  cr«-i.  Zugleich  aber  bilden  auch  diese 
n  =  r-f«  Zahlen  zusammen  ein  solches  System,  so  dass  also  jede 
Zahl  w  (in  o)  die  Relation  befriedigt: 

(ü  ^  £hQ-\'21^G  (mod.  p), 

wo  die  h  und  h  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Wendet  man  hier  die  Formel  (7)  unter  der  Bedingung  an, 
dass  (a  eine  beliebige  durch  q  teilbare  Zahl  ^  ist,  so  folgt  mit- 
teis der  Darstellung 

liQi^  2hkiQk  (mod.  p)       (die  h  sind  ganz  und  rational) 

k 

die  Relation  des  vierten  Httlfssatzes: 

(8)         S(^)  =  Z  hu  (mod.  p)  (t  =  0,  1, . . .  r-  1). 

Setzen  wir  endlich  auch  noch  fest,  dass  p  ein  (absolutes) 
Primideal  ist  (so  dass  also  p  nicht  durch  p*  teilbar  ist),  so  kann 
man  endlich  den  fünften  Hülfssatz  beweisen,  dass  die  Determi- 
nante 

(9)        Ä  =  I  S{QiQk)  I       (t,  *  =  0,  1, ...  r- 1), 

nicht  durch  p  teilbar  ist. 

Nunmehr  lässt  sich  der  Beweis  des  zweiten  Teiles  unseres 
Satzes  so  führen.  Da  nach  (2)  die  Grundzahl  D  darstellbar  ist 
durch 

D  =  |S(w..w*)|  («,  Ä  =  1,2,...  fi) 

(wo  die  u)  eine  Basis  von  o  bilden)  und  da,  wie  vorausgesetzt, 
D  durch  p  teilbar  ist,  so  fliesst  nach  (G)  aus  der  letzten  Gleichung 
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das  Congnienzsystem 

2;  Xi  S(Wi(Ok)  =  0  (mod.  p), 

i 

WO  die  X  ganz  und  rational,  sowie  nicht  sämmtlich  durch  p  teil- 
bar sind.  Setzt  man  daher  fi  =  ^xii,  so  ist  fi  nicht  teilbar 
durch  p,  so  dass  sich  die  Congruenzen  des  Systems  in  die  eine 
zusammenfassen  lassen: 

S(fAü))  ^  0  (mod.  p), 

woraus  wieder  folgt,  dass 

(10)        S(v)  =  S(/iCi>+pGi')  =  0  (mod.  p), 

wenn  ai,  to'  willkürliche  Zahlen  in  0  sind.  Hier  ist  das  Ideal  n 
der  Zahlen  v  ein  echter  Teiler  von  op.  Diese  letzte  Comgruenz 
ist  für  die  Teilbarkeit  von  D  durch  p  characteristisch. 

Wir  nehmen  jetzt  indirect  an,  op  sei  nicht  durch  p'  (d.  i. 
das  Quadrat  eines  Primideals)  teilbar,  also  gleich  pq  (wo  q  nicht 
durch  p  teilbar  ist).  Da  es  unter  den  die  Factoren  von  op 
bildenden  Primidealen  wenigstens  eines  geben  muss,  das  in  dem 
Ideal  n  nicht  aufgeht,  so  nehme  man  grade  dieses  p  als  den 
ersten  der  beiden  Factoren  von  op.  Dann  ist  q  durch  n  teilbar^ 
also  sind  auch  nach  (10)  alle  S(X)  durch  p  teilbar,  wenn  l  dem 
Ideal  q  angehört. 

Die  beiden  Ideale  p,  q  sind  solche,  auf  die  man  ohne  Weiteres 
den  fbnften  HUlfssatz  anwenden  kann,  da  aber  die  Qi  Qk  (die 
dort  auftreten)  ebenfalls  in  q  enthalten,  mithin  ihre  Spuren  durch 
p  teilbar  sind,  so  kommt  man  auf  den  Widerspruch,  dass  die 
Determinante  dieser  Spuren  einmal  teilbar,  und  dann  wieder  nicht 
teilbar  durch  p  ist,  womit  die  gemachte  Annahme  widerlegt  und 
unser  Satz  bewiesen  ist. 

Um  aber  tiefer  in  die  Natur  der  Orundzahl  D  einzudringen, 
bedarf  es  noch  eines  grösseren  Hulf sapparates,  der  Theorie  der 
Hodnln  und  ihrer  Ordnungen,  sowie  der  Theorie  der  complemen- 
tären  Basen.    Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  diesen  schwierigen  und 

« 

abstracten  Untersuchungen  genauer  zu  folgen,  es  mag  vielmehr 
genOgen,  die  Hauptresultate  namhaft  zu  machen. 

Es  existirt  ein  gewisses  ausgezeichnetes  Ideal  b,  das  „  Grund- 
ideal"^  des  Körpers  i2,  welches  der  Bedingung 
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(11)       Do  =  b(Do'),  0  =  bo', 

WO  o'  das  Complement  des  Moduls  o  ist,  genügt. 

Die  Norm  dieses  Grundideals  ist  die  Grundzahl  des  Körpers. 

Die  Grundzahl  D  ist  stets  teilbar  durch  das  Quadrat  des 
Grundideals. 

Das  wichtigste  Resultat  endlich,  zu  dessen  Ableitung  noch 
die  Theorie  der  höheren  Congruenzen  herangezogen  wird,  sagt 
aus,  dass  das  Grundideal  b  der  grosste  gemeinschaftliche  Teiler 
aller  Hauptideale  von  der  Form  0^(6)  ist,  welche  allen  ganzen 
Zahlen  0  des  Körpers  entsprechen. 

Durch  die  Verbindung  dieser  Resultate  ergiebt  sich  auch 
leicht  ein  neuer  Beweis  des  zuerst  angeführten  Hauptsatzes. 

Zum  Schluss  sei  noch  erwähnt,  das  sich  diese  Untersuchun- 
gen noch  bedeutend  erweitem  lassen,  sobald  man  den  Körper 
der  rationalen  Zahlen,  soweit  er  hier  auftritt,  überall  durch  einen 
beliebigen  in  Q  als  Divisor  enthaltenen  Körper  ersetzt.  Dies 
soll  jedoch  an  anderer  Stelle  vom  Herrn  Verfasser  ausgeführt 
werden.  My. 

A.   Brill.      Ueber  binäre   Formen    und   die    Gleichung 
sechsten  Grades.    Kleio  Add  xx.  330-357. 

Eine  der  Grundaufgaben  der  Invariantentheorie  (der  alge- 
braischen Formen)  ist  die  Ermittelung  der  (ganz)  rationalen  Ab- 
hängigkeit der  invariantiven  Formen  von  den  gegebenen  Grund- 
formen (d.  h.  von  den  CoefKcienten  derselben).  Die  Umkehrung 
aber  dieser  Darstellung,  die  irrationale  Abhängigkeit  der  letzteren 
Formen  von  den  ersteren,  ist  bis  jetzt  nur  in  ganz  vereinzelten 
Fällen,  jedenfalls  nicht  principiell  in  Angriff  genommen.  Die  vor- 
liegende Arbeit  macht  in  dieser  Richtung  einen  wesentlichen 
Schritt  vorwärts,  indem  sie  die  Combinanten  eines  Systems  von 
p  binären  Formen  «**'  Ordnung  in  irrationaler  Weise  von  einer 
gewissen  erzeugenden  Function  abhängen  lässt,  die  dann  das 
gegebene  System  gradezn  zu  ersetzen  im  Stande  ist 

Bekanntlich  hat  Herr  Gordao  eine  Form  mit  mehreren  Reihen 
von  Veränderlichen  aufge^tclIt,   aus  der  die  Combinanten   eines 
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«^ebenen  Formeosystems  durch  rationale  Processe  hervorgehen, 
lo  dem  hier  vorliegenden  einfachen  Falle  ist  diese  Form  die 
p-reihige  Determinante  der  gegebenen,  in  den  Yariabelnreihen 
(j^i  yif'j^pyp)  geschriebenen  Determinante.  Von  dieser  Form  ge- 
langt der  Herr  Verfasser  zu  der  gewünschten  (weit  einfacheren), 

indem  er  die  ^^^-r — -  DiflFerenzen  der  Variabein,    die  die  Deter- 

2 

oiinante    zu    Factoren    besitzen    muss,    auf    eine    eigentümliche 

Weise  absondert,   und  dann  die  p  (nicht  homogenen)  Variabein 

einander  gleich   setzt.     Diese  neue  Form    ^(^),   gleichfalls  als 

Determinante    (von   n-{- 1   Reihen)    darstellbar,    denke    man  sich 

nach  den  Potenzen  von  x  ausgerechnet,  dann  sind  die  Coefficien- 

ten  linear  und  homogen    in   den  p-reihigen   Determinanten   der 

durch  die  gegebenen  Formencoefficienten  gebildeten  Matrix. 

Eine  zweite  Darstellung  dieser  Form  W{x)  ist  die  als  Deter- 
minante der  p**"  Differentialquotienten   der  Formen  f  nach  x,  y. 

Zunächst  wird  von  der  Form  W(x)  die  fundamentale  Eigen- 
schaft nachgewiesen,  dass  zwischen  ihren  Cocfficienten  keine  Re- 
lationen stattfinden  (vorausgesetzt,  dass  das  Gleiche  auch  von 
den  Cocfficienten  der  Formen  f  gilt)  d.  h.  also,  dass  die  Form  W 
immer  zugleich  mit  den  gegebenen  Formen  f  eine  allgemeine 
Form  ihrer  Ordnung  ist.     Die  Anzahl  ihrer  Cocfficienten  beträgt 

Kn-p-fO+l- 

Umgekehrt  lässt  sich  jede  gegebene  (allgemeine)  binäre  Form 

vom   Grade  JV  so  oft  in  die  Form   W  bringen,    als  die  Zahl  iV 

sich  in  die  beiden  ganzzahligen  Factoren  p  und  n— p-(~l  ^V^^' 

ten  lässt. 

Zunächst  scheint  es  allerdings,  als  ob  die  Zahl  der  Formen 
\y  die  doppelte  sein  müsste;  die  genauere  Untersuchung  zeigt 
aber,  dass  je  zwei  dieser  Formen,  von  denen  die  eine  aus  der 
änderen  durch  Vertauschung  der  beiden  Factoren  p  und  w—p  +  I 
hervorgeht^  identisch  sind.  Dies  drückt  sich  in  dem  wichtigen 
Combinantenprincip  aus: 

^Die  Combinanten  eines  Systems  von  p  binären  Formen 
n^^  Ordnung  (n2fip)  sind  der  Zahl  und  Form  nach  identisch  mit 
denen  eines  Systems  von  n— p-j-1  Formen  derselben  Ordnung." 

Fortiehr.  d.  Math.  XIV.  1.  5 
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üebrigens  wird  dies  Princip  sofort  auf  ein  System  von  Formen 
mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  ausgedehnt,  indem  an  die  Stelle 
der  Zahl  n  die  um  Eins  vermehrte  Anzahl  der  Terme  einer 
solchen  Form  tritt.  Die  beiderseitigen  Formen  sind  immer,  mit 
Rosanes  zu  sprechen,  je  zu  einander  conjugirt. 

Die  dritte  fundamentale  Eigenschaft  der  Form  W(x)  ist  die, 
dass  ihre  Discriminante  in  zwei  in  den  a,  ß , , .  (d.  s.  den  p-glie- 
drigen  Determinanten  aus  den  Coefficienten  der  /*)  rationale  Fac- 
to ren  L\  C  zerfällt,  von  denen  der  erste  in  den  a,  /?,.-.  vom 
Grade  (p+OC'^—P^  ^®^  zweite  vom  Grade  (p— 1)  (w— p4^2)  ist. 
Zugleich  wird  die  Bedeutung  des  Verschwindens  eines  dieser 
beiden  Factoren  entwickelt. 

Von  diesen  Principien  wird  eine  ausführliche  Anwendung 
auf  die  Functionaldeterminante  zweier  binärer  Formen  (dritten 
und)  vierten  Grades  gemacht.  Um  eine  allgemeioe  Form  (vierten) 
sechsten  Grades  auf  die  Form  W  zu  bringen,  bedarf  es  der  Auf- 
lösung einer  Hülfsgieichung  (zweiten)  fünften  Grades.  Die 
Notwendigkeit,  diese  Hülfsgieichung  der  gegebenen  Form  zu 
adjuugiren,  steht  in  engstem  Zusammenhang  mit  den  (ein) 
drei  Relationen,  die  zwischen  den  Determinanten  a,  /^, ...  be- 
stehen. 

Eben  diese  Hülfsgieichung  fünften  Grades  dient  weiter  dazu, 
lineare  Substitutionen  aufzustellen,  durch  welche  die  Form  W  vom 
sechsten  Grade  auf  gewisse  canonische  Formen  gebracht  werden 
kann,  zu  denen  man  folgendermassen  gelangt. 

Man  ersetze  die  zwei  gegebenen  Formen  vierten  Grades 
durch  irgend  drei  zu  ihnen  conjugirte  f,,  f^,  /*,.  Unter  den  aus 
diesen  durch  lineare  Combination  entstehenden  Formen  befinden 
sich  (ohne  Rücksicht  auf  willkürliche  constante  Factoren)  ein- 
mal drei  Formen  qp,  qp^,  qpgqpa,  (ps(pi%  (wo  die  q)  quadratische 
Formen  sind),  sodann  vier  Quadrate  i/;J, . . .  xp].  Sind  aj^y,  die 
Verschwindungswerte  einer  Form  qp,,  und  €,7]i  die  einer  Form 
?/;,,  so  geht  mittels  der  Substitutionen 

I.    X*  = ^«const.,     resp.      IL    x' = ^«const. 

X-jfi  »  r  X  —  7]i 

die  Form   W{x)  in  die  resp.  canonischen  Formen  über: 
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IL    x^-\-'ax^+  bx^+  cx^+l. 

Dabei  setzen  also  die  Coefficienten  der  bezttglicheD  Substi- 
tionsformeln  die  Adjunction  je  einer  Wurzel  einer  Gleichung  fünf- 
ten und  einer  dritten,  resp.  vierten  Grades  voraus. 

Bildet  man  die  Discriminante  der  Form  I  und  deutet  dabei 
die  reellen  p,  q,  r  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Raum- 
punkteSy  so  gelangt  man  zu  einer  sehr  instructiven  Discussion 
der  Realitätsverhältnisse  der  Wurzeln. 

Im  Weiteren  treten  die  vier  quadratischen  Formen  i//„  nament- 
lich in  ihrem  Zusammenhange  mit  den  Wurzeln  der  Hülfsgieichung 
f&niien  Grades  in  den  Vordergrund.  Das  Characteristische  der  vier 
Formen  tp^  ist,  dass  durch  irgend  drei  derselben  (beliebig  anzu- 
nehmende) immer  die  vierte  eindeutig  so  bestimmt  ist,  dass  so- 
wol  zwischen  den  vier  Formen,  als  ihren  Quadraten  eine  lineare 
Identität  herrscht. 

Bildet  man  noch  die  sechs  Functionaldeterminanten  T^kje  zweier 
der  i/i,  so  haben  diese  64-4=10  quadratischen  Formen  die  Eigen^ 
Schaft,  beim  Uebergang  von  einer  Wurzel  der  Gleichung  fünften 
Grades  zu  einer  anderen  sich  nur  in  gewisser  Weise  zu  ver- 
tauschen, und  zwar  so,  dass  immer  eines  der  rpi  ungeändert 
bleibt,  während  die  drei  anderen  yjk,  rpi^  xp,n  sich  gegen  die  drei 
Formen  7*/,  T^m,  Ti,n  auswechseln. 

Bei  Zugrundelegung  von  drei  der  xp  gelingt  es,  alle  hier  auf- 
tretenden Formen  mit  Hülfe  des  vollen  Systems  der  drei  xp  aus- 
zodrflcken. 

Eine  sehr  einfache  Uebersicht  über  den  hier  auftretenden 
Formenkreis  erhält  man,  wie  Referent  hinzufügen  möchte,  wenn 
man  die  f,  als  (homogene)  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes 
einer  rationalen  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  R  deutet.  Dann 
liefert  >r  =  0  die  sechs  Wendepunkte  von  R,  die  (pi  sind  die 
Argnmentenpaare  der  Doppelpunkte,  die  tpi  die  der  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten.  Von  dem  Schnittpunkt  je  zweier 
Doppeltangenten  geht  noch  ein  Tangentenpaar  an  die  Curve; 
dies  sind  die  sechs  Tit. 

b* 
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Von  jedem  Punkt  einer  Doppeltangente  D  geht  noch  ein 
Tangentenquadrupel  an  R,  alle  diese  Quadrupel  constituiren  eine 
lineare  Schaar  mit  der  Functionaldeterminante  W. 

Endlich  hat  auch  die  dem  Doppeltangentenvierseit  einbe- 
Bchriebene  Kegelschnittschaar  mit  R  eine  lineare  Schaar  von 
Tangentenquadrupeln  gemein,  deren  Functionaldeterminante  gleich- 
falls W  ist.  Diese  fünf  linearen  Quadrupelschaaren  entsprechen 
den  fünf  Wurzeln  der  Hülfsgieichung,  die  letztere  Schaar  der 
ausgezeichneten  Wurzel. 

Der  Uebergang  von  dieser  Wurzel  zu  einer  der  vier  andern 
vollzieht  sich  mittels  einer  quadratischen  (Classen-) Transfor- 
mation, die  zu  Fundamentalgeraden  immer  drei  der  vier  Doppel- 
tangenten D  besitzt.  Durch  diese  Transformation  geht  die  Curve 
R  wieder  in  eine  solche  über.  Der  Uebergang  der  zehn  Formen 
1/;,  T  in  sich  fällt  dann  in  die  Augen. 

Zum  Schluss  sei  noch  erwähnt,  dass  diese  Untersuchungen 
in  engstem  Zusammenhang  mit  denen  des  Herrn  Stephanos  und 
des  Referenten  stehen,  ohne  dass  dieser  Zusammenhang  subjectiv 
irgendwie  nachweisbar  wäre.  Wegeu  des  Näheren  sei  auf  die 
Schrift  des  Referenten  über  lineare  Räume  verwiesen. 

My. 

W.  R.  W.  Roberts.     A  geometrical  representation  of  a 
System  of  two  binary  cubics  and  tlieir  associated  foi'iiis. 

Lond.  M.  S.,  Proc.  XIII.  16-25. 
Eine  cubische  lineare  Form 

repräsentirt  der  Herr  Verfasser  durch  eine  Ebene 

die  aus  der  cubischen  Raumcurve 

drei  Punkte  ausschneidet,  deren  Argumente  die  Wurzeln  von  f 
sind.  Auf  dieser  Grundlage  giebt  der  Herr  Verfasser  einfache 
geometrische  Deutungen  und  Gonstructionen  des  vollen  Systems 
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iweier  eubischer  Formen  f,  rp.  So  entspricht  z.  B.  der  Hesse'- 
schen  Form  von  f  die  Schnittlinie  zweier  „Ebenen  der  Curve'*, 
die  in  der  Ebene  „f"'  liegt;  ferner  der  Functionaldeterminante  von 
/;  tf  die  vier  Tangenten,  welche  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
,/*•*,  „rp"  treffen  etc. 

Von  der  Stürmischen  Arbeit  (Borchardt  J.  LXXXVI.  116, 
siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  96),  die  mit  dieser  die  Grundlage  und  die 
meisten  Resultate  gemein  bat,  scheint  der  Herr  Verfasser  keine 
Kenntnis  gehabt  zu  haben.  My. 


A.  Cayley.     Tables  for  the  biiiary  sextic.     Syiv.,  Am.  J. 

IV.  379-384. 

Die  Zahl  der  Covarianten  einer  binären  Form  sechsten  Grades 
(diese  mit  eingeschlossen)  beträgt  bekanntlich  26.  Zuerst  wer- 
den die  I^eitglieder  der  ersten  18  dieser  Covarianten  angegeben. 
Dann  wird  gezeigt,  wie  sich  die  Leitglieder  der  folgenden  8 
Covarianten  (von  den  Graden  7  bis  15  in  den  Coefficienten  der 
Trrundform)  aus  den  Coefficienten  von  einigen  der  früheren  zu- 
sammensetzen. My. , 


F.  DE  Bruno.     Quelques   applicatioiis  de  la  th^orie  des 
formes  binaires  aux  fonctions  elliptiques.    Sylv.,  Am.  J- 

V.  1-25. 

Die  von  Herrn  Klein  auf  functionentheoretischem  Wege  (bei 
dessen  Verfolgung  namentlich  die  hypergeometriscben  Reihen 
eiaen  wesentlichen  Durchgangspunkt  bilden)  ermittelte  Darstel- 
lung der  Elemente  der  elliptischen  Functionen  mittels  der  abso- 
luten Invariante  der  binären  biquadratischen  Form  wird  hier  mit 
Ausschluss  nicht-algebraischer  Hülfsmittel  auf  rechnerischem  Wege 
erzielt.     Der  Hauptsatz  lautet: 

Ist  Y  die  gegebene  binäre  Form  vierten  Grades  (in  den 
Variabein  y  geschrieben)  mit  positiver  Discriminante  J,  %  und  j 

ihre  Invarianten,  ferner  /  =  --,,  ff  =  -rr , 
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^-ii(l'')+ia'')'+ll(Ä'')"+-i' 


1 1 

i/i  A.T 1  *._ 


dann  hat  man 

dy         1     /'  dx 


/ay         ]     r  ax 


I  2 


'  ,,  /'IV  .,/''  -SV    .,/' 1-3.5  V    ,  , 

(1+.,  1-x)  -  ^-^  U'-  +(7:4)  "  +(274-^)  "+•••' 


WO,  abgesehen  vom  Factor  yj,  die  rechte  Seite  allein  von  der 
absoluten  Invariante  {H,  resp.  /)  abhängt. 

Für  K  ergiebt  sich  die  gut  convergirende  Reihe: 

^"^2.4.6/^1+1/4'^       J 

Hier  kann  man  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  M(_l+x,  1 — x) 
einführen,  für  dessen  reciproken  Wert  Gauss  (Werke  Bd.  III.  p. 
367)  die  Reihe  aufgestellt  hatte: 

1  .  .  /  1  V  .  .  /  1  .3\'   ,  .  /'1.3.5 

M 

dann  wiid 

K  =. 5 ^ 

desgleichen  bestimmt  sich  der  Modul  k  durch  die  fttr  U<  l, 
und  T<.l  stark  convergirende  Reihe: 

'•  =  <Ä'')lÄ  +  05a»)+15&(Ä'')'+l 

Endlich  zeigt  sich  die  rapideste  Convergenz  in  folgender  neuen 
0  und  q  verknüpfenden  Relation: 

oder  auch,  wenn  man  hier  die  Ö-Werte  wieder  mit  Hülfe  von  K 
und  k'  ausdrückt: 
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wenn  man  mit  K^^  das  bezeichnet,  was  aus  K  wird,  wenn  9  in  ^'^ 
übergebt.  Der  Vergleich  eines  Zahlenbeispiels  mit  einem  Legendre'- 
sehen  Resultat  zeigt  die  grosse  Fruchtbarkeit  der  letzten  Formel. 

My. 

C.  Jordan,  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  C.  St^phanos, 
iiititulä:  „Memoire  sur  las  faisceaux  de  fornies  binaires 
ayant  une  ra§me  jacobienne."    C.  R.  XCIV.  1230-1234. 

Es  ist  dies  der  Bericht  der  Gommission  über  das  Werk  des 
Herrn  Stephanos,  aus  dem  der  letztere  bereits  früher  (siehe 
F.  d.  M.  XIII.  188J.  p.  92)  einen  Auszug  in  den  Comptes  Ren- 
dus  gegeben  hatte. 

Als  neu  erscheint  in  diesem  Bericht  die  Erwähnung  des 
wichtigen  Combinantenprincips,  nach  dem  zwei  conjugirte  Systeme 
binärer  Formen  die  gleichen  Covarianten  haben.  Bei  der  Ableitung 
dieses  Princips  stützt  sich  der  Herr  Verfasser  auf  die  berühmte 
Gordan'sche  Abhandlung  (Math.  Ann.  Bd.  V.  95,  s.  F.  d.  M.  IV. 
1872.  p.  61.). 

Im  Besonderen  wird  das  Princip  angewandt  auf  Formen- 
böschei,  nnd  dabei  der  Zusammenhang  der  Jacobiana  des  Büschels 
mit  den  Formen  des  letzteren  eingehend  erörtert.  Als  interessan- 
tes Beispiel  dienen  diejenigen  Büschel  von  biquadratischen  For- 
men, die  die  nämliche  Jacobiana  (eine  gegebene  Form  sechsten 
Grades)  besitzen.  Zugleich  wird  eine  sehr  einfache  geometrische 
Interpretation  dieser  (fünf)  Büschel  angegeben. 

Die  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  treffen  sowohl  in 
der  Grundlage  als  in  dem  durchgeführten  Beispiel  sehr  nahe  mit 
denen  des  Herrn  Brill  (s.  p.  64  u.  f.),  wie  des  Referenten  zusam- 
men. Es  sei  hier  der  Kürze  wegen  auf  die  bezüglichen  Aus- 
fQbrungen  in  dem  Werke  des  Referenten  „Apolarität  und  ratio- 
nale Curven"  verwiesen.  My. 
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J.  J.  Sylvester.  On  the  completioo  of  tlie  author^s 
method  of  obtainiug  the  ground-fonns  to  aiiy  binary 
quautic    or   system    of    binary    quaiitics.    J.  Hopk.  Girc. 

1882.  17H. 

Vorläufige  Mitteilung  des  Herrn  Sylvester,  dass  der  schon 
öfters  gegen  seine  neue  Theorie  erhobene  Vorwurf,  sie  liefere 
nur  die  Typen  (d.  h.  Grad  und  Ordnung)  der  Grundformen, 
lasse  diese  selbst  aber  im  Uebrigen  unbestimmt,  unbegründet  sei. 
Namentlich  mit  Hülfe  eines  geschickten  Einteilungsprincipes  für 
seine  Typen  könne  er  ohne  Mühe  (mit  Anwendung  der  bekannten 
partiellen  Differentiationsoperation)  die  Formen  selbst  berechnen. 
Eine  nähere  Ausführung  wird  im  Am.  J.  erscheinen. 

My. 


J.  J.  Sylvester.     On  subinvariants  i.  e.  senii-invariants 
to  binary  quautics  of  an  unliniited  order.  J.  Hopk.  circ. 

II.  3;    Sylv.,  Am.  J.  V.  79-96. 

Da  der  grösste  Teil  dieser  grossen  Abhandlung  im  Am.  J. 
seinem  Erscheinen  nach  in  das  Jahr  1883  fällt,  so  soll  hier  vor- 
läufig nur  die  principielle  neue  Behandlung,  die  Herr  Sylvester 
darin  der  Theorie  der  Invarianten-Grundformen  zu  Teil  werden 
lässt,  dargelegt  werden. 

Diese  Behandlung  basirt  auf  der  Erscheinung,  dass  der  Leit- 
coefficicnt  irgend  einer  Govariante  einer  binären  Form  nicht  nur 
dies  eine  Mal,  sondern  auch  in  einer  Covarianten  von  jeder 
binären  Form  höherer  Ordnung  (als  Ijcitcoefficient)  auftritt.  Jeder 
Leitcoefficient  begründet  daher  eine  bestimmte  unendliche  Formen- 
gruppe. 

Als  Subinvariante  in  Bezug  (qua)  auf  die  Elemente  a,  6,  c, ... 
wird  definirt  irgend  eine  ganze  rationale  Function  derselben,  die 
der  Differentialgleichung  der  Leitcoefficieuten 

n  =  ado+2bdc+3cda+'-  ad  libitum  =  0 

genügt.     Ersetzt  man  hier  ß  durch  eine  beliebige  lineare  Func- 
tion der  ado,  M^,...,  so  kommt  man  zu  Subinvarianten  in  Bezug 
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auf  die  entsprechenden  numerischen  Vielfachen  der  a,  6,  c...  als 
Elemente. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  einer  solchen  Subinvariante 
das  erste  Element  a  gleich  Null  setzt,  der  Rest  jetzt  eine  Sub- 

c      d 
invariante  in  Bezug  auf  die  neue  Elementenreihe  6,  — ,  -öT" 

wird;  ein  Satz,  der  die  Ableitung  der  Grundformen  sehr  er- 
leichtert. 

Der  Hauptsatz  des  ersten  Abschnittes  sagt  aus,  dass  irgend 
eine  Invariante  eines  Svstems  von  Subinvarianten  selbst  wieder 
eine  Subinvariante  ist,  und  zwar  in  Bezug  auf  den  höchsten  Buch- 
staben (der  in  jenem  vorkommt)  und  die  Einheit;  ein  Satz,  der 
auf  Sttbinvarianten  „von  Systemen  von  Elementen^  ausgedehnt 
werden  kann. 

Uebrigens  lassen  sich  umgekehrt  diese  „Plurisubinvarianten^' 
wieder  als  Specialfall  der  „Unisubinvarianten^  auffassen,  indem 
in  diesen  nur  gewisse  der  numerischen  Coefficienten  gleich  Null 
gesetzt  zu  werden  brauchen. 

Eine  besonders  hervorragende  Rolle  unter  den  Coefficienten 
in  einer  Subinvariante  spielt  der  zur  höchsten  Potenz  des  höch- 
sten (entferntesten)  Buchstabens  gehörige,  da  er  gleichfalls  eine 
Subinvariante  ist,  und  zwar  bezüglich  der  unendlichen  Elemente, 
wie  die  erste.  Er  heisst  der  Keim  (germ)  der  zugehörigen  Co- 
variantenform. 

Solche  Keimtafeln  werden  für  die  Grundformen  der  binären 
Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung  aufgestellt,  sie  gewähren 
einen  guten  Einblick  in  den  Aufbau  des  vollen  Formensystems. 

Der  wirklichen,  algebraischen  Uerleitung  der  Grundformen, 
(d.  h.  hier  ihrer  Grundsemiinvarianten)  liegt  die  Aufstellung  der 
,Urtypen'*  (proto-morphs)  zu  Grunde,  d.  i.  derjenigen  Formen, 
die  abwechselnd  vom  zweiten  und  dritten  Grade  in  den  Coeffi- 
cienten sind.  Ihre  Wichtigkeit  geht  daraus  hervor,  dass  jede 
andere,  zur  selben  binären  Form  gehörige  Grundsemiinvariante 
(mit  einer  geeigneten  Potenz  des  ersten  Coefficienten  multiplicirt) 
eine  ganze  rationale  Function  der  Urtypen  ist. 

Als  Hauptbeispiel  dienen  die  binären  Formen  fünfter  Ordnung; 
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dabei  tritt  die  Nützlichkeit  des  oben  erwähnten  Restsatzes  sehr 
hervor.  Die  Grundformen  zerfallen  dabei  ganz  von  selbst  in  ge- 
wisse Gategorien,  die  auf  die  Natur  jener  ein  neues  Licht  werfen. 
Beiläufig  wird  ein  Satz  aufgestellt^  der  aber  eine  grosse  Zu- 
kunft zu  haben  scheint:  ^Eine  Folge  von  (wachsenden)  ganzen 
Zahlen  mit  der  Beschränkung,  dass  keine  von  ihnen  ein  Viel- 
faches einer  der  andern  und  auch  nicht  die  Summe  der  Vielfachen 
von  irgend  zwei  der  andern  ist,  kann  nicht  bis  in's  Unendliche 
fortgesetzt  werden."  My. 


G.  Peano.     Sui  sistemi  di  forme  binarie  di  egual  grado 
e  sistema  completo  di  quante  si  vogliano  cubiche. 

ToriDO,  Atti.  XVII.  580-586. 

Die  invariantiven  Bildungen  des  vollen  Systems  von  N  binären 
Formen  gleichen  Grades  n  lassen  sich  in  Typen  einteilen,  so 
dass  sich  die  Individuen  eines  und  desselben  Typus  durch  den 
bekannten  Coefficienten-Polarisationsprocess  auseinander  (d.  h.  also 
auch  aus  einem  einzigen)  ableiten  lassen.  Der  Verfasser  be- 
weist, dass  die  Zahl  dieser  Typen  auch  für  ein  beliebig  wachsen* 
des  N  eine  endliche  ist,  wie  dies  schon  für  n  =  1,  2  bekannt 
war.  Als  Grundlage  dient  ihm  der  wichtige  Gapelli'sche  Satz 
(siehe  Capelli  p.  84.): 

,,Eine  homogene  Function  F  von  fi  Systemen  mit  it  Variabein 
kann  man  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Determinante  der  Va- 
riabein so  entwickeln,  dass  die  Coefficienten  Polarenbildungen 
von  aus  F  abgeleiteten  Formen  sind,  die  ein  Variabeinsystem 
weniger  enthalten." 

Dieser  Satz  wird  angewandt  auf  die  Systeme  der  Coefficien- 
ten  von  n-f~l  binären  Formen  n^^"  Grades  und  eine  ganze  homo- 
gene Function  F  derselben. 

Ist  im  Besonderen  F  eine  Covariante  der  gegebenen  Formen 
(und  noch  etwaiger  weiterer  vom  w'®"  Grade),  so  sind  demnach 
die  Entwickelungscoefficienten  polare  Formen  von  Functionen  q>, 
welche  Covarianten  der  gegebenen  Formen  excl.  einer,  etwa 
fa+i  sind. 
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Wird  der  Satz  jetzt  von  Neuem  auf  diese  Functionen  q>  an- 
gewandt, u.  8.  f.,  so  stellt  sich  F  dar  als  Function   einmal   der 

(ff4'0'''^i^^&^^^<^^'^^i^^^Q~^^^^^™^°^'^^^°9  "°^  '^  Uebrigen  von 
Corarianten  von  nur  n  der  gegebenen  Formen. 

Und  da  sich  diese  letzteren  Govarianten  aus  einer  endlichen 
Zahl  von  Typen  zusammensetzen,  so  tun  es  auch  die  allge- 
meinsten Govarianten  F. 

Für  ein  System  beliebig  vieler  binärer  Formen  dritten  Orades 
wird  die  Rechnung  durchgeführt.  Es  ergeben  sich  zehn  verschie- 
deDC  Typen;  am  Schluss  wird  noch  ohne  Beweis  mitgeteilt,  wie 
sich  die  Bildungen  des  vollen  Systems  auf  diese  zehn  Typen  ver- 
teilen. Ist  N  die  Zahl  der  gegebenen  Formen,  so  gehören  den 
einzelnen  Typen  successive   folgende  Anzahlen  von  Formen  zu: 

JV,  i-JV(iV-l),   yJV(JV+l),    J^JV(JV+l)(JV+2), 


-5-(JV-l)JV(iV4-l)  etc. 


My. 


G.  Peano-     Un  teorema  sulle  forme  multiple,  'i'orino,  Atti. 

XVII.  73-80. 

Der  Gordan'sche  Fundamentalsatz  über  die  Endlichkeit  des 
binären  Formensystems  wird  hier  ausgedehnt  auf  binäre  Formen 
mit  beliebig  vielen  Variabeinreihen,  die  Substitutionen  unter- 
worfen werden,  die  alle  von  einander  unabhängig  sein  können, 
(wie  sie  durch  Capelli  in  die  Formentheorie  eingeführt  sind). 
Der  Herr  Verfasser  stellt  zu  dem  Zwecke  folgenden  Hauptsatz  auf: 

„Eine  Reihe  von  Formen  mit  n  binären  Variabeinreihen  sei 
gegeben;  nach  einer  dieser  Reihen,  etwa  der  x-Reihe  entwickelt, 
seien  sie: 

f=f«^+<,«7"'  +  --,    ^  =  ^o^?+«^i^r*+-  etc.. 

Besitzen  dann  die  Formen  U,f^...,  g^.g^.^-  etc.  ein  endliches 
System  von  (invariantiven)  Grundformen,  so  auch  die  ursprüng- 
lich gegebenen  f,  g,  etc." 
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Der  Beweis  zerlegt  sieh  in  drei  Teile. 

Zuerst  wird  gezeigt,  dass,  wenn  man  irgend  eine  invarian- 
tive  Form  F  der  gegebenen  {f,g,  etc.)  nach  den  o?,,  x.^  entwickelt, 
so  dass 

F  =  F,xP  +  pF,xP  •x,  +  -.., 

dann  die  f*,  invariantive  Formen  des  Systems  der  /",,  (/,,  etc. 
sind,  also  sich  nach  Voraussetzung  als  rationale  ganze  Functionen 
einer  endlichen  Anzahl  von  Grundformen  (P^,  P^  etc.)  darstellen 
lassen. 

Zweitens  operire  man  mit  dem  Symbol 

und  seiner  Wiederholung  au  den  gegebenen  Formen  /",  g,  etc. , 
und  erhalte  so  das  System 

ein  System,  das  bekanntlich  dem  Coefficientensystem  der  /",,  ^,,  etc. 
in  mancher  Hinsicht  analog  ist.  Für  dieses  neue  System  bilde 
man  die  durch  die  Grundformen  P  definirten  Functionen  und 
entwickele  in  üblicher  Weise  nach  der  Determinante  [xy)]  dann 
kommt  für  irgend  eine  dieser  Functionen: 

wo  q  der  Grad  ist,  bis  zu  dem  die  y  in  Q  ansteigen.  Aus  der 
Tatsache,  dass  für  a?^  =  y.^  =  l,  x^  =  y,  =  0,  0  i»  ^  übergeht, 
leitet  man  ab,  dass  das  System  der  Formen  ^,  V^i  X?  •••  ^^^  ^^^~ 
liebes  ist,  da  ja  die  P  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sind,  und  zu 
jedem  P  ein  endliches  System  von  Grundformen  gehört. 

Drittens  wird  bewiesen,  dass,  wenn  man  sich  hülfsweise  die 
jF,  y,  1/;, ...  als  einfache,  in  den  a?,,  x^  binäre  Functionen  denkt, 
in  diesem  Sinne  F  eine  invariantive  Form  der  übrigen  ist.  Da 
aber  die  letzteren  wieder  nur  in  endlicher  Anzahl  existiren  und  ein 
endliches  Formensystem  (0^,  0^,  etc  )  besitzen,  so  drückt  sich  F 
als  ganze  rationale  Function  der  O  aus ,  d.  h.  die  ursprünglich 
gegebenen  Formen  /*,  ^,  etc.  besitzen  ein  endliches  Grundformen- 
system, sobald  es  die  /*,,  ^i,  etc.  tun. 
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Im  Besonderen  kommt  also  den  sogenannten  Correspondenzcn 
eio  endliches  volles  System  zu.  My. 


C.  LE  Paige.      Sur   les  formes   alg^briqnes   k   plusieurs 
sdries  de  variables,    C.  R.  xciv.  31-32. 

Zuerst  wird  die  Bemerkung  gemacht,  dass,  wie  eine  trilineare 
Form  drei  quadratische  Covarianten  mit  dergleichen  Discriminante 
besitzt,  so  eine  quadrilineare  Form  vier  biquadratische  Covarian- 
ten mit  den  gleichen  Invarianten.   (Cf.  unten). 

Sodann  wird  eine  Relation  für  trilineare  Formen  auf  Formen 
mit  drei  (n)  Reihen  von  Yariabeln  ausgedehnt.  Als  specieller 
Fall  ist  darin  eine  bekannte  Clebsch'sche  Formel  enthalten,  die 
übrigens  Herr  Le  Paige  schon  frQher  auf  beliebig  viele  binäre 
Formen  ausgedehnt  hatte.     (Cf.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  104.). 

My. 

C.  LK  Paige.      Sur  les   formes    alg^briques    h,   plusieurs 
s^ries  de  variables,    c.  R.  xciv.  69-71. 

C.  LE  Paige.     Sur  les  formes  quadratiques  ä  deux  s^ries 
de  variables.    C.  R.  XCIV.  424-426. 

C.  LE  Paige.    Sur  la  forme  quadrilinöaire.  Torino,  Atti.  XV  IL 

299-320. 

Den  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchungen  bildet  die  quadri- 
lioeare  Form  f  =  a^a'^a^au^  die  der  Herr  Verfasser  in  ähnlicher 
Weise  dem  Studium  der  Flächen  vierter  Ordnung  zu  Grunde  zu 
legen  gedenkt,  wie  er  die  Theorie  der  trilinearen  Formen  mit 
der  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  verschmolzen  hat. 

Die  Form  f  besitzt  zunächst  sechs  Covarianten,  die  in  Bezug 
aaf  immer  zwei  Reihen  Variabein  quadratisch  sind.  Jede  von 
diesen  besitzt  wieder  zwei  Discriminanten  (je  eine  bezüglich  einer 
Variabeinreihe).  Diese  zwölf  biquadratischen  Covarianten  fallen 
aber  zu  je  drei  zusammen,  so  dass  vier  solche  Covarianten  restiren : 
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Von  diesen  gilt  der  Satz,  dass  sie  dieselben  Invarianten 
haben.  Der  Beweis  wird  einmal  mit  Hülfe  eines  Capelli'schen 
Satzes,  sodann  aber  auch  durch  directe  Bildung  der  bezüglichen 
Formen  gef&hrt  mit  Zugrundelegung  der  canonischen  Form  f&r  fi 

iklm 

WO  der  Index  1  resp.  2  entweder  kein-  oder  zwei-  oder  viermal 
auftritt.  Diese  canonische  Form  int  dadurch  charakteriairt,  dass 
die  vier  Grund punktepaare  (0,  cc)  je  eines  der  drei  Wurzelpaare 
von  den  vier  Covarianten  sechsten  Grades  sind,  welche  den  vier 
obigen  biquadratischen  Formen  zugehören.  Hält  man  einen 
solchen  Grundpunkt  (etwa  x^  —  0)  fest,  so  stehen,  f  =  0  ge- 
setzt, die  Punkte  (y)(^)(u)  in  einer  trilinearen  Beziehung,  deren 
neutrale  Elementenpaare  je  harmonisch  sind  zu  den  bez.  Grund- 
punktepaaren. 

Sodann  werden  die  sechs  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
denen  die  Form  f  die  einfache  Gestalt  annimmt: 

Diese  Bedingungen  sagen  aus,  dass  die  vier  Covarianten  L,  M,  N.  P 
vollständige  Quadrate  sind.  Einen  solchen  Fall  bilden  in  der 
Kaumgeometrie  die  Punktquadrupel,  welche  die  Ebenen  des 
Raumes  aus  vier  beliebigen  Raumgeraden  ausschneiden. 

Weiterhin  werden  noch  die  speciellen  Fälle  untersucht,  in 
denen  die  Form  f  in  Factoren  zerfällt. 

Das  volle  Co-  und  Invariantensyatem  von  f  soll  erst  in  einer 
weiteren  Arbeit  vollständig  aufgestellt  werden. 

Da  das  Studium  der  quadrilinearen  Formen  wesentlich  auf 
das  der  ^biquadrischen''  (d.  i.  der  in  zwei  Variabein  quadrati- 
schen) zurückkommt,  so  sei  noch  angeführt,  dass  sich  diese  im 
Allgemeinen  immer  in  die  canonische  Form  bringen  lassen: 

^!  K  y]  +  «i  yl)+'^  ^i  ^t  ^  y,  y*  +^l  (^o  yf  ^c,  yi). 

Der  Weg  zu  dieser  Reduction  wird  in  der  an  zweiter  Stelle  an- 
geführten Note  genauer  angegeben.  My. 
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E.  PiCARD.     Sur  certaines  formes  quadratiques  ternaires. 

C.  R.  XCIV.  1241-1243. 

Im  Anschluss  an  die  Hermite'Bchen  Untersuchungen  über  die 
Transformation  der  Aberscben  Functionen  wird  gezeigt,  wie  man 
aus  den  allgemeinen  ternären  quadratischen  Formen  durch  An- 
wendung einer  gewissen  Specialgruppe  von  linearen  Substitutio- 
nen eine  gewisse  Classe  herausheben  kann  in  der  Art,  dass  ein 
Individuum  f  dieser  Classe  vermöge  einer  solchen  Substitution  in 
ein  anderes.  F,  übergeht,  wo  zwischen  den  Cocfficienten  von  F 
die  gleichen  Relationen  herrschen,  wie  zwischen  denen  von  /",  und 
wo  F  der  gleichen  Classe  angehört. 

Zugleich  wird  noch  ein  merkwürdiger  Zusammenhang 
zwischen  einer  solchen  Specialsubstitution,  ihrer  conjugirten  und 
ihrer  adjungirten  angegeben.  My. 


E.  PiCARD.     Sur  certaines  formes  quadratiques.  c.  E.  xov. 

763-766. 

In  Analogie  mit  der  Hermite'schen  Erweiterung  der  Theorie 
der  quadratischen  binären  Formen  geht  der  Herr  Verfasser,  statt 
von  der  quadratischen  ternären,  von  der  allgemeinen  Form  aus: 

Axx,+A'yy,+A''zz,+Byz,+B,y,z+ffzx,  +  B\z,x+B^'xy, 

+  B"oX,y  =  f(x,  y,  s,  a?„  y„  äJ, 

wo  der  Index  0  immer  die  conjugirte  Grösse  anzeigt,  und  die  A 
reell  sind. 

Auch  diese  Formen  lassen  sich  in  bestimmte  und  unbestimmte 
einteilen,  je  nach  dem  sie  (durch  lineare  Substitution)  auf  die 
Formen 

±  (l/f/,+  rV,+  WWJ    resp.  +  {UU,  +  VV,  -  WWJ 

reducirt  werden  können. 

Die  unbestimmten  Formen  führen  in  folgender  Weise  zu 
einer  unendlichen  Schaar  von  discontinuirlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  zweier  Yariabeln.  Ist  irgend  eine  der  (ganzzahli- 
gen) Substitutionen,  die  die  reducirte  unbestimmte  Form  in  sich 
überfllhren : 
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U  ~ 

A,u+B^t 

)  +  C3tr 

V  = 

A,^n-\-B^v-{-C^w 

w  — 

A^u+B^t 

^+C,w, 

und  setzt 

man 

hier 

U 

W 

u 
w 

V 

IT 

■ß, 

SO  hat  man  die  gewünschte  Gruppensehaar. 

Es  wird  diese  Schaar  noch  expiicite  dargestellt,  indem,  eben- 
falls nach  Hermite'scher  Methode,  die  Coefficienten  der  Substitution 
durch  drei  willkürliche  Parameter  ausgedruckt  werden. 

Für  die  specielle  Form  f  =  xy^+yx^-^-zz^  kommt  der  Herr 
Verfasser  zu  einer  schon  mehrfach  von  ihm  benutzten  Gruppe. 

My. 


P.  Gordan.     lieber  Büschel  von  Kegelschnitten. 

Klein  Ann.  XIX.  fm-tyCiS. 

P.  Gordan.     Weitere  Untersuchungen   über  die  ternäre 
biquadratische  Form 

f  -.=  x]x.^  +  xlx^  l-^>.. 

Klein  Ann.  XX.  487-5ir». 

P.  Gordan.     Ueber  Gleichungen   siebenten  Grades  mit 
einer  Gruppe    von    168    Substitutionen.    Klein  Ann.  xx. 

515-530. 

Dies  sind  die  letzten  Vorarbeiten  zu  einer  expliciten  Lösung 
der  Gleichungen  7**"  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitu- 
tionen (er.  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  96),  wobei  aber  zu  bemerken 
ist,  dass  auch  der  Nutzen,  den  die  Theorie  der  ternären,  quadrati- 
schen und  biquadratischen  Formen  aus  diesen  Untersuchungen 
zieht,  ein  ganz  erheblicher  ist. 

Dies  zeigt  sich  gleich  in  der  ersten  der  beiden  Arbeiten,  in 
der  das  volle  (simultane)  System  zweier  ternärer  quadratischer 
Formen  (das  Herr  Gordan  bereits  in  dem  Buche  von  Clebsch  und 
Lindemann  mitteilen  liess)  aufgestellt  und  verschiedene  wichtige 
Relationen  zwischen  diesen  entwickelt  werden. 
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Das  volle  System  S  der  beiden  Formen  (KegelBchnitte) 
^  =  1»^  und  s  =  sl  besteht,  diese  incl.,  aus  20  Formen,  die  bis 
zom  Grade  3  in  den  u  resp.  x  ansteigen.  Unter  ihnen  zeichnen 
sieh  aus,  einmal  vier  Invarianten:  (J),  (2),  (3),  (4),  sodann  je  drei 
Kegelschnitte  in  Punkt •,  resp.  Liniencoordinaten:  r,  s,  ij  resp. 
Q,  a,  T,  sowie  die  zwei  Funetionaldeterminanten  derselben. 

Zunächst  werden  die  wichtigsten  weiteren  Formen  als  ganze 
Functionen  der  Systemformen  ausgedrückt,  unter  denen  eine  ge- 
-wisse  dreireihige  Determinante  H  (vom  6'®"  Grade  in  den  a?), 
sowie  die  Tactinvariante  der  gegebenen  Formen  hervorragen. 
Die  erstere  Covariante  hat  die  Bedeutung,  dass  sich  die  Quadrate 
and  Produkte  der  r,  s,  i  aus  den  Unterdeterminanten  vonH 
linear  zusammensetzen. 

Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  Ecken,  resp«  Seiten  des 
gemeiDsamen  Polardreiecks  der  gegebenen  Kegelschnitte  einge- 
führt,  mittels  deren  die  Hanptformen  des  Systems  S  in  „irratio- 
nal -  typischer"  Weise  ausgedrückt  werden.  Dies  dient  dann 
wieder  dazu,  die  Quadrate  der  beiden  Funetionaldeterminanten 
(r,  *,  i)  und  (p,  a,  t)  durch  die  graden  Formen  des  Systems 
auszudrücken. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  der  rationalen  Typik  gewidmet,  zu- 
nächst der  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  mit  Hülfe  einer  zu 
adjuDgirenden,  vorläufig  beliebigen  Geraden  (o^j  deren  Pole  bez. 
g,  a,  T  zu  Ecken  des  Coordinatendreiecks  genommen  werden. 

Sodann  gelingt  es,  sowohl  einen  beliebigen  weiteren  Kegel- 
s^ebnitt  a^,  als  eine  beliebige  Curve  vierter  Ordnung  a*  in  rational 
typischer  Weise  auf  das  neue  Coordinatensystem  zu  bezichen. 
In  ihren  Darstellungen  treten  13,  resp.  22  von  einander  unabhän- 
gige Invarianten  auf^  wie  es  der  Natur  der  Sache  gemäss  ist. 

Zur  Geraden  Uje  wird  weiterbin  insbesondere  irgend  eine 
passende  lineare  Covariante  von  ^,  o  und  einem  dritten  Kegel- 
schnitt pl  genommen.  Die  typischen  Coefficienten  von  r,  «,  p 
drücken  sich  durch  elf  Invarianten  (von  r,«,p)  aus,  zwischen  denen 
aber  eine  Relation  besteht,  desgleichen  die  typischen  Coefficienten 
von  r,  *,  p,  g,  wo  letztere  Form  einen  neuen,  vierten  Kegelschnitt 
bedeutet,  durch  20  Invarianten  mit  vier  Relationen. 

FoitKbr.  d.  MaUi.  XIV.  1.  5 
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Dies  findet  nun  seine  Anwendung  auf  die  typische  Darstel- 
lung einer  Curve  vierter  Ordnung  aj  und  eines  einzelnen  Kegel- 
schnitts Q  in  folgender  Weise. 

Man  bilde  die  Formen  s,  p,  q,  ot  so,  dass 

$1  T=  alal,  pl  =  alai,  ql  =  alal,  (O:^  — PoPt(qtx), 
Dann  erfordert  die  typische  Darstellung  von  ai  und  qI  17  simul- 
tane Invarianten  beider,  von  denen  aber  nur  13  unabhängig  sind. 
Ist  dagegen  ai  nicht  allgemein,  sondern  unter  der  im  Titel  an- 
gegebenen numerischen  Form  gegeben,  so  ist  von  vornherein- 
klar, dass  die  Zahl  der  unabhängigen  Invarianten  sechs,  d.  h. 
gleich  der  Zahl  der  Coefficienten  des  Kegelschnitts  sein  muss.  Die 
Rechnung  führt  zunächst  auf  zwölf  Fundaraentalinvarianten,  die 
sich  infolge  eines  eigentumlichen,  zwischen  der  Form  f  und  ihrer 
Covariante(a6»/)*  stattfindenden  Reciprocitätsverhältnisses  paarweise 
gruppiren  lassen.  Dadurch  nun,  dass  es  gelingt,  gewisse  höhere 
Invarianten  durch  jene  zwölf  auszudrucken,  wird  man  von  selbst 
auf  die  sechs  Relationen  geführt,  die  zwischen  den  zwölf  be- 
stehen. Diese  Relationen  zeigen  eine  verhältnismässig  grosse 
Einfachheit,  denn  fünf  von  den  zwölf  Invarianten  drücken  sich 
rational  durch  die  übrigen  aus,  und  zwischen  den  letzteren 
sieben  besteht  eine  algebraische  Gleichung,  welche  in  zweien 
derselben  vom  sechsten  Grade  ist. 

Umgekehrt  denke  man  sich  jetzt  diese  sechs  letzteren  Funda- 
mentalinvarianten mit  der  zwischen  ihnen  stattfindenden  Gleichung 
numerisch  gegeben,  ebenso  wie  das  canonische  f.  Berechnet  sollen 
die  Coefficienten  des  Kegelschnitts  q  werden. 

Diese  abschliessende  Aufgabe  ist  nun  ohne  Weiteres  auf  die 
bereits  früher  gelöste  (cf.  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  96)  zurUckfUhrbar: 
.,Eine  biquadratische  ternäre  Form  F,  von  der  bekannt  ist,  dass 
sie  sich  durch  eine  lineare  Substitution  von  der  Determinante 
Eins  in  f  =  x]x^'\-xlx^-]-xlx^  verwandeln  lässt,  (die  also  durch 
168  lineare  Substitutionen  von  der  Determinante  Eins  in  sich 
Übergeht)  die  aber  in  irgend  einer  anderen  Form  (hier  der  typi- 
schen) gegeben  ist,  tatsächlich  durch  eine  solche  Substitution  in 
f  Überzuführen." 

Diese  Substitution  führt  aber  zugleich  das  typische  q  in  das 


<r 
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gesuchte  (canonische)  Über,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Den 
16S  gleichberechtigten  Substitutionen  stellen  sich  genau  168 
leicbberechtigte  Kegelschnitte  zur  Seite. 

Diese  168  Substitutionen  stehen  in  engstem  Zusammenhange 
mit  den  168  Substitutionen,  die  den  Anfangs  erwähnten  Gleichun- 
gen 7'""  Grades  zukommen,  und  iu  der  Tat  ist  mit  der  Lösung 
der  eben  angef&hrten  Aufgabe  auch  die  Auflösung  solcher 
Gleichungen  implicite  mitgegeben.  Doch  haben  wir  über  die  be- 
zQgliche  Arbeit  von  Herrn  Gordan,  die  den  Schlusstein  seines 
Gebäudes  bildet,  erst  im  nächsten  Jahrgang  dieser  Fortschritte 
zu  sprechen.  My. 


G.  Battaglini.     Sulla  forme  quaternarie  bilineari. 

Rom.,  Acc.  L.  (3)  VI.  40-42. 

Die  räumliche  Correlativität  wird  hier  durch  das  Verschwinden 
einer  quaternären  bilinearen  Form  (in  der  die  Variabein  die 
Coordinaten  zweier  Punkte  bedeuten),  sowie  ihrer  wichtigsten 
CoDtravarianten  und  Zwischenformen  dargestellt.  In  diesem  Sinne 
schliesst  sich  die  Note  genau  an  eine  frühere  des  Herrn  Ver- 
fassers Über  die  ternäre  bilineare  Form  an. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  des  Raumes  repräsen- 
tirt  die  ^conjungirte^'  Form,  die  zwischen  den  Geraden  des 
Kaames  jede  der  beiden  ^intermediären^  Formen. 

Je  nachdem  die  Discriminante  der  ursprtlnglichen  Form  oder 
alle  ihre  ersten,  oder  alle  ihre  zweiten  Unterdeterminanten  ver- 
schwinden, existirt  je  ein  Fundamental -Punkt,  -Gerade,  -Ebene, 
(and  dualistisch  für  die  conjungirte  Form). 

Dann  werden  die  beiden  Fundamentalflächen  zweiter  Ord- 
nung, resp.  Ciasse  und  ihre  Zuordnung  besprochen.  Diese  haben 
ein  windschiefes  Vierseit  gemein,  dessen  Ecken,  Kanten,  Seiten 
in  gewisser  Weise  sich  involutorisch  entsprechen.  Dieses  Vier- 
seit hängt  von  einer  biquadratischen  Gleichung  ab,  deren  Special- 
fälle interpretirt  werden. 

Zum  Schlüsse  wird  noch   die  fortgesetzte  Wiederholung  der 

G* 
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Zuordnung  discutirt,  die  abwechselnd  zu  correlativen  (reeiproken) 
und  collinearen  Gebilden  führt. 

Die   Note   ist   wohl    als    eine  gedrängte  Zusammenstellung 
von  grösstenteils  bekannten  Tatsachen  auf/.ufassen.         My. 


A,  Capelli.     Sul   imraero  dei  covarianti  di  grado  dato 
per  forme  di  qualsivoglia  specie.    Bau.  G.  xx.  293-301. 

Die  durch  den  Titel  angegebene  Aufgabe  wird  hier  ihrer 
Lösung  näher  geführt.  In  seiner  der  Acc.  dei  Lincei  überreich- 
ten Abhandlung  (siehe  p.  86)  hatte  Herr  Capelli  diese  Aufgabe 
durch  folgende  ersetzt:  die  Anzahl  der  Covarianten  <Z>  „vom  Gewicht 
Null"  zu  bestimmen,  die  von  vorgegebenen  Graden  in  den  Coef- 
ficienten  der  gegebenen  Foimen,  ferner  von  vorgegebenen  Graden 
ö,  öp...öö  in  a+1  cogredienten  Variabeinreihen  x,  x', ...  x^"^ 
sind  und  überdies  den  a  Differentialgleichungen 

(1)  D^x   Ö>   =  0,    Da::t'>  CD  =   0  .  .  .       Djcx^o)  0  =  {) 

genügen,  wo  z.  B. 

d 

Die  Anzahl  der  (linear  unabhängigen)  Covarianten  0,  die  diesen 
Bedingungen  mit  Ausnahme  von  (I),  genügen,  ist  leicht  bestimm- 
bar und  wird  bezeichnet  mit  rjp(ö,  ö^, . . .  d„\  indem  alle  übrigen 
Zahlen  ausser  den  0  als  fest  betrachtet  werden. 

Es  entsteht  daher  nunmehr  die  Frage,  wie  vielen  (linear  un- 
abhängigen) Bedingungen  (für  die  Coefficienten  von  0)  irgend 
eine  der  Gleichungen  (1)  aequivalent  ist.  Herr  Capelli  verall- 
gemeinert die  Frage  sogleich  und  erhält  das  Resultat,  dass  die 
durch  die  Gleichung 

(2)        D'A,  Z)I>,...Z)J;(,)Ö)  =  0, 

(wo  die  Exponenten  die  bez.  Wiederholungen  der  resp.  Opera« 
tionen  bedeuten)  den  qp(ö,  ö,,...öo)  willkürlichen  Coefficienten 
von  (/)  auferlegten  Bedingungen  durch  die  Zahl 

(3)  l)r(Ö~r,    ö,  +  i:,,    Ö,  +  T,,  .  .  .  Oa+ta). 
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wo 

geliefert  werden. 

Die  Zahl  0  ist  hier  deswegen  vor  den  andern  (d,)  ausge- 
zeichnet, weil  sie  den  Grad  von  (2)  in  derjenigen  Variabeinreihe  (x) 
angicbt,  die  in  den  ursprunglich  (im  Titel)  der  Anzahl  nach  ge- 
wünschten Covarianten  gar  nicht  auftritt. 

Das  Resultat  (3)  wird  dadurch  abgeleitet,  dass  gezeigt  wird, 
wie  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2)  die  allgemeinste  Covariante 
ihrer  Art  darstellt.  Man  hat  daher  nur  diese  linke  Seite  aus  der 
nötigen  Zahl  von  Covarianten  gleicher  Art  linear  zusammen- 
zusetzen und  dann  die  Coefficienten  dieser  Zusammensetzung 
einzeln  zum  Verschwinden  zu  bringen.  Das  Resultat  (3)  schliesst 
ohne  Weiteres  das  andere  mit  ein,  das  fllr  ^  =  1,  t,  =  0  zu  einer 
bekannten  Formel  für  binäre  Formen  führt,  nämlich:  „Die  An- 
zahl der  der  Differentialgleichung  (2)  genügenden  linear  unab- 
hängigen Covarianten  0  ist  genau  durch  die  Zahl 

bestimmt.^ 

Wendet  man  jetzt  den  aligemeinen  Satz  succ.  auf  die  ein- 
zelnen Gleichungen  (1)  an,  so  erkennt  man  bald,  dass  die  durch 
zwei  auf  einander  folgende  Gleichungen  (1)  gelieferten  Bedingun- 
gen nur  teilweise  von  einander  verschieden  sind,  indessen  ver- 
mag Herr  Capelli  für  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Bedingungen 
nur  eine  untere  Grenze  anzugeben. 

Dagegen  wird  ein  Fortschritt  in  anderer  Richtung  erzielt. 
Die  Gleichungen  (1)  sind  nämlich  den  folgenden  brauchbareren 
äquivalent : 

ßxr-  Ö>  =  0,     Djcje-  Ö>  =  0  .  .  .  D^ia-\)Ja)  (D  =  0. 

Hier  vermag  der  Herr  Verfasser  genau  anzugeben,  wieviel 
(linear  unabhängige)  Bedingungen  durch  zwei  dieser  Gleichun- 
gen repräsentirt  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese  in  der  hinge- 
schriebenen Reihe  nicht  unmittelbar  auf  einander  folgen. 

My. 
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G.  Battaglini  e  F.  Casorati.  Relazione  sulla  Memoria 
di  A.  Capelli  „Fondamenti  di  iina  teoria  generale 
delie  forme  algebriche."    Rom.,  Acc.  L.  (3)  VI.  1G5-166. 

Herr  Capelli  legt  seinen  Fondamenti  einen  allgemeinen^Satz 
zu  Grunde,  in  dem  ein  bekannter  Gordan'scber  Satz  (für  binäre 
Formen)  als  specieller  Fall  enthalten  ist,  nämlich : 

„Eine  ganze  rationale  Function  von  «+1  Reihen  mit  je 
n-\-\  (homogenen)  Variabein  lässt  sich  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen der  Determinante  der  Variabein  so  entwickeln,  dass  die 
Coefiicienten  der  Entwickelung  aus  Functionen,  die  aus  der  Grund- 
form durch  polare  Bildungen  entstehen,  aber  eine  Reihe  Variabein 
weniger  enthalten,  selbst  wieder  mittels  eines  polaren  Derivations- 
symbols abgeleitet  sind." 

Das  Wesentliche  dabei  ist,  dass  Herr  Capelli  alle  erforder- 
lichen Operationen  (auch  die  durch  die  Functionaldeterraiuantc 
der   Variabein   ausgedrückte    Cayley'sche)    auf    einen    einzigen 

Typus  „^y-^—     reducirt. 

Obiger  Satz  ermöglicht  eine  systematische  Entwickelung  aller 
invariantiven  Bildungen  eines  Systems  von  Grundforrae:i,  immer 
nur  mit  Hülfe  von  Operationen,  die  sich  aus  den  eben  erwähn- 
ten (und  ihren  Wiederholungen)  zusammensetzen. 

Zum  Schluss  wird  die  wichtige  Frage  nach  der  Anzahl  der 
Covarianten  von  gegebenen  Graden  in  den  Variabein  und  den 
Coefiicienten  der  Grundformen  (obiger  Art)  untersucht  und  auf 
das  Erfülltsein  von  n  Differentialgleichungen  der  Form 

basirt. 

Dabei  zeigt  sich,  dass  zwar  die  durch  jede  einzelne  dieser 
Gleichungen  geforderten  linearen  Bedingungen  von  einander  un- 
abhängig sind,  aber  nicht  mehr  die  durch  zwei  und  mehr  der- 
selben ausgedrückten.  Die  dadurch  auftretenden  Schwierigkeiten 
sind  so  gross,  dass  mit  Ausnahme  des  Falls  der  binären  For- 
men nur  erst  eine  untere  Grenze  für  die  gewünschte  Zahl  ge- 
liefert wird. 
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Die    Arbeit    selbst    wird    in    den    Ätti    der   Akademie    er- 
scheinen. My. 


Weiter  befinden  sich  Beweise  von  Lehrsätzen  und 
Lösungen  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Formen  von  J.  J.  Walker,  T.  R.  Tkrry, 
Ch.  Ladd,  J.  L.  KiTCHiN,  J.  O'Regan,  J.  L.  McKenzie, 
S.  Marcks,  E.  W.  Symons,  G.  Türriff,  A.  Cohen, 
E.  RuTTKR^  A.  Cayley,  W.  J.  C.  Sharp,  A.  McMürchy, 

T.  MuiR      Ed.  Times  XXXV F.    30,  33,    76,  87-88,    105,    106-107; 

XXXV IL  30-31,  33-34,  46,  58-59,  74. 

0. 


C.  le  Paige.      Notiz    über    die    2ft- elementige    centrale 
Gruppe  einer  Involution  /r*"  Stufe  und  (2Ä+1)''"  Grades. 

Wieo.  Ber.  LXXXVI.  104-105. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5. 


A.  Gayley.     On  the  8-square  imaginaries.    J.  Hopkina  Circ 

1882.  203;   Sylv.,  Am.  J.  IV.  292-297. 

Das  Problem,  das  Product  von  ^ei  Summen,  deren  jede 
aus  den  Quadraten  von  irgend  acht  gewöhnlichen  algebraischen 
Grössen  gebildet  ist,  wjeder  als  Summe  von  acht  Quadraten 
(nämlich  ohne  Hülfe  von  Kadicalen)  darzustellen^  fuhrt  zu  einem 
gewissen  System  von  acht  Einheiten  (locativen  Symbolen),  grade 
wie  die  entsprechenden,  auf  zwei,  resp.  vier  Quadrate  sich  be- 
ziehenden Probleme  auf  die  Einheiten  1,  t,  resp.  1,  i,  j,  k  {d.  s. 
die  Quaternionen)  führen. 

In  der  Tat,  multiplicirt  man  die  beiden  Producte 

wo  die  €  imaginäre  Einheiten  (c^,  =  1),  die  ex  und  ß  irgend 
welche  algebraische  Grössen  sind,  so  kann  man  ein  solches  Ver- 
knüpfungflgesetz,  mittels    dessen  die  Producte  €,  £a  sich  wieder 
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durch  die  s  selbst  ausdrücken,  aufstellen,  so  dass,  wenn  jenes 
Produet,  nach  den  Einheiten  €  geordnet,  die  Form  annimmt: 

die  Relation  besteht: 

Das  Merkwürdige  an  dem  VcrknUpfungsgesetze  ist,  dass  das  Ge- 
setz der  Association  nicht  durchweg  gilt.  Denn  unter  den  35 
als  verschieden  auftretenden  Triaden  Si  et  ^i  befolgen  nur  acht  jenes 
Gesetz,  so  dass  z.  B.  €^£,€3  den  Sinn  hat: 

die  28  übrigen  dagegen  nicht,  indem  z.  B. 

SO  dass  ein  Product  von  solchen  drei  Symbolen  keinen  bestimmten 
Sinn  besitzt. 

Herr  Sylvester  fügt  dem  Bericht  im  Circ.  noch  hinzu,  ein- 
mal, dass  dies  wohl  der  erste  Fall  sei,  in  dem  Symbole  der  Art, 
für  die  das  Associationsgesetz  nicht  mehr  durchweg  bindend  ist, 
auf  ein  Problem  der  eigentlichen  (nicht  nur  formalen)  Algebra 
in  fruchtbarer  Weise  angewandt  würden,  sowie  dass  Herr  Cayley 
ihm  zugleich  die  Unmöglichkeit  mitgeteilt  habe,  obiges  Verfahren 
auf  eine  „l6-Quadrat-^'Formel  auszudehnen. 

Man  vergleiche  übrigens  mit  Obigem  die  merkwürdige  von 
Herrn  Sylvester  gefunden^  Analogie  zwischen  Quaternionen  und 
Nonionen,  worüber  weiter  unten  referirt  ist.  My. 


J.  J.  Sylvester.     A  word  on  nonions.   J.  Hopkins  circ.  1882. 

241. 

Folgende  Analogie  zwischen  Quaternionen  und  Nonionen 
wird  mitgeteilt.  Sollen  m,  v  zwei  Matrices  zweiter  Ordnung  sein, 
die  den  Multiplicationsbedingungen  genügen: 

VU  =  —UV,  m'  =  1,   t3^  =  1, 

so  hat  man  die  zu  z-^yv+xu  gehörige  Determinante  mit  dem 
Ausdruck  z'^-\-i/-{-x^  zu  identificiren.  Dann  bilden  bekanntlich 
1,  M,  v,  10  =  UV  ein  Quaternionensystem. 
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Analog  seien  ti,  v  zwei  Matrices  dritter  Ordnung;   dann  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 

VU  =  QUV,  tt'  =  1,  t?'  =  1 

(wo  Q  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  bedeutet), 
die,    dass   die   zu  z-\'yc-\-xu  gehörige  Determinante   den  Wert 
-*+y'+J^'  annimmt;  man  erhält  dann  ein  System  von  Nomonen 
durch  folgendes  Schema  von  neun  Matrices, 

•1 

u     V 

tt'      MO      O' 

m'o     mo' 

s    3 
UV. 

Multiplicirt  man  diese  neun  Tenne  mit  1,^,  ^'^  so  erhält  man  eine 
geschlossene  Gruppe  von  27  Gliedern,  analog  der  Gruppe 

+  1,    +M,    +f?,    +M0. 

My. 


C.  S.  Peirce.     On  a  class  of  multiple  algebras.  J.  Hopkins 

Circ.  II.  3. 

No. 


Capitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

Ch.  Biehlek.     Sur   r^limination.    Nouv.  Ana.  (3)  i.  529-542. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  /"  =  0,  qp  =  0  vom  w*«"  und 
«**■  Grade  wird,  ähnlich  wie  bei  Bözout,  ein  System  von  Gleichun- 
gen hergestellt,  deren  Determinante  J  sein  mag;  J^^,...  be- 
zeichne die  Subdeterminanten  von  J,  Es  werden  dann  mit  Hülfe 
dieser  Bildungen  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingun- 
gen dafür  gegeben,  dass  f,  q>  eine  und  nur  eine,  zwei  und  nur 
zwei  u.  s.  w.  Wurzeln  gemeinsam   haben;  mit  denselben  IlUlfs- 
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mitteln  werden  die  Gleichungen  ersten,  zweiten   u.  s.  w.  Grade» 
aufgestellt,  welche  jene  gemeinsamen  Wurzeln  liefern. 

No. 


E.  Netto.    Substitutiouentheorie  und  ihre  Anwendungen 

auf  die   Algebra.    Leipzig.    Teubner. 

Bei  der  weitgreifenden  Bedeutung  einerseits,  welche  die 
Theorie  des  als  Gruppenbildung  bezeichneten  Algorithmus  fftr 
die  verschiedensten  Gebiete  der  Mathematik,  Algebra,  Functionen- 
theorie,  Zahlentheorie  und  Geometrie  allmälich  gewonnen  hat 
und  voraussichtlich  noch  in  höherem  Masse  gewinnen  wird,  bei 
der  Wichtigkeit  der  Untersuchungen  andererseits  über  die  alge- 
braische Auflösbarkeit  der  Gleichungen,  die  man  Lagrange,  Cauchy 
Gauss,  Abel,  Galois,  Kronecker,  Jordan  u.  A.  verdankt,  erscheint  es 
wohl  auch  weiteren  mathematischen  Kreisen  als  ein  Bedürfnis,  sich 
mit  der  Substitutionentheorie  überhaupt  und  gleichzeitig  mit  ihren 
Anwendungen  auf  die  algebraischen  Gleichungen  vertraut  zu 
machen,  zumal  jene  allgemeine  Theorie  bei  der  ihr  anhaftenden 
Abstractheit  im  Hinblick  auf  diese  Anwendungen  eine  concrete 
Basis  gewinnt,  die  sie  dem  Verständnis  näher  bringt.  Zu  den, 
bisher  publicirten  diesbezüglichen  literarischen  HUlfsmitteln,  von 
denen  die  4'*  Abteilung  von  Serret's  „Höherer  Algebra"  und 
C.  Jordan's  „Traitö  des  substitutions  et  des  equations  algöbriqucs*' 
und  die  kürzeren,  nur  zur  Einführung  in  den  Gegenstand  be- 
stimmten Abhandlungen  von  Jordan  (Commentaire  sur  Galois, 
Clebsch  Ann.  l  145  ff.  cf.  F.  d.  M.  H.  1869.  40  f.)  und  Netto  (Ein- 
leitung in  die  Theorie  der  Substitutionen  und  ihrer  Anwendungen, 
GrunertArch.  LXU.  225  ff.  cf.  F.  d.  M.  X.  1878.  102  f.)  erwähnt 
seien,  tritt  als  neues  das  vorliegende  Werk  des  letztgenannten. 
Dasselbe  ist  durch  seine  klare  und  dabei  knappe  Darstellnngs- 
weise,  namentlich  aber  auch  durch  ein  zweckmässiges  Hervorheben 
der  einzelnen  zu  behandelnden  Fragen  und  ihres  Zusammen- 
hangs besonders  geeignet,  Studirende,  denen  die  ersten  Sätze  der 
Zahlentheorie  und  die  Elemente  der  Algebra  bekannt  sind,  in 
die  genannten  Forschungsgebiete  einzuführen.    Auf  Anschauungen 
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berabend,  wie  sie  Herr  Kronecker  seinen  Universitätsvorlesungen 
Qod  seinen  Abhandlungen  zu  Grunde  legt,  unterscheidet  es  sich 
dorch  den  Gang  im  Allgemeinen  und  in  vielen  Einzelheiten  von 
den  oben  genannten  früheren  ausführlichen  Arbeiten,  so  dass  es 
auch  das  Interesse  des  mit  der  Theorie  bereits  Vertrauten  in 
Anspruch  nehmen  dürfte. 

Das  Buch  zerfällt  in  zwei  Abschnitte,  von  denen  der  erste  die 
Theorie  und  der  zweite  ihre  Anwendungen  auf  die  Algebra  enthält. 
Um  der  Entwickelung  der  Theorie  einen  greifbaren  Untergrund  zu 
geben  und  zum  Zweck  der  Vereinfachung  der  Beweise  und  der 
Präzisining  der  Anschauungen  und  Hauptfragen  werden  von 
vornherein  die  ganzen  Functionen  mit  in  das  Bereich  der  Be- 
trachtung gezogen.  Ausgegangen  wird  von  den  symmetrischen 
Functionen  und  zunächst  gezeigt,  dass  sich  der  Begriff  der 
Symmetrie  der  Gestalt  mit  dem  der  Einwertigkeit  deckt.  Es 
folgt  der  Nachweis  ihrer  Darstelibarkeit  als  ganzer  Functionen  der 
.elementaren  symmetrischen  Functionen  ^auf  Grund  derNevvton'schen 
Formeln,  ferner  der  Nachweis,  dass  diese  Darstellung  nur  auf  eine 
Weise  möglich  ist  (nach  Gauss),  sowie  ein  Verfahren,  dieselbe  wirk- 
lieh auszuführen;  als  Beispiel  dient  die  Berechnung  einer  Discri- 
minante.  An  den  Begriff  der  Discriminante  wird  die  Herleitung 
der  Euler'schen  Formeln  geknüpft.  Die  Behandlung  der  mehrwerti- 
gen Functionen  wird  mit  der  der  zweiwertigen,  als  dem  einfachsten 
Falle,  begonnen  und  in  einer  Weise  durchgeführt,  die  nicht  bloss 
für  das  Verständnis  der  allgemeinen  Theorie  der  mehrwertigen 
Functionen  vorbereitet,  sondern  auch  die  Richtschnur  für  die 
fernere  Fragestellung  und  den  Fortgang  der  Entwickelungen  liefert. 
Im  Laufe  dieser  speciellen  Untersuchung  bietet  sich  die  Gelegen- 
heit, den  Begriff  der  Substitution  einzufahren  bei  Herleitung  einer 
Eigenschaft  derselben  (die  Constanz  des  giaden  oder  ungraden 
Charakters  bezüglich  der  Anzahl  der  Transpositionen,  aus  denen  sie 
sieh  zusammensetzen  lässt,  betreffend)  und  den  Vorteil  anzudeuten, 
den  die  gleichzeitige  Betrachtung  ganzer  Functionen  für  Beweise 
uuhatitutionen-theoretischer  Sätze  gewährt.  (1.  Cap.)  Das  2**  Ca- 
pitel beginnt  mit  den  verschiedenen  Darstellungsweisen  der  Substi- 
tution, von  denen  die  durch  Cykleu  als  die  zweckmässigste  er- 
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scheint,  weswegen  dies  auch  in  dem  ganzen  Werke  fast  aus- 
schliesslich zur  Verwendung  kommt  Die  Anwendung  aller  mög- 
lichen Substitutionen  auf  eine  beliebige  Function  führt  dann  zu 
dem  Begriff  der  Zusammensetzung  (Multiplication)  und  dem  der 
öubstitutionengruppe.  Daran  knüpft  sich  die  Untersuchung  des 
wichtigen  Zusammenhangs,  der  zwischen  den  mehrwertigen  Func- 
tionen und  den  Gruppen  besteht,  und  die  Angabe  verschiedener 
Hülfsmittel  zur  Bildung  von  Functionen,  die  zu  gegebenen  Grup- 
pen „gehören".  Im  Uebrigen  handelt  es  sich  in  diesem  Capitel 
um  die  Construction  und  die  Eigenschaften  der  einfachsten  und 
wichtigsten  Gruppen  (symmetrische,  alternirende,  Gruppe  der  Po- 
tenzen einer  oder  zweier  Substitutionen  und  der  Producte  der- 
selben u.  a.,  endlich  Gruppe,  deren  Ordnung  eine  Primzahlpotenz 
ist).  Das  3^^  Capitel  ist  dem  Substitutionen-theoretischen  und  al- 
gebraischen Zusammenhang  gewidmet,  der  zwischen  den  einzel- 
nen Werten  einer  mehrwertigen  Function  besteht.  Begonnen  wird 
mit  der  wichtigen  Anordnung  sämmtlicher  Substitutionen  oder 
derer  einer  beliebigen  Gruppe  in  eine  entsprechende  Tabelle,  die 
zunächst  den  Zusammenhang  zwischen  Werteanzahl  und  Gruppen- 
ordnung darlegt  und  weiter  die  Substitutionen  -  theoretischen 
Sätze  über  die  Beziehung  zwischen  den  Ordnungszahlen  mehrerer 
Gruppen  liefert.  Die  gleichzeitige  Betrachtung  der  Gruppen, 
welche  zu  den  verschiedenen  Werten  einer  mehrwertigen  Func- 
tion gehören,  führt  einerseits  auf  den  Begriff  der  ähnlichen  Func- 
tionen und  den  der  Transformation,  woran  die  Ableitung  des 
Cauchy-Sylow'schen  Satzes  geknüpft  wird,  andererseits  auf  die 
Erörterung  der  Frage,  ob  diese  Gruppen  ausser  der  identischen 
noch  andere  Substitutionen  gemein  haben  können.  Ausser  der 
Aufstellung  der  Gleichung  für  die  mehrwertigen  Functionen  ent- 
hält dieses  Capitel  noch  eine  Untersuchung  über  die  Discriminante 
der  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Functionen  (cfr.  F.  d.  M.  XII.  1880. 
p.  60  ff.)  und  die  Behandlung  der  für  die  algebraische  Auflös- 
barkeit der  Gleichungen  wichtigen  Frage  nach  mehrwertigen 
Functionen,  von  denen  eine  Potenz  einwertig  ist.  Das  4** 
Capitel  ist  ausführlichen  Untersuchungen  besonderer  Eigenschaften 
von  Gruppen,  der  Transitivität,  Primitivität,  der  einfachen  und 
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zQsammengesetzten  und  der  isomorphen  gewidmet,  in  Betreif 
deren  Beferent  auf  das  Buch  selbst  verweisen  muss.  Sodann 
\vird  (5.  Gap.)  die  Frage  nach  den  algebraischen  Beziehungen 
zwischen  Functionen  derselben  Gruppe  aufgenommen  und  die 
Theorie  der  „Gattungen  algebraischer  Functionen^*  und  der  „ent- 
haltenen Gattungen""  entwickelt.  An  die  Behandlung  der  Auf- 
§^abe,  eine  mehrwertige  enthaltende  Function  durch  eine  weniger- 
wertige  enthaltene  Function  auszudrucken,  knüpft  sich  die  speciello 
für  die  Anwendungen  wichtige  Frage,  unter  welcher  Bedingung  jene 
eine  genaue  Potenz  dieser  wird.  Das  Capitel  schliesst  mit  dem 
Nachweise,  der  fUr  die  Möglichkeit  der  Darstellung  einer  Function 
darcb  eine  zu  derselben  Gattung  gehörige  von  Belang  ist,  dass 
CS  auch  bei  beliebigen  Beziehungen  zwischen  den  Elementen,  aus- 
genommen die  Gleichheit  zweier,  in  jeder  Gattung  Functionen  giebt, 
deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist.  Während  für  die  Exi- 
stenz mehrwertiger  Functionen  bis  dahin  nur  vereinzelte  Beispiele 
aufgetreten  waren,  nimmt  das  6^  Capitel  eine  umfassendere  Unter- 
suchung der  Frage  nach  den  möglichen  Anzahlen  der  Werte  von 
Fanetionen  auf;  dieselbe  wird  zunächst  auf  die  nach  der  Existenz 
ron  Gruppen  reducirt,  welche  Substitutionen  mit  einer  gewissen 
Minimalzahl  von  Elementen  besitzen.  Dann  werden  die  diesbe- 
züglichen Sätze  von  Serret  u.  A.  und  namentlich  der  allgemeine 
Satz  von  Jordan  (cfr.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  101)  abgeleitet.  Das 
T*'  Capitel  giebt  Untersuchungen  über  besondere  Arten  von  Grup- 
pen, wie  sie  fbr  die  Anwendung  auf  algebraische  Fragen  sich 
aU  notwendig  erweisen,  und  zwar  zunächst  über  die  Gruppen 
ä,  d.  h.  diejenigen  transitiven  Gruppen,  bei  denen  Grad  und 
Ordnung  einander  gleich  sind,  und  auf  welche  bereits  die  Unter- 
suchung der  isomorphen  Gruppen  im  4^"  Cap.  geführt  hatte.  Da 
jede  „Ciasee''  von  Gruppen,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  einstufig 
isomorpher  transitiver  Gruppen  einen  und  auch  nur  einen  Typus 
einer  Gruppe  £i  enthält,  so  liefert  die  Aufstellung  aller  Typen 
der  Gruppen  Q  des  Grades  und  der  Ordnung  r  die  Repräsen- 
tanten aller  zu  r  gehörigen  Classen  und  damit  auch  die  Anzahl 
derselben;  einen  Typus  bildet  die  durch  die  Potenzen  einer  Cir- 
cularsubstitution  gebildete  „cyklische  Gruppe^' ;  im  Ganzen  ergeben 
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sich  drei  Typen  von  Gruppen  fl.  Ferner  werden  betrachtet  die- 
jenigen Gruppen,  die  höchstens  ein  Element  ungeändert  lassen, 
besonders  die  metacyklische  und  halbmetacyklische  Gruppe.  Die 
Substitutionen  der  behandelten  Gruppen  lassen  sich  einfach  dar- 
stellen durch  die  Angabe  der  Indicesänderungen  der  Elemente; 
diese  Bemerkung  führt  weiter  auf  die  linearen  gebrochenen  Sub- 
stitutionen (raod.  p)  und  zu  Gruppen  des  Grades  p  -{-  l  und  der 
Ordnung  p(p'— 1).  Den  Schluss  des  Capitels  bilden  die  Gruppen, 
deren  Substitutionen  unter  einander  vertauschbar  sind.  Im  achten 
Gapitel  wird  dann  noch  kurz  auf  die  im  vorigen  Capitel  schon 
berührte  analytische  Darstellung  der  Substitutionen  eingegangen 
und  die  geometrischen  und  arithmetischen  Substitutionen  und  die 
lineare  Gruppe  behandelt. 

Der  zweite  Abschnitt  beginnt  mit  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen der  ersten  vier  Grade  unter  Heranziehung  von  im  ersten 
Abschnitte  abgeleiteten  Eigenschaften  der  mehrwertigen  Func- 
tionen und  dient  als  Vorbereitung  fllr  das  Folgende.  Die  ge- 
nauere Präcisirung  der  Fragestellung  für  die  Auflösung  von 
Gleichungen  beliebigen  Grades  zeigt  zunächst,  dass  die  Auf- 
findung sämmtlicher  Wurzeln  der  Gleichung  die  Aufsuchung 
nur  einer  einzigen  Wurzel  der  „  Galois'schen  Resolventen- 
gleichung"  erfordert.  Die  letztere  giebt  Gelegenheit,  auf  den 
Begrifl*  „specieller"  Gleichungen  überhaupt  einzugehen,  woran  sich 
die  Einführung  der  für  die  Specialität  charakteristischen,  „als  be- 
kannt angesehenen  Functionen -Gattung"  resp.  „Gruppe  der  Glei- 
chung" knüpft.  Vorläufig  werden  von  der  letzteren  nur  zwei 
Haupteigenschaften  nachgewiesen,  nämlich  die  charakteristischen 
Eigenschaften  der  Gruppe  der  irreductibeln  und  derjenigen  Glei- 
chungen, deren  Wurzeln  rationale  Functionen  einer  beliebigen 
unter  ihnen  sind.  Sodann  wird  die  Gruppe  der  Galois'schen  Re- 
solventengleichung  von  allgemeinen  und  „speciellen"  Gleichungen 
behandelt,  der  Begriff  der  „Resolvente"  verallgemeinert  und  an 
die  Besprechung  der  Bedeutung  der  Auflösung  der  allgemeinen 
Resolventengleichung  für  die  Auflösung  der  ursprünglichen  Glei- 
chung als  Anwendung  eine  kurze  Auseinandersetzung  der  Lagrange'- 
schen  Reduction  geknüpft.    (9.  Gap).    Als  Grundlage  und  Vor- 
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bereitttng  für  die  allgemeine  Theorie  sind  die  nächsten  drei 
Capitel  zu  betrachten,  welche  nach  der  Reihe  den  Kreisteilungs-, 
den  Aberschen  und  denjenigen  Gleichungen,  bei  denen  rationale 
Beziehungen  zwischen  drei  Wurzeln  bestehen,  speciell  den  Galois'- 
scheo  und  den  Tripelgleichungen  gewidmet  sind.  Hierbei  wird 
die  Anwendung  der  Substitutionentheorie  durch  die  von  vornherein 
gegebenen  rationalen  Wurzelrelationen,  welche  diese  Gleichungen 
eharakterisiren,  ohne  weiteres  ermöglicht.  Beim  Uebergang  zu 
allgemeinen  algebraischen  Untersuchungen  aber  ist  nun  zunächst 
die  Frage  zu  erledigen,  ob  die  Substitutionentheone,  die  lediglich 
an  rationale  Functionen  anknüpft,  auch  bei  Aufgaben,  wie  der 
der  algebraischen  Auflösung  von  Gleichungen  verwendbar  ist. 
Dies  kann  nur  auf  algebraischem  Wege  geschehen;  daher  ist  das 
13*^  Capitel  im  Wesentlichen  arithmetischen  Betrachtungen  gewid- 
met. Nach  Einführung  des  Begriffs  des  Rationalitätsbereiches 
und  dem  der  zugehörigen  Functionen,  wird  mittels  eines  wich- 
tigen Hülfssatzes  eine  Normalform  für  dieselben  gewonnen 
and  die  eigentumliche  Form  der  Wurzeln  algebraisch  auflösbarer 
Gleichungen  festgestellt;  der  Umstand,  dass  die  hierin  auftreten- 
den irrationalen  Functionen  der  Coefficienten  rationale  Functionen 
der  Wurzeln  selbst  sind,  beseitigt  dann  den  oben  erwähnten 
Zweifel.  Daran  knUpft  sich  der  Nachweis  der  Unauflösbarkeit 
allgemeiner  Gleichungen  von  höherem  als  dem  4'*"  Grade.  Dann 
mrd  noch  tiefer  in  das  Wesen  der  Darstellung  der  Wurzeln 
auflösbarer  Gleichungen  eingedrungen  und  als  Anwendung  der 
^atz  erhalten,  dass  jede  irreductible  auflösbare  Gleichung  eines 
Primzahlgrades  eine  Galoissche  oder  Abersche  Gleichung  sein 
mass.  Im  14'*"  Capitel  folgt  die  eingehende  Untersuchung  der 
(iruppe  einer  Gleichung.  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  die  Eigen- 
tümlichkeiten der  Gruppe,  wie  Transitivität  und  Imprimitivität,  in 
äquivalente  algebraische  Eigenschaften  der  Gleichung  selbst  um- 
setzen lassen;  die  Eigenschaft  des  Zusammengesetztseins  erfordert 
ansfübrliche  Untersuchungen,  namentlich  über  die  Galois'sche 
Resolvente.  Der  Nachweis,  dass  die  Auflösung  aller  zu  derselben 
Gruppe  gehörigen  Gleichungen  durch  die  einer  einzigen  unter 
ihnen  gegeben  wird,    rechtfertigt  schliesslich  die   Uebertragung 
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des  BegrifiFs  der  Auflösbarkeit  von  GleichuDg  auf  Gruppe.  Weiter 
handelt  es  sich  um  die  Reduction  einer  zusammengesetzten  Glei- 
chung und  die  Zerfällung  derselben  in  rationale  Factoren.  Der 
Schluss  des  Capitels  beschäftigt  sich  mit  dem  Nachweise,  dass 
die  Beschränkung,  wonach  in  allen  den  vorangehenden  Unter- 
suchungen der  gegebenen  Gleichung  immer  nur  rationale  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  adjungirt  wurden,  nur 
eine  scheinbare  ist,  insofern  ebensowenig  die  Adjunction  der 
Wurzeln  einer  neuen  Gleichung,  deren  Coefficienten  demselben 
Rationalitätsbereich  angehören,  wie  die  der  ursprünglichen,  als 
die  Annahme,  dass  die  Wurzeln  beider  Gleichungen  einer  in  den- 
selben rationalen  Relation  genügen,  eine  Erweiterung  liefert.  Im 
(15.)  Schlusscapitel  wird  zu  der  gruppentheoretischen  Behandlung 
der  auflösbaren  Gleichungen  übergegangen.  Es  werden  die  für  die 
Auflösbarkeit  charakteristischen  Eigenschaften  der  Gruppe  der 
Gleichung  in  mancherlei  Formen  festgestellt;  an  die  sich  einige 
Anwendungen  knüpfen.  Für  den  allgemeinen  Fall,  dass  der 
Grad  der  Gleichung  verschiedene  Primfactoren  besitzt,  wird  das 
AbeFsche  Reductions verfahren  auseinandergesetzt  Der  Fall  ferner, 
dass  der  Grad  eine  Primzahlpotenz  p*  ist,  kann  noch  durch  die 
Voraussetzung  beschränkt  werden,  dass  die  Gruppe  der  Gleichung 
imprimitiv  sei.  Hierfür  wird  dann  der  Charakter  der  Gruppe 
festgestellt.  Der  specielle  Fall  k  =  l  führt  auch  auf  diesem 
Wege  zu  dem  früher  durch  die  algebraische  Methode  gelieferten 
Satz  über  die  Natur  der  auflösbaren  Gleichungen  (s.  oben)  von  einem 
Primzahlgrade.  Der  Fall  4  =  2  liefert  die  Sätze,  die  Herr  Jordan 
(Liouv.  J.  (2)  XIII.  p.  111  fi*.)  angegeben  hat.  Schliesslich  wird 
noch  auf  die  rationale  Darstellbarkeit  der  W^urzeln  einer  auf- 
lösbaren primitiven  Gleichung  vom  Grade  p*  durch  eine  bestimmte 
Anzahl  unter  ihnen  eingegangen.  (Eine  Berichtigung  zu  p.  94 
Zusatz  II.  des  Buches  findet  man  in  Klein  Ann.  XXII.  p.  94 
Fussnote).  T. 

E.  Schröder,      üeber    die    Anzahl    der    Substitutionen, 
welche   in  eine  gegebene  Zahl  von  Cyklen  zerfallen. 

Hoppe  Arch.  LXVIII.  303-378. 
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Bestimmung  der  Anzahl  aller  Substitutionen  von  n  Elementen, 
welche  den  Grad  n  besitzen;  Recursionsformeln  hierfUr.  Anzahl 
der  Substitutionen  von  n  Elementen,  welche  r  bestimmte  Elemente 
umsetzen,  nebst  Methode  ihrer  Aufstellung.  Anzahl  der  Substi- 
tutionen von  n  Elementen,  welche  vom  Grade  r  sind.  Anzahl 
der  Substitutionen,  welche  eine  bestimmte  Zahl  von  Cyklen  be- 
sitzen. Die  Anzahl  derjenigen  der  n!  Substitutionen  von  n  Elemen- 
ten, welche  in  k  Cyklen  zerfallen,  ist  gleich  der  Summe  aller 
Combinationen  ohne  Wiederholungen  zur  (n—k)^^  Klasse  aus  den 
Elementen  1,  2,  3, ...«— 1.  No. 

W.  Dyck.     Gruppentheoretische  Studien.     Habilitations- 
schrift.   Leipzig.    Teubner.    Klein  Ann.  XX.  1-45. 

Eine  Substitution  Ai  wird  als  irgend  welche  Operation  defi- 
Dirt,  die  auf  das  mit  1  bezeichnete  Object  angewendet  werden 
soll.  Sind  m  solcher  Operationen  A^j  A,, ...,  Am  gegeben,  so  ent- 
steht durch  Iteration  und  Combination  derselben  eine  Gruppe. 
Besitzen  die  A  keine  Perioden  und  bestehen  zwischen  ihnen 
keioe  Relationen,  so  erhalten  wir  die  allgemeinste  Gruppe  G  von 
n  Substitutionen;  ihre  Ordnung  ist  unendlich  gross,  üurcb  Ein- 
föbrung  von  An  mittels  der  Gleichung  A^A^.,.A,nAn  =  1  kann 
man  die  negativen  Exponenten  bei  den  A  vermeiden.  Ein  Poly- 
gonnetz  kann  die  Gruppe  geometrisch  darstellen;  der  Uebergang 
TOD  einem  Polygon  zu  einem  anderen  repräsentirt  eine  Substitu- 
tion, welche  im  Sinne  der  Analysis  Situs  das  Netz  in  sich  selbst 
Sberfthrt  Durch  irgend  welche  Relationen,  die  stets  in  die  Form 
^(i,,...,i4«)  =  1  gebracht  werden  können,  hebt  sich  aus  der 
allgemeinen  eine  besondere  Gruppe  G*  heraus;  G  und  G'  lassen 
»eh  isomorph  auf  einander  beziehen.  Der  Herr  Verfasser  legt 
priocipiellen  Wert  darauf,  die  Gruppen  G'  durch  blosse  Kenntnis 
einer  Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  erzeugenden  »Sub- 
^tutionen  zu  definiren.  Geometrisch  betrachtet  spaltet  die  iso- 
morphe Zuordnung  von  G  und  G*  das  unendliche  Netz  in  eine  Reihe 
Ton  äquivalenten  Gebieten,  deren  jedes  der  Gruppe  G'  entspricht; 
die  Ränder  eines   solchen  Gebietes  sind  einander  paarweise  zu- 

Furtaehj.  d.  Math.  XIV.  1.  7 
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geordnet;  heilet  man  sie  in  der  dadurch  bestimmten  Verbindung 
an  einander,  so  erhält  man  ein  geschlossenes  Netz  als  Bild  von  G\ 
Bei  endlichen  Gruppen  müssen  fUr  die  A  Perioden  bestehen;  man 
hat  also  die  Relationen 

(I)        Ap-  =  1,     nAi  =1        (i  =  1,  2,..,m,  nl 

und  fUr  jede  so  deiinirte  Gruppe  lässt  sich  in  dem  unendlichen 
Netz  ein  einfach  zusammenhängendes  Fundamentalpolygon  con- 
struiren,  dessen  Ränder  einander  paarweise  zugeordnet  sind.  Zu 
den  Beziehungen  (I)  können  noch  Relationen 

(II)        P,{A,,  ^„...)-  1 

hinzutreten.  Die  hiernach  geschlossene  Fläche  giebt  durch  ihren 
Zusammenhang  der  Gruppe  ein  bestimmtes  Geschlecht  p.  Für 
p  =  0  ergeben  sich  fünf  Gruppen,  deren  eine,  die  Ikosaedergruppe, 
wie  übrigens  Hamilton  schon  angieht,  durch 

A^  =  1,     A^  =  1,     A^  =  1,     i4,  A^  A^  =  l 

bestimmt  ist.  Dies  ergiebt  beispielsweise:  Setzt  man  irgend  welche 
krummlinigen  Dreiecke  a.,  a^,  a,  derart  aneinander,  dass  in  den 
Ecken  a^  je  zehn  abwechselnd  schraffirte  und  weisse  Dreiecke  zu- 
sammenstossen,  in  den  Ecken  a^  je  sechs,  in  den  Ecken  a^  je  vier, 
so  enthält  das  entstehende  Netz  unter  allen  Umständen  nur  60  Drei- 
ecke jeder  Art,  welche  die  ganze  Ebene  ausfüllen.  Es  werden 
einige  Bemerkungen  über  Fälle  von  p  =  1  und  über  die  Gruppe 
der  Modulargleichung  für  Primzahltransformationen  gemacht. 

No. 

F.  Brioschi.     Sur  les  fonctions  de  sept  lettres.    c.  R  xcv. 

065-669,  814-817,  1254-1257. 

Es  ist  nicht  möglich,  ein  eingehendes  Referat  über  diese,  haupt- 
sächlich Formeln  bietende  Arbeit  zu  geben.  Es  muss  genügen, 
den  Inhalt  kurz  zu  charakterisiren  als  zur  Theorie  der  30-werti- 
gen  Functionen  von  sieben  Elementen,  sowie  zur  Verbindung  der- 
selben mit  den  Modulargleichuugen  achten  Grades  gehörig. 

No. 
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J.  J.  Sylvester.     Sur  les   puissances  et  les  racines  de 
substitutions  linöaires.    0.  R.  XOIV.  55-59. 

Unter  der  jjTeciproken  Deterniinante"  einer  gegebenen  an- 
deren verstehen  wir  diejenige,  welche  die  reciproke  Substitution 
der  durch  die  zweite  dargestellten  Substitution  repräsentirt.  Addirt 
man  zu  den  Diagonalhauptgliedern  einer  Determinante  — A,  so 
entsteht  eine  Function  von  X,  deren  Wurzeln  als  „>l- Wurzeln  der 
Determinante"  bezeichnet  werden  sollen.  Dann  gelten  folgende 
Sätze:  Die  >l- Wurzeln  der  Reciproken  sind  die  reciproken  Werte 
der  i- Wurzeln  der  Determinante  5  die  /r'*"  Potenzen  (k  als  com- 
mensnrabel  angenommen)  der  ^-Wurzeln  einer  Determinante  sind 
identisch  mit  den  A- Wurzeln  der  ä'*°  Potenz  der  Determinante. 
Hieraus  ergiebt  sich  eine  Lösung  des  Problems:  die  k^^  Potenz 
einer  gegebenen  Substitution  zu  finden.  No. 


P.  Mansion.     Introduction  k  la  thdorie  des  d^terminants. 

2"*  ^d.    Paris-    Gaathier-Villars.   8». 

In  dieser  kleinen  Schrift  sind  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Determinanten,  sowie  ihre  Anwendungen  auf  die  Lösung 
linearer  Gleichungen,  auf  die  Elimination  zwischen  linearen 
Gleichungen  oder  zwischen  zwei  Gleichuugen  von  höherem 
Grade  (Methode  von  Cauchy  und  Tschirnhausen)  aus  einander  ge- 
setzt für  Determinanten  mit  zwei  oder  drei  Reihen,  ohne  Be- 
nutzung der  Theorie  der  Inversionen.  Im  Anfang  findet  man 
die  allgemeine  Definition  einer  Determinante  durch  Permutationen 
•Hier  symbolische  Producte  etc.  Mn.  (0.). 


H.  Kaiser.      Die  Anfangsgründe  der  Determinanten  in 

Theorie    und   Anwendung.     Wieebaden.    BergmanD. 

Elementare  Einführung,  für  das  erste  Studium  geeignet.  In 
der  Einleitung  heisst  es:  „Die  Determinanten  geben  fttr  den, 
der  sich  nur  einigermassen  mit  ihnen  beschäftigt  hat,  ein  klareres 

7* 
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Bild  des  betreffenden  analytischen  Ausdrucks,  als  die  algebrai 
sehe  Entwickelung  desselben/^    Wäre  das  schön!  No. 


E.  Bardey.    Zur  Lehre  von  den  Determinanten.  Hoffmano  z. 

XIII.  111-114,  171-186. 

J.  DiEKMANN.     Determinanten  in  der  Schule.    Hoffinaon  z. 

XIII.  356. 

Gerlach.     Determinanten  in  der  Schule.    Hoffmann  z.  xiii. 

442-443. 

Nur  von  pädagogischem  Interesse.  No. 


Tn.  MuiK.     A  treatise  of  the  theory  of  determinants  witli 

graduated   setS  of  exercices.    London.    Macmillan. 


L.  Klug.     Entwickelung  des   Eulerßchen   Algorithmus. 

Hoppe  Arch.  LXVII.  337-342. 

Bekanntlich  führte  Leonhard  Euler  die  im  Wesentlichen  mit 
einer  abgekürzten  Detcrminantendarntellung  sich  deckende  Be- 
zeichnung ein: 

Herrn  Klug  scheint  nicht  bekannt  zu  sein,  dass  für  diese  Algo- 
rithmen eine  überreiche  Literatur  existirt,  welche  im  Wesentlichen 
auch  die  von  ihm  im  vorliegenden  Aufsatze  entwickelten  Sätze 
in  sich  begreift.  Namentlich  giebt  es  eine  Fülle  von  Regeln  zur 
independenten  Bildung  der  Gruppenglieder,  die  sich  giösstenteils 
nur  im  Ausdrucke  unterscheiden  (Burkhardt,  Hauber,  Rothe, 
Bartholomaei,  Minding  u.  a.).  Vermutlich  dürfte  auch  darunter 
die  hier  gegebene  Vorschrift  enthalten  sein,  welche  folgenden 
Wortlaut  bat:  „Alle  Glieder  einer  Gruppe  werden  aus  dem  ersten 
Gliede  derselben  dadurch  gebildet,  dass  man  die  Indexe^^,  warum 
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nicht  Jndices?  „vertauscht;  und  zwar  wird  ein  grader  Index  nur 
mit  einem  von  ihm  grösseren  graden,  ein  ungrader  mit  einem 
von  ihm  grösseren  ungraden  Index  vertauscht,  aber  so,  dass  in 
jeder  Complexion  der  Indexe  dieselben  in  natürlicher  Ordnung 
seien,  d.  h.  ein  höherer  Index  (Zahl)  stehe  niemals  vor  einem 
niedrigeren.''  Solche  Definitionen  sollten  denn  doch^  wenn  sie 
aoeh  sachlich  richtig  sind,  heutzutage  nicht  mehr  geleistet  wer- 
den; wozu  haben  wir  denn  das  Kunstwort  Inversion? 

Gr. 


G.  A.  VAN  Veltzer.     Aiiswer    to  query   on  the  traiis- 
formation   of  deterininants   of  equal    value.     Anal  ix. 

116-118. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  eine  beliebige  Determinante  im 
Allgemeinen  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  in  eine  äquivalente 
Determinante  derselben  Ordnung  transformirt  werden  kann. 

Jn.  (0.). 

T.  MüiR.     The  law  of  extensible  minors  in  determinants. 

Edinb.  Trans.  XXX.  1-4. 

Als  Einleitung  stellt  der  Verfasser  folgendes  Gesetz  ^Law 
of  complementaries^^  auf.  Jedem  aligemeinen  Satz,  welcher 
die  Form  einer  identischen  Gleichung  zwischen  einer  Anzahl  von 
Minoren  einer  Determinante  oder  zwischen  der  Determinante 
selbst  und  einer  Anzahl  ihrer  Minoren  annimmt,  entspricht  ein 
anderer  Satz,  der  aus  diesem  dadurch  hervorgeht,  dass  man  für 
die  Hmoren  ihre  Cofactoren  in  der  Determinante  substituirt, 
und  dann  jedes  Glied  mit  solchen  Potenzen  der  Determinante 
maltiplicirt,  dass  die  Glieder  denselben  Grad  haben.  Er  geht 
sodann  zur  Aufstellung  und  Herleitung  seines  ,,Law  of  extensible 
minors"*  über.  Wenn  eine  identische  Relation  zwischen  einer 
Anzahl  von  Minoren  einer  Determinante  oder  zwischen  der  De- 
terminante selbst  und  einer  Anzahl  ihrer  Minoren  aufgestellt 
werden  kann,  so  kann  man,  wenn  die  Determinanten  mit  Hülfe 
ihrer  Hauptdiagonalen    bezeichnet   werden ,    stets    einen   neuen 
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Satz  erhalten,  der  sich  auf  eine  Entwickelung  der  nächst  höheren 
Ordnung  bezieht,  wenn  man  dem  Ende  der  Diagonale  jeder  De- 
terminante (einschliesslich  der  von  der  Ordnung  KuU),  die  in  der 
Identität  vorkommt,  einen  neuen  Buchstaben  mit  einem  neuen 
Index  hinzufügt.  Cly.  (0.). 


Th.  MuiR.     On  some  transformations  connectiög  general 
determinants  with  coDtinuants.    Edinb.  Trans,  xxx.  5-12. 

Die  betreffende  Transformation  ist  die  einer  allgemeinen  De- 
terminante in  eine  solche,  welche  an  allen  den  Stellen  Nullen 
hat,  wo  dies  bei  Sylvester's  Kettenbruch- Determinante  der  Fall 
ist,  d.  h.  überall,  ausgenommen  in  der  Hauptdiagonale  und  den 
beiden  angrenzenden  Minoren.  Die  resultirendeti  Sätze  lassen 
Transformationen  mittels  der  Gesetze  der  Complementären  (siehe 
oben)  zu.    Auch  ergeben  sich  noch  einige  interessante  Identitäten. 

Cly.  (0.). 


Chrystal.     Note  on  Mr.  Muir's  transformation  of  a  de- 
terminant  into  a  continuant.   Edinb.  Trans,  xxx.  id-i4. 

Chrystal.     On  a  special  class  of  Sturmians.    Edinb.  Trans. 

xxx.  161-165. 

Functionen,  die  wie  im  Stürmischen  Satz  zur  Trennung  der 
reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  dienen,  können  Stürmische  Func- 
tionen genannt  werden.  Der  Verfasser  ist  bei  Gelegenheit  der 
Bearbeitung  physikalischer  Fragen  darauf  gekommen,  dass  die 
Eigenschaften  symmetrischer  Determinanten  durch  Constructionen 
einer  speciellen  Classe  Stürmischer  Functionen  hergeleitet  werden 
können.  Er  gelangt  so  unabhängig  und  auf  verschiedene^  sehr  ein- 
fache Weise  zu  Resultaten,  die  mit  denen  von  Joachimsthal  in 
Grelle  J.  XLVIII.  1854.  p.  386  identisch  sind.         Cly.  (0.). 


Th.   Müir.      On  circulants   of  odd  order.    Quart.  J.  xviii. 

261-266. 
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^Circulanten^  sind  Determinanten  der  Form 

wenn  jeder  negative  Index  durch  den  kleinsten  positiven  ersetzt 
wird,  dem  er  mod.  n  congruent  ist.  Es  wird  gezeigt,  dass  eine  Cir- 
calante  der  Ordnung  2m-|-l  als  Product  aus  (a^  +  a,  +--*+ön-i) 
uod  einer  Determinante  m^"  Ordnung  dargestellt  werden  kann, 
deren  Elemente  in  den  a  eyklisch  sind. 

No. 


G.  ToRELLi.     Sui  determinanti  circolanti.  Nap.,  Rend.  XXI. 

83-91. 

Ueber  Circular-Determinanten  vgl.  F.  d.  M.  X,  113;  XI,  119; 
XII.  111,  116;  XIII,  127,  128;  sie  haben  die  im  vorigen  Referate 
angegebene  Form.  Es  wird  gezeigt,  dass  eine  Circulardetermi- 
naote  der  Ordnung  r,7n  als  Girculardeterminante  der  Ordnung  m 
darstellbar  ist,  deren  Elemente  Summen  von  m'-^Subdeterminanten 
der  Ordnung  r  der  gegebenen  Determinante  sind.  Ein  ähnlicher 
Satz  gilt  für  schiefe  Girculardeterminanten,  d.  h.  für  solche,  bei 
denen  die  Elemente  links  von  der  Hauptdiagonalreihe  das  nega- 
tive Zeichen  haben.  Multiplicirt  man  die  Girculardeterminante 
der  Ordnung  n  =  m,r^  (wo  m,  r  zu  einander  prim  sind)  mit  ^a/., 
so  ist  das  Product  durch  dasjenige  zweier  Girculardeterminanten 
der  Ordnungen  r,  m  teilbar.  Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  die 
bisher  bekannten  als  Specialfälle.  No. 


J.  J.  Sylvester.     On  the  properties  of  a  split  matrix. 

J.  Hopkins  Circ.  1882.  210-211. 

Die  Zeilen  einer  Determinante,  z.  B.  der  siebenten  Ordnung, 
werden  in  zwei  Teile  geteilt,  deren  erster  z.  B.  A,  ß,  C,  deren 
iweiter  ß,  £,  F,  G  umfasst.  Unter  dem  Product  BF  zweier  Zeilen 
wird  die  Summe  der  Producte  entsprechender  Elemente  verstan- 
den.  Wenn  die  Producte  jeder  Zeile  des  ersten  in  jede  Zeile 

zweiten  Teils  gleich   Null  sind,   so  stehen  die  adjungirten 
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vollständigen  Uubdetcrminanten  der  Matrizen  A^  B,  C  und  D,  £,  F,  G 
in  constantem  Verhältnisse  / :  L  Bezeichnen  wir  mit  J  die  6e- 
sammtdeterminante  und  mit  S,  2  die  Summen  der  vollständigen 
Subdeterminanten  beider  Matrizen,  dann  ist 


•o'",' 


Ist  das  Produet  jedes  Zeilenpaares  für  z/ gleich  Null,  dann  wird 
V:P  =  (D'E'F'G'):(A'B'C')\  J' =  A\B\C,D\..G\ 

Sagt  man,  eine  Determinante  sei  von  der  „Nullität''  k,  wenn  sie 
selbst,  nebst  allen  ihren  ersten,  zweiten,  ...(A—l)**"  Subdetermi- 
nanten verschwindet,  dann' gilt  der  Satz:  Die  Nullität  des  Pro- 
ducts einer  Anzahl  von  Matrizen  derselben  Ordnung  ist  nicht 
kleiner  als  die  Nullität  eines  einzelnen  Factors  und  nicht  grösser 
als  die  Summe  der  Nullitäten  aller  einzelnen  Factoren. 

No. 


F.  Caspary.     lieber  die  Umformung  gewisser  Determi- 
nanten, welche  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

vorkommen.    KroneckerJ.  XCII.  123-144. 

Herr  Caspary  geht  von  einer  Auffassung  der  Determinanten 
aus,  welche  den  Qrassmann'schen  Principien  entspringt;  die- 
selbe führt  in  einfachster  Weise  zu  den  Umformungen  der 
Kegelschnittdeterminanten,  mit  denen  sieh  die  Herren  Hunyady, 
Mertens,  Pasch  beschäftigt  haben.  Den  Rechnungen  zu  Grunde 
gelegt  werden  Einheiten  e^,  e^,...,ß,.,  zwischen  denen  die  Be- 
ziehungen 

herrschen;  mit  denselben  werden  andere  „ergänzende  Einheiten ** 
£j,  E,,...,  Er  durch  die  Bedingungen  e,^Ea  =  1,  ea£b  =0  ver- 
bunden.   Die  Multiplication  von  Grössen 

worin  die  p,,  p,, . . . ;  0,,  Oo?  •  •  •  Zahlengrössen   bedeuten,  fuhrt 


s 


\ 
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daoD  sofort  auf  Beziehungen,  durch  welche  die  gewünschten  Um- 
formuDgen  leicht  geliefert  werden.  Nu. 


0.  H.  Mitchell.     Note  on  determinants  of  powers. 

Sylv ,  Am.  J.  IV.  341-345;    J.  Hopkins  Circ.  1882.  242. 

Besprechung  der  Quotienten  zweier  Determinanten,  welche 
derjenigen  ähnlich  gebildet  sind,  durch  welche  die  zweite  Wurzel 
aos  der  Discriminante  von  n  Grössen  geliefert  wird.  No. 

E.  W.  Davis.     The  maxlmum  value  of  a  certain  deter- 

rainant.     J.  Hopkins  Circ    18S2.  22-23. 

Wenn  die  Elemente  einer  Determinante,  deren  Ordnung  zwei 
übersteigt,  zwischen  — a  und  +a  variiren  können,  so  besitzt 
dieselbe  ein  numerisches  Maximum  für  die  Annahme,  dass  alle 
Elemente  der  Hauptdiagonale  —a,  die  übrigen  gleich  -fa  gesetzt 
werden.  Dieselbe  Frage  wird  für  drei-  und  für  vier-dimen- 
sionale  Determinanten  behandelt.  No. 


A.  PccHTA.     Ein  neuer  Satz  ans  der  Theorie  der  Deter- 
minanten.   Wien.    Gerold's  Sohn. 


W.  Rehorovsky.  Ueber  Borchardt's  erzeugende  Function. 

Cm.  XI.  111-121.  (Böhmiach). 
Führt  man  die  symbolische  Bezeichnung  ein: 

WO  die  /  beliebige  Grössen,    die  a  hingegen  die  Wurzeln    der 

Gleichung 

fix)  =  X«  +a,  a;"-*  -f- ...  +  a„  =  q 

bedeuten,  und  bildet  man  die  Determinanten 

/ 
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80  ist  bekanntlich 

Dies  wird  hier  auf  möglichst  einfache  Weise  bewiesen,  wie 
der  Vergleich  mit  Cayley  s  Herleitung  zeigt  Dieselbe  neue  Ent- 
wickelung  findet  sich  auch  an  entsprechender  Stelle  von  des  Ver- 
fassers „höhererAlgebra"  (I.  Teil)  eingereiht,  wie  später  berichtet 
werden  wird.  Std. 


R.  F.  Scott.      On  some  determinants  whose    elements 
are  rational  fractions.    Mees  (2)  XI.  1(55-172. 

Sind  in  den  Determinanten  die  Elemente  mit  Ausnahme  der 
äusseren  Reihe  oder  Colonnen  ausgewertet,  so  sind  sie  allgemein 

von  der  Form Es  wird  ferner  bewiesen,  dass,  wenn 

eine  Determinante  der  Ordnung  nr  gebildet   ist  aus  n  Gruppen 
von  r  Reihen,  deren  i'«  Gruppe 

(xi—a^Y\     (Xi—a^y^  .  . .  (Xi—anr)  "* 


ist,  der  Wert  der  Determinante  gleich 

IC^jX^y  X.^,...X„)Y"  l^^(a„r,    Onr^h  -'«i) 

wo 

ist.  Glr.  (0.). 


Walecki.     Equation  eu  s  de  degrö  m  et  d^corapositiou 
d'une  forme  quadratique  en  carr^s.  Nouv.  Ann.  (3)  l.  40i-4io, 

55G-:)61. 

Vermindert  man  in  der  symmetrischen  Determinante  D^  mit 
reellen  Elementen  diejenigen  der  Hauptdiagonale  um  «,  so  ent- 
stehe die  Determinante  D  vom  Grade  m.  Wenn  D^  die  Dis- 
criminante  einer  quadratischen  Form  /\x,  y,  ...s)  ist,  wird  D  die 
von  f(x,  y,...z)  —  s{x^'\-y^'\ \-&^).     Hierauf  gründen  sich  ein- 
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fache  Beweise  über  die  Realität  und  die  Multiplicität  der  Wur- 
zeln s  von  D  =  0  und  flber  ihre  Beziehung  zu  der  Zerlegung 
vou  f—s(x^'{-i/-\ — 5')  in  eine  Summe  von  Quadraten.  Wir  er- 
wähnen beispielshalber  den  folgenden  Satz:  Bei  der  Zerlegung  von 

in  Quadrate,  giebt  es  so  viele  positive  Vorzeichen,  als  D  =  0 
Wurzeln  hat,  welche  grösser  sind  als  <t.  Aus  der  Gleichung  in  s 
wird  die  lineare  orthogonale  Substitution  abgeleitet,  welche  die  qua- 
dratische Form  in  eine  Quadratsumme  umwandelt.  No. 


A.  Legoux.     Sur  une  application  d'un  d^terminant. 

Qnart  J.  XIX.  41-44. 

Die  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  werden  dadurch 
gelöst,  dass  ihre  Polynome  mit  den  Girculanten 


X 


X 


a.     X 


identificirt  werden. 


X 


a. 

«. 

fi 

X 

«. 

«a 

o. 

X 

0, 

Ol 

«» 

X 

No. 


T.  MuiR.     On  a   determinant  forraed  by  bordering  the 
product  of  two  determinants.    Meee.  (2)  xi.  161-165. 

Nimmt  man  zwei  Determinanten 


a. 


c„ 


und  bildet  ihr  Produot 


«1 

«. 

«i 

ß, 

ß. 

ß. 

y. 

y» 

Yz 

".Oi+«i«a+o,ajj   «iÄ+oA+«.A.   «iy.+«sy2+«iyj 

«ad  bezeichnet  dies  Product  mit 

A. 


c,y,4-Csy,  +  c,y, 


A,     Af 


B. 


C, 
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SO  ist  die  betrachtete  Deterrainante 


0 

«0 

ßo 

y» 

«0 

A, 

A, 

^3 

fr. 

B, 

», 

B, 

''o 

C\ 

C, 

c, 

GIr.  ^0.). 


Th.  Muik.     üii  a  Symmetrie  (leterminaut  connected  witli 
Lagrange's  iuterpolatiou  problem.    Lond.,  m.  s.  Proc.  Xlil. 

156-161. 

Es  sei 


Ln  =    Sin  - — r-7-  n 


n-\-  l 


{l^fi  =  1,2,...,«)- 


Daun  ergiebt  sich  z.  B. 


i2,«  =  (-ir2- 


i'«  =  [|(M-l)]    , 


sm  — ^     .  .      n 


2m+l 


(i,  fi  =  1,2,...,  m), 


sin '    "^    ,-^  TT 

2m+l 
In  ähnlicher  Weise  erhält  man  fUr 


sin  "3 — Pp  27r 
2m4-l 


/W„  = 


cos — r-r-  ^ 
»+1 


(A,/M  =  1,2,...,  w) 


die  Resultate 


cos  ^^     ,  .   n 
2m+l 


,     ,x   ..    I         1.1211— \) 
=  (— 1)"*2"'  cos      ,)    .  ^   -  71 


2m+l 


(A,jii  =  1,  2,...,  ;/i) 


u.  s.  w. 


No. 


Th.  Müir.     Note  ou  the  coiideiisatioii  of  skew  determi- 
nants,  which  are  partially  zero-axial.    Lond.,  M.  s.  Proc. 


XriL  161-164. 
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Die  behandelten  Determinanten  entstehen,  wenn  man  in 


6,     6^  . . . 


— a,        x^ 

— a,     —6,        x^     c^  .  . . 


der  Reihe  nach  x^  =  0;    ferner  x^  =  0,  a?,  =  0;  ii.  s.  w.  setzt. 

No. 


R.  F.  Scott.    Notes  on  determinants.    Mess.  (2)  xii.  i05-ii8. 
Der  Verfasser  betrachtet  zuerst  die  Determinante  n^^'  Ordnung: 


«.+/?,,     «s+Z^r  ^ 


3        '   • 


deren  Elemente  gegeben  sind  durch  die  Gleichungen 

feroer  die    Determinante  4'*' Klasse,    deren    Elemente    gegeben 

sind  durch 

öfi  Ii  =  a?i ,    fly«  =  o.- + /^>  +  y*  +  ^t , 
Q.  s.  w.    Sie  werden  mit  Hülfe  alternirender  Zahlen  ausgewertet. 

Im  Weiteren  beschäftigt  sich    der  Verfasser  mit  geometrischen 

Fragen,  welche  ihn  zur  Betrachtung  der  Determinante 

0        ,     («,+«,)%     («.+a3)',...(a,+a«r,     1 


(cf«+a,y,     (an+a,)\    («« +  03)', . . . 


1 


I 


1 


0 
1 


I 
0 


rähreo,  nnd  welche  nebst  einigen  anderen  ähnlichen  ausgewertet 
wird.  Glr.  (0.). 


V.  E.  Skrdobinsky.     Zur  Deterrainautentheorie.     Mosk.  s 

X.  Lief.  1.  (Rassisch). 

Es  wird  hier  ein  Schachspielproblem  ohne  Anwendung  der 
Determinanten-Theorie  gelöst,  das  von  Gllnther  in  seinem  „  Lehr- 
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buch  der  Determinanten-Theorie",  2.  Aufl.  S.  545,  und  auch  von 
Glaisher  (On  tbe  probicni  of  the  eight  queens.  Philosoph.  Mag. 
1874.  December)  betrachtet  worden  ist.  Ty. 


A.  Sachse.     Ueber  die  Darstellung   der  Bernoulli'schen 
und  Euler'scheu  Zahlen  durch  Determinanten. 

Hoppe  Arch.  LXVIII.  427432. 

Aehnlich  wie  Herr  E.  Lucas  (vgl.  F.  d.  M.  IX.  1877.  ll;0 
stellt  Herr  Sachse  mit  Hülfe  einer  „Diflerenzengleichung"  die 
Euler'schen  und  die  Bernoulli'schen  Zahlen  als  Determinanten 
her,  deren  Elemente  Facultäteu  der  ganzen  Zahlen  sind.  Durch 
Entwickelung  nach  Subdeterminanten  ergeben  sich  Kecursions- 
formein.  No. 


N.  Jadanza.     Sopra  un  determinante  gobbo  che  si  pre- 
senta  nello   studio   dei  cannocchiali.    Torino,  Atti.  xvil. 

714-723. 

Ableitung  einiger  Resultate  aus  der  Theorie  der  Dioptrik 
mit  Hülfe  der  bekannten  hierbei  auftretenden  Kettenbruchdeter- 
minante.  No. 


R.  F.  Scott.     On  some  forms  of  cubic  determinants. 

Lond.,  M.  S.  Proc.  XIII.  33-43. 

Es  werden  cubische  Determinanten  nach  besonders  einfachen 
ßildungsgesetzen  aufgestellt  und  berechnet.  1)  Es  sind  n  —  m 
Lagen  unter  einander  gleich,  ebenso  die  m  übrigen  unter  sich; 
2)  alle  Elemente  sind  Null,  ausgenommen  diejenigen  der  drei 
Diagonalebenen;  3)  aus  der  ersten  Lage  werden  die  übrigen 
durch  einfache  lineare  Combinationen  mit  constanten  Grössen  ge- 
bildet u.  s.  w.  No. 
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L    Kronecker.      Die  Subdeterminanten   symmeti  isolier 

Systeme.     Berl.  Ber.  1882.  821-824. 

Zwei  Systeme  von  je  «'  Grössen 

a.jt,  a'n  (t,*  =  l,2,...w) 

heissen  reciprok,  wenn  2!  «/**  «i*  für  &  =  A  den  Wert  1,  sonst  den 

Wert  Null  hat.  Zwei  Systeme  entsprechender  Subdeterminanten 
TOD  reciproken  Systemen  sind  selbst  einander  reciprok,  und  da 
auch  das  System  der  adjungirten  Subdeterminanten,  dividirt  durch 
die  Determinante,  das  reciproke  eines  Subdeterminantensysteras 
ist,  so  ist  die  Adjungirte  einer  jeden  Subdeterminante,  dividirt 
durch  die  Determinante,  gleich  der  entsprechenden  Subdetermi- 
Dante  des  reciproken  Systems.  Ist  das  System  (aik)  symmetrisch, 
and  setzt  man 

Uik  =  2:  agh  Ugi  Ukk      {g,  A,  i,  ft  =  1,  2,...n), 

dann  ist  jene  Snmme  von  Subdeterminanten-Producten 

Zwischen  den  verschiedenen  Ausdrucken  |>v||2/aa|i  bei  denen 
<^  =  ^p  . . .  ^m;  A  =  Ä,,  . . .  A,„;  f,  /f  =  1,  2, .  - .  m 

i^ind,  existiren  genau  dieselben  liuearen  Relationeu,  wie  zwischen 
^^Q  \^9h\i  fsills  die  a  als  unbestimmte  Grössen  betrachtet  werden. 
Fflr  die  Subdeterminanten  |  J7,;t|  (*  =  »,,...  t,«;  k  =z  k^^ ,  ,,  k„^ 
ergiebt  sich  die  wesentliche  Eigenschaft,  dass  sie  als  lineare 
homogene  Functionen  der  sämmtlichen  von  einander  linear-unab- 
haogigen  Subdeterminanten  des  Systems  (a^t)  darstellbar  sind,  so 
dass  die  Coefficienten  von  einander  linear-unabhängige  ganze 
Functionen  der  Unbestimmten  ti.,  sind. 

Zwischen  den  Subdeterminanten  allgemeiner  symmetrischer 
Systeme  bestehen  folgende  identische  lineare  Relationen 

\agk\  =  £\aik\  (r  =  m-f  l,...2w), 


(jg  =  l,...m;  A  =  m+l,...2m), 
(i  =  l,...m— 1,  r;  Ä  =  w-|-l,...r  — 1,  wi,  r+l,...2m). 

No. 
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G.  Runge.      Die  linearen  Relationen  zwischen  den  ver- 
schiedenen Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme. 

Kronecker  J.  XCIII.  319-328. 

Es  wird  gezeigt,  dass  jede  zwischen  Subdeterminanten 
m*^"^  Ordnung  von  symmetrischen  Determinanten  bestehende  lineare 
Gleichung,  deren  Coefficienten  von  den  Oik  unabhängig  sind,  aus 
den  eben  angeführten  Kronecker'schen  Relationen  durch  lineare 
Verbindung  abgeleitet  werden  könne.  Die  Anzahl  der  linear- 
unabhängigen   Subdeterminanten   tn^^^  Ordnung   beträgt   nur  den 

-^(f/i-f-l)**"  Teil  aller  vorhandenen;    es   wird   eine  Methode   zu 

ihrer  Aufstellung  gegeben. 

Unter  den  Subdeterminanten  eines  System  Oik  =  —au  besteht 
keine  lineare  Relation.  No. 


C.  KosTKA.    Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  einigen 
Formen    von    symmetrischen    Functionen.     Kronecker  J. 

XCIII.  89-124. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  B.  IX,  S.  318  besproche- 
nen. Es  handelt  sich  um  die  Ueberführung  dreier  Functions- 
formen  T,  tf,  C  in  einander,  wobei  sechs  Aufgaben:  T, /f ;  7',  T;... 
vorliegen.     Die  Formen  sind 

hier  ist  die  rechte  Seite  die  ganze  homogene  symmetrische  Func- 
tion der  t,  welche  aus  dem  ersten  Gliede  durch  Fermutation  der 
Exponenten  abgeleitet  wird;  ferner 

hier  ist  c^  die  Summe  der  Conibinationen  der  /  zur  /J'''"  Classe 
ohne  Wiederholung;  endlich  ist 


Zunächst  werden  Beziehungen  abgeleitet,  durch  welche  die  Coef- 
ficienten   der  Entwickelungen    bei  /T,  C  und  C,  K  auf  einander 
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redacirt  werden.  Dann  wird  der  Coefficient  eines  T  in  der  Auf- 
gabe r,  C  durch  die  Lösung  eines  conibinatoriscben  Problems 
gefunden;  und  hierbei  zeigt  es  sich,  dass  die  Resultate  der  vier 
Aofgaben,  in  welche  C  eingeht,  durch  eine  einzige  Quadrattafel 
dargestellt  werden  können.  Die  successiven  Gonstructionen  dieser 
Tafel  für  die  verschiedenen  Dimensioney  sind  einfacher  Art;  es 
werden  zugleich  mit  ihnen  auch  Proben  für  die  Richtigkeit  der 
Resultate  gegeben.  Den  Schluss  bilden  kurze  Betrachtungen 
über  die  beiden  noch  fehlenden  Aufgaben  T,  K  und  A',  T. 

No. 


L.  Crocchi.     Sopra   la  corrispondenza  tra  i  coefficienti 
dl  Uli'  equazione  algebrica  e  le  fuDzioni  simmctriche 

COmplete.     Batt.  G.  XX.  301-320. 

Herr  Crocchi  untersucht  die  Aehnlichkeit,  welche  zwischen 
den  Functionen  V^  (Vgl.  F.  d.M.  XI.  1879.  116;  XII.  1880.  119) 
ond  den  Coefficienten  a^  einer  Gleichung  mit  den  Wurzeln  x^,  x.^^ ... 
besteht.  Die  Formeln  für  die  Darstellung  einer  symmetrischen 
fonction  q>{x^,  x,,...)  durch  die  ap  wie  durch  die  Vp  entsprechen 
einander.  Es  ist 
dai        _    dVi  düi  1     dVi  ,    1       ,.  X 

u.  8.  w.  Die  Functionaldeterminaute  der  Coefficienten  nach  den 
Wurzeln  genommen,  ist  ihrem  absoluten  Werte  nach  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  der  Gleichung;  für  die 
Üiscriminante  besteht  eine  Determinanten- Darstellung  durch  die 
Vp.  welche  bis  auf  gewisse  Vorzeichen  mit  derjenigen  durch  die  Op 
identisch  ist.  No. 


J.  Hammond.     On  the  calculation  of  Symmetrie  functions. 

Lond.  M.  S.,  Proc.  XIII.  79-84. 

Berechnung  der  symmetrischen  Functionen  von(fi+  1)  Grössen 
aus  denen  von  n  Grössen.  No. 


FortKlir.  d.  MAth.  ZIY.  1.  % 
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W.  Rehokovsky.     Tafeln  der  symmetrischen  Functionen 
der  Wurzeln  und  der  Coefficienten-Combinationen  vom 

Gewichte   Elf  und   Zwölf.      Wien.  Denkschr.  XLVI.  51-58. 

Fortsetzung  der  Tafeln  von  M.  Hirsch  und  Faä  de  Bruno. 
(Die  letzteren  bat  der  Herr  Verfasser  controllirt  und  dabei  nur 
zwei  Druckfehler  gefunaen.)  In  einer  Einleitung  wird  die  Art 
der  Berechnung  dargelegt.  No. 


W.  P.  Durfee.     Tables   of  Symmetrie  functions   of  the 

twelfthic.    Sylv.,  Am.  J.  V.  45-62. 

Die  Einrichtung  dieser  Tafeln  ist  nicht  so  tabellarisch  tiber- 
sichtlich wie  diejenige  in  der  soeben  besprochenen  Arbeit. 
Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  Referent  bei  einer  Vergleichung  beider 
an  dreizehn  Stellen  verschiedene  Angaben  gefunden  hat.  Eine 
ControUe  der  Tafeln  wäre  daher  erwünscht.  No. 


W.  P.  DüRFEE.     On   Symmetrie  functions.    J.  Hopkins  Circ. 

II.  23. 

Die  Durfee'scben  Tabellen  (s.  das  vorstehende  Referat)  sind 
so  eingerichtet,  dass  alle  in  der  Nebendiagonale  befindlichen 
Coefficienten  gleich  1  werden.  Es  wird  gezeigt,  wie  die  Anordnung 
fttr  die  Colonnen  und  die  Zeilen  eingerichtet  werden  muss,  da- 
mit dies  statthabe.  Ferner  wird  eine  Ausdehnung  der  Waring'- 
sehen  Formel  gegeben.  No. 


F.  Franklin.     On  Crocchi's  Theorem.  J.  Hopkina  circ.  ii.  24. 
J.  J.  Sylvester.     On   Crocchi's  Theorem.   J.  Hopkins  Circ. 

II.  2. 

Einfache  Beweise  fttr  das,  F.  d.M.  XII.  1880.  119  besprochene 
Theorem.     Vgl    auch  das  Referat,  auf  p.  113.  No. 
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P.  Gr.  Lej£UNe  -  DiRiCHLET.  Lczloui  sulla  teoria  dei 
numeri,  pubblicate  e  corredate  di  appendici  da 
R.  Dedekind^  tradotte  della  terza  edizione  da  Aureliano 

Faifofer.     Venezia,  Tip.  EmiliaDa.   1881.  8^. 


K  Cesaro.     Formule  d'arithm^tique.    Math.  ii.  97  loi. 
E.  Cesaro.     Sur  une  nouvelle  formule  aritbrn^tique. 

Math.  I.b.  148-149. 

Auszüge  aus  einer  grösseren  Arbeit,  die  1883  in  extenso  er- 
schienen ist     Das  Referat  wird  daher  bis  dahin  verschoben. 

Mn. 


L.  Kroneckbr.    Zur  Theorie  der  Aberschen  Gleichungen. 

KroDecker  J.  XCIII.  338-364. 

Siehe  Abschn.  II.  Gap.  1.  p.  48. 


l]ß  ITT.  AbschDitt.     ZahleDtheorie 

V.  BoüNiAKOwsKY.  Quelques  remarques  sur  les  pro- 
priöt^s  d'une  classe  particulifere  des  fractions  d6ci- 
males  pdriodiques.    p^tersb.  Bull,  xxvil. 

Es  wird  hier  auf  einige  periodische  Deci mal br liehe  aufmerk- 
sam gemacht,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe 
derjenigen  Glieder  einer  Periode,  die  gleich  weit  vom  Anfange 
einer  jeden  Hälfte  abstehen,  gleich  der  Zahl  9  ist,  und  die  ausser- 
dem einer  Congruenz,  wie 

y,n  =  y,«-i+ym-2    (niod.  9)    oder    y,„  =  2ym-i+ym-?    (mod.  9), 
wo  die  ym  die  Zahlen  einer  Periode  bezeichnen,  genügen. 

Ty. 


K.  Broda.     Bildungsgesetz   periodischer  Brüche   in   be- 
stimmten Zahlensystemen.    Hoppe  Arch.  Lxvni.  85-ioo. 

Das  Problem  wird  hier  in  der  Form  behandelt,  dass  der 
Nenner  eines  gemeinsamen  Bruches  und  die  Stellenzahl  des  ent- 
sprechenden periodischen  Decimalbruchs  gegeben,  hingegen  die 
Grundzahl  des  zugehörigen  Zahlensystems  gesucht  sein  sollen. 
Hieran  werden  Untersuchungen  über  die  Factoren  der  Form 
a"'+l   geknüpft  und  speciell  der  bekannte  Teiler  641  der  Form 

2^*+l  in  eleganter  Weise  ermittelt.  Sn. 


G.    S.    ElY.      Note   on   partitions.    J.  Hopkins  Circ.  1882.  211. 

In  einer  Tafel  von  ganzen  Zahlen  mit  zwei  Eingängen  seien 
die  Columnen  mit  i,  die  Zeilen  mit  j  bezeichnet;  zwischen  den 
Elementen  bestehe  die  Belation 

Die  t  beginnen  mit  1,  die  j  mit  0,  und  es  sei 

n\j  =  «,,0  =  1. 
Mit  solchen  Tabellen  soll  schon  Euler  (Com.  Arith.  Coli.  Vol.  I.  97) 
sich  beschäftigt  haben.     Die  Anzahl  der  Zerlegung  von  %  Dingen 
in  j  Teile  soll  gleich  n,,^  sein  und  dgl.  m.  Sn. 
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0.  H.  Mitchell.    Note  on  partitions.  J.  Hopkins  Circ.  1882.  210. 

Bezeichnet  man  durch  das  Symbol  (trit,  j)  die  Anzahl  ver- 
schiedener Teilungen  der  ganzen  Zahl  to  in  j  oder  weniger  Teile, 
deren  keiner  >t,  und  durch  £  die  Anzahl  der  im  Folgenden 
eothaltenen  Ganzen,  und  ist 


^/«,)=«,-£(J^)  =  £(^), 


SO  ist 


X--  a>— 4 

Mit  Anwendung  dieser  Formel  lässt  sich  Sylvester's  Formel  für  die 
Darstellung  von  (tu  :  t,  j)—(w—  l  :  i,  7)  in  Termen  der  Teilungen 
niederer  Ordnung,  Messenger  (2)  VIII.  1—8  (s.  F.  d.  M.  X.  187H. 
p.  8:^)  herleiten.  H. 


J.  J.  Sylvester.     On  a  question  iii  partitions.  J.  Hopkins 

Circ.  1882.  179. 

Kurze,  dunkle  Notiz  über  die  Zerlegung  einer  gegebenen 
Zahl  in  eine  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  das  arithmetische 
Mittel  der  beiden  benachbarten  nicht  übersteigen  sollen. 

Sn. 

J.  J.  Sylvester.      On    a    geometrical    treatment    of   a 

theorem    in    numbers.    J.  Hopkins  Circ.  Ib82   415. 

ön. 


Ed.  VVeyr.     üeber  Perott's  Beweis,  dass  die  Anzahl  der 
Primzahlen  unendlich  ist.    Cas.  XL  53.  (Böhmisch). 

Enthält  eine  kommentirte  Keproduction  dieses  Beweises, 
«ler  sich  Darboux  Bull.  (2)  V.  183-184  (s.  F.d.  M.  XIII.  1881. 
p.  133)  findet.  Std. 


Xl^  III.  AbschDitt.     Zahleotheorit;. 

W.  W.  Johnson.     Mr.  Glaisher's  enumeration  of  primes 
for  the  first  uine  millious.    Anal  ix.  133-134. 

Bericht  Über  die  betreffenden  Arbeiten  nach  den  Rep.  of  the 
Brit.  Ass.  Jn.  (0.). 


L.   Oppermann.       Om    vor  Kundskab   ora   Primtallenes 
Mongde    mellem    givne    Grändser.     Kopenh.  Overa.  I802. 

169-179. 

In  diesem  Aufsatze  giebt  der  Verfasser  eine  gedrängte  lieber- 
sieht  über  die  verschiedenen  Arbeiten,  auf  denen  unsere  jetzige 
Kenntnis  der  Verteilung  der  Primzahlen  beruht.  Einerseits  wer- 
den die  directen  Aufzählungen  von  Chemie,  Burchardt,  Dase,  Ko- 
senberg  und  Glaisher,  andererseits  die  theoretischen  Unter- 
suchungen von  Legendre,  Gauss,  Tch^bycheff,  Riemann,  sowie  die 
directen  Berechnungen  von  Meissel  berücksichtigt  Beiläufig  wird 
der  folgende  unbewiesene  Erfahrungssatz  angeftibrt:  Wenn  die 
ganze  Zahl  «>1  ist,  so  liegt  zwischen  n{n—\)  und  «',  sowie 
zwischen  «'  und  n(«+l)  wenigstens  je  eine  Primzahl.  Ferner 
wird  bemerkt,  dass  in  den  ßurchardt' sehen  Tafeln  die  beiden 
Primzahlen  3026279  und  1330001  fehlerhaft  als  zusammenge- 
setzte Zahlen  aufgeführt  sind.  Gm. 


h\  StudniCka.     Bemerkung  Über  Primzahlen.    Gas.  XI.  i:j7. 

Enthält  Historisches  Über  die  Fermat'sche  Zahl  F23. 

Std. 


E.  DK  JoNQUiEKKs.     FoHiJules  pour  d^terminer  combien 
il  y  a  de  nombres  premiers  n'exeddant  pas  un  nombre 

doiin^.     C.  R.  XCV    1144-1146. 

E.  DE  JoNQüiERES.     Sur  la  formule  r^cemment  commu- 
niqude  ä  TAcad^mie   au   sujet  des  nombres  premiers. 

C.  R.  XCV.  1343-1344. 
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R.  LiPscHiTZ.   Sur  une  coinmunication  de  M.  de  Jonquiferes 
relative  aiix  nombres  preniiers.    C  R.  xcv.  1344-1340. 

Herr  de  Jonquiöres  hat  durch  geschickte  Handhabung  der 
als  Sieb  des  Eratostbenes'  bekannten  Methode  eine  Formel 
Hir  die  Anzahl  der  eine  gegebene  Zahl  P  nicht  übersteigenden 
Primzahlen  gefunden;  diese  indes  findet  sich,  wie  er  in  der 
zweiten  Note  bemerkt,  schon  in  Legendre's  Theorie  des  nombres 
(Th.  IV,  2'«  Aufl.  1808^  414),  wenn  auch  ohne  Beweis.  Herr 
Lipschitz  weist  den  Zusammenhang  jener  Formel  mit  gewissen 
zablentheoretischen  Sätzen  nach,  welche  er  bereits  frUher  der 
Akademie  vorgelegt  habe.  (C.  li.  LXXXIX.  948—950,  vgl.  auch 
F.  d.  M.  XL  1879,  142—148).  Sn. 


E.  Lemoink.     D^eoinposition  d'un  nombre  premier  N  en 
ses  paissHTices  «*^"'*  inaxima.    0.  B.  XGV.  719-722. 

Es  werde  von  der  Zahl  N  die  grösste  in  ihr  enthaltene 
^uadratzahl  abgezogen,  vom  liest  wieder  die  grösste  in  diesem 
enthaltene  Quadratzahl  und  so  fort  bis  zur  Erschöpfung  der 
Zahl  A\  Die  Anzahl  der  zu  dieser  Darstellung  gebrauchten 
Quadratzahlen  sei  p.  Der  Herr  Verfasser  sucht  alsdann  für  ein 
vorgeschriebenes  p  das  kleinstmöglichste  JV,  welches  er  mit  y^ 
bezeichnet,  und  findet,  dass  alle  y^,  welche  einem  gradenp  ent- 
sprechen, mit  den  Ziffern  67  enden,  und  die  einem  ungraden, 
mit  den  Ziifern  23.     Allgemein  besteht  die  recurrirende  Formel: 

Am  Schlüsse  finden  sich  Hinweise  auf  den  B'all,  dass  die  Quadrat- 
zahlen durch  Cubikzahien  ersetzt  werden,  u.  s.  f. 

Sn. 


J.  PetKRSEN.      Om    Primtal.     Zeuthon  T.  (4)  VI.  138-143. 

Aus  dem  bekannten  Ausdrucke  mittels  unvollständiger  Quo- 
tienten f&r  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  einer  Primzahl  p, 
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die  in  dem  Producte  n!  aufgeht,  wird  die  folgende  Formel  abge- 
leitet 

a!  6! 

wo  sieb  das  Produet  il  auf  alle  Primzablen  p  erstreckt,  und  t^ 
die  Quersumme  der  Zabl  a  in  einem  System,  dessen  Basis  p 
ist,  bezeicbnet 

Ferner  wird  gezeigt,  wie  man  für  das  kleinste  gemeinsebaft- 
liebe  Multiplum  der  Zablen  bis  n  eine  Formel  angeben  kann,  und 
diese  wird  demnächst  zur  Auffindung  von  Grenzen  der  Anzahl 
der  Primzahlen  bis  n  benutzt.  Das  angewendete  Verfahren  kann 
wesentlich  als  eine  geschickte  Aenderung  der  Methode  von 
Tchebycheff  betrachtet  werden  und  giebt  auch  als  Resultat 
Grenzen,  welche  nur  unbedeutend  von  den  seinigen  abweichen. 
Das  Verfahren  besitzt  den  Vorzug,  etwas  schneller  zum  Ziele  zu 
führen.  Gm. 


Ed.  Weyr.     lieber  einen  zahlen  theoretischen  Satz. 

Gas.  XI.  39.  (Böhmisch). 

Ist   V  eine  beliebige  ganze  Zahl,    deren  Zusammensetzung 
durch  die  Formel 

gegeben  erscheint,  wobei  die  qk{k  =  1,  2, . .  .m)  Primzahlen   be- 
deuten, so  ist  bekanntlich  der  Ausdruck 


durch  V  teilbar,  falls  p  eine  Primzahl  vorstellt.     Dieses  Theorem 
wird  nun  auf  beliebige  ganze  Zahlen  p  erweitert.  Std. 

A.  F.  Minin.     Ueber  Eigenschaften   von  Zahlen,  die  den 
vollkommenen  analog  sind.    Mosk.  s.  X.  Lief.  i.  (Russisch). 

In  dieser  Abhandlung  werden  die  Zahlen  untersucht,  die  die 
Eigenschaft  besitzen,    einen  aliquoten    Teil    der    Summe     aller 
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Zahlen  auszumachen,   die   kleiner   als   sie   und   relativ  prim  zu 
ihnen  sind.  Ty. 


D.  Andre.     Sur  la  divisibilit^  d'un  certain  quotient  par 
les  puissances    d'une    certaine  factorielle.     C.  R.  XClV- 

426-428. 

Arithmetischer  Beweis  des  Satzes:  Bezeichnet  x  eine  Zahl, 
welche  nicht  als  Summe  von  weniger  als  k  Potenzen  einer  und 
derselben  Primzahl  dargestellt  werden  kann,  so  ist  der  Quotient 

{ux) ! 

eine  ganze  Zahl.  Sn. 

Ä.  Cayley.  A  proof  of  Wilson^s  theorem.    Mess.  (2)  Xll.  41. 

Der  Satz  heisst:  „Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist 
1.2...(n— 1)-}- 1  teilbar  durch  n",  und  wird  durch  Betrachtung 
des  Polygons,  welches  aus  der  Verbindung  von  n  Punkten  ent- 
geht, gewonnen.  Glr.  (0.). 


E.  Catalan.     Extrait  d'une  lettre.    Darb.  Bull.  (2)  vi.  224. 
Es  ist 

stete  durch  (x+y)  (y+s)  (2+a?)  teilbar.  Sn. 


0.  Schier.     Ueber  Potenzsummen  rationaler  Zahlen. 

Wien.  Ber  LXXXV.  503-508. 

Die  Arbeit  erscheint  als  Fortsetzung  einer  früheren  dessel- 
^»en  Verfassers.  Wir  verweisen  auf  das  damalige  Referat 
eines  anderen  Referenten,  dessen  Einwände  auch  auf  die  am 
Ende  der  vorliegenden  Analyse  wiederholten  Resultate  noch  in 
Kraft  bleiben.    (Siehe  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  135).  Sn. 
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K.  ScHWERiNG.  Untersuchung  Ober  die  fünften  Potenz- 
reste und  die  aus  fünften  Einheitswurzeln  gebildeten 
ganzen  Zahlen,    öchlömiich  z.  xxvil.  102-119. 

HerleituDg  der  Kunimer'schen  Norraalfortn  für  obige  Ein- 
heitswurzeln.  Fünfteilung  der  Kreisteilungsgleichungen.  Eigen- 
schalten  der  entsprechenden  Perloden«  Relationen  zwischen  den- 
selben, Charakter  von  2,  3,  5,  »7.     Die  Periodengleichung. 

8n. 


N.  V.  BüGAKFF.     üeber   einige  Eigenschaften   der  Reste 
und  der  Zahlsuinmen.    Mosk.  s.  x.  Lief.  1.  (RuseiBch) 

Diese  Abhandlung  ist  der  Suuunation  der  kleinsten  positiven 
Reste  einer  linearen  Form,  spcciell  auch  der  quadratischen  und 
cubischen  Keste,  gewidmet.  Ty. 


T.  J.  Stieltjks  jr.     Over  het  quadratische  rest-karakter 
van  het  getal  2.    NieuwArch.  IX.  193-I9r). 

Wie  der  Titel  sagt,  beschäftigt  sich   diese  kurze  Arbeit  mit 
quadratischen  Resten  vom  Charakter  2.  G. 


L.  Matthiessbn.     Ueber  eine  antike  Auflösung  des  so- 
genannten Restproblems  in  moderner  Darstellung. 

HoffmaDD  Z    XIII.  187-190 

Gerlach.       Das     Restproblem     für     nicht    teilerfremde 

Divisoren.     Hoffmaon  Z.  XIII.  351-354. 

Eine  von  dem  buddhistischen  Priester  und  Astronomen  Yih- 
hing  (f  717  n.  Chr.)  gegebene  Lösung  des  Systems 
Nbr.r^  (mod.  m,),  ^  ^  r^   (mod.  wj,  N^r^   (mod.  w,),  u.  s.  w. 

wird  in  der  ersten  Mitteilung  discutirt,  in  der  zweiten  bewiesen. 

Sn. 
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PieLLKT.      Sur    les    r^sidus    cubiques    et  biquadratiques 
saivant  un  modale  premier.    S.  M.  f.  Bull  JX.  157-162. 

Einfache  DarlegoDg  des  Zusamnienbanges  der  Reciprocitäts- 

gesetze  fQr  die  quadratischen,  cubischen,  biquadratischen  Reste 

mit  den  Kreisteilungsgleichungen   in  den  Fälleu,  wo  die  Anzahl 

der  Perioden   2,  3,  4  ist.     Einige  allgemeine  Notizen  über  die 

Zerlegung  dieser  Gleichungen  nach  einem  Primzahl niodul.    Der 

biqaadratiscbe  Charakter  der  Zahl  2. 

Sn. 


T.  J.  Stieltjes  jr.     Bijdrage  tot  de  theorie  der  derde-eii 

vierde-machtS   resten.   Amst.,  Versl.  eu  Meded.  XVIl.  338-417. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Theorie  der  cubiächeu  und  biqua- 
dratischen Reste  und  scbliesst  sich  in  dieser  Hinsicht  an  die  be- 
kannte, indessen  unvollendet  gebliebene  Abhandlung  von  Gauss: 
•Theoria  residuorum  biquadraticorum^  an.  Das  allgemeine  Keci- 
procitätsgesetz  ist  später  von  Eisenstein  (Crelle  J.  Band  28)  be- 
wiesen. Hier  werden  dieselben  Theorien  auf  eine  andere  Weise 
bebandelt,  die  darauf  beruht,  dass  die  Primzahl,  deren  Charakter 
bestimmt  werden  soll,  ersetzt  wird  durch  ein  congruentes  Pro- 
duct  von  Factor en. 

Der  Charakter  dieser  Factoren  wird  durch  Betrachtungen 
bestimmt,  die  mit  denen,  welche  das  oben  genannte  Werk  von 
Gauss  enthält,  übereinstimmen;  nur  findet  eine  Erweiterung  auf 
cooiplexe  Zahlen  statt.  Auf  diese  Weise  wird  der  Charakter  von 
l-fHn  Beziehung  auf  eine  Primzahl  von  der  Form  a4-bi  be- 
stimmt, ebenso  werden  die  Zahlen  mit  einem  Modulus  von  der 
Form  4fi-f-3  behandelt.  Dann  werden  alle  Sätze  bewiesen, 
welche  von  Gauss  auf  inductivem  Wege  gefunden  und  in  Art.  28 
der  Th.  res.  biq.  zusammengestellt  sind.  Der  Beweis  beruht  auf 
der  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welche  hier  als  Hulfsmittel 
gebraucht  wird,  da  die  Sätze  selbst  sich  nur  auf  reelle  Zahlen 
beziehen.  G. 
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F,  Hofmann.  Neue  Beweismethoden  für  einen  Doppel- 
satz der  Theorie  der  Potenzreste,  sowie  über  eine 
Erweiterung    des    CongruenzbegrifFes.      Klein  Ann.  xx. 

471-487. 

Der  zu  beweisende  Satz  findet  sieb  bei  Gauss  (Disq.  ar.  81): 
p  sei  Primzahl;  dann  ist  die  Summe  aller  primitiven  Wurzeln 
der  Congruenz  x^"^  ^  1  (mod.  p)  durch  p  teilbar,  falls  p—l 
durch  ein  Quadrat  teilbar  ist,  und  ^( — 1)"  (mod.p),  falls  p—l 
ein  Product  von  n  verschiedenen  Factoren  ist.  Die  Beweis- 
methode besteht  in  einer  Gruppirung  der  Potenzen  einer  primitiven 
Wurzel  von  p,  einer  Anordnung  derselben  in  regulären  Poly- 
gonen auf  der  Peripherie  eines  Kreises.  Herr  Adolf  Hurwitz 
giebt  eine  analytische  Formulirung  des  Beweises.  Die  Erwei- 
terung des  CongruenzbegrifFes  bezieht  sich  auf  Brüche  und  Wur- 
zeln; der  Herr  Verfasser  beruft  sich  auf  den  Vorgang  von  Gauss, 
um  die  Bezeichnungen 

n 

Va  ^  b    (mod.p),       —  EH:  c    (mod.p) 
einzuführen,  und  schreibt  also  z.  B.  mod.  13: 


2      —    2    —  2  ~  '^' 

Sn. 


B.    Stankewitsch.      Zur  Theorie   der  Congruenzen    mit 
einer  Veränderlichen    in  Bezug    auf    einen  Primzahl- 

modulus.     Mosk.  S.  X.  Lief.  2.  (Russisch. 

In  dieser  Note  werden  folgende  drei  Theoreme  über  Con- 
gruenzen in  Bezug  auf  einen  Primzahlmodulus  bewiesen: 

I.  Ist  die  Congruenz  x^  —  q^O  (mod.p)  möglich,  so  wer- 
den die  Zahlen 

t 
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WO  i  =  ^——  ist,  und  S\  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,...,  —^ — 

za  je  &  bedeutet,  nie  durch;?  teilbar,  und  die  einzige  immer 
eiistirende  Lösung  der  Gongruenz 

Ax—B  EE  0     (mod.  p) 

ist  identisch  mit  derjenigen  der  Lösung  der  Gongruenz 

x' — q  ^  0    (mod.  p), 

die  zu  ihrem  kleinsten  positiven  Reste  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

j f  6}  Oj» * » j  — T —  nax» 

IL  Hat  die  Gongruenz  fn(x)  =  0  (mod.  p)  vom  Grade  n 
mit  ganzzahligen  Goefficienten  « Wurzeln ,  so  wird  wenigstens 
eine  von  diesen  Wurzeln  auch  der  Gongruenz 

fp-n{x)  =  (a:— ö,)  (J!— aj  .  . .  (j;~Op_^)  =  0     (mod.  p), 

Jffo  a,,  a,,  o,. . . . ,  Op-n  irgend  welche  p—«  Zahlen  aus  der 
Reibe  1,  2,  3,  ...,p-— i  bezeichnen)  genügen. 

Nach  dem  Beweise  dieses  Theorems  wird  eine  auf  das- 
selbe basirte  Methode  zum  Auffinden  aller  Lösungen  der  Gon- 
^ueoz 

fn(x)  =  0    (mod.  p) 
gegeben. 

IIL  Es  sei  0)  der  grösste  gemeinsame  Teiler  der  Zahlen  m 
Qndp— 1,  dann  lässt  sich  bekanntlich  die  Lösung  der  Gon- 
gruenz 

a?"*— 1  =  0    (mod.  p) 
auf  die  folgende : 

Qc^^l  =  0    (mod.  p) 

zurückführen.  Nun  sei  jetzt  F{x)  (in  Bezug  auf  den  Modulus  p) 
der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  x*^—  1  und  der  Function 

P=(x~-1)    (d;*-l)...(x*  — l), 

WO  fl,  6,  c, . . .,  Ä  die  verschiedeneu  Primzahlen  bezeichnen,  die 
in  w  aufgehen,  und  f(x)  der  Quotient  der  Function  aj'^^—l  durch 
F{x)j  dann  sind  die  Wurzeln  der  Gongruenz 
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f(x)  ^  0     (mod.  p) 
die  primitiven  Wurzeln  der  Gongruenz 

x^—  1  =  0    (mod.  p). 

Ty. 

N.  V.  BüGAEFK.    Die  Lösung  der  Congruenzen  2*~  Grades 
in  Bezug  auf  einen  Prirazahlmodulus.    Moak.  s.  X.  Lief.  2. 

(RuBsiBch). 

Der  Satz  von  Wilson  giebt  für  die  Gongruenz 

x'-j-a^^O  (mod.  p) 
die  Lösung 

x=\,  2,  3,  ••,  ^--:t-o  (mod.  p). 

Ist  p  =  8« -1-5,  so  wird  die  Gongruenz 

n'  ^  g    (mod.  p), 

im  Falle,  dass  sie  eine  Lösung  hat,  also  im  Falle,  dass 

p-i 


g4»+^  ^  ^  2    =1   (mod.  p) 
ist,  durch  die  Formeln 

ti  =  +</  «      (mod.p) 
oder 

P 1         *- — 

tt  =  1,  2,  3,  . . . ,  ^-:;—  q  "       (mod.  p) 

gelöst,  je  nachdem 

g'»+'  =  1  ) 
öd«'*  (mod.  p) 

ist.  Es  sei  jetzt  p  =  2^/+l,  wo  /  irgend  eine  ungrade  Zahl 
bezeichnet.  Die  Gongruenz  z'  ^  9  (mod.  p)  ist  unter  der  Be- 
dingung 

q         ^  1  (mod.  p) 

möglich.  Setzt  man  g'  =  Q,  so  nimmt  diese  Bedingung  folgende 
Gestalt  an: 

(?'^~'=1     (mod.p), 
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was  entweder  zu  der  Gongruenz 

0'     —1  =  1 
oder  \    (mod.  p) 

(?'      +1=0 

fahrt.  Der  erste  Fall  wird  uns  durch  wiederholte  Zerlegung  der 
linken  Seite  in  zwei  Factoren  entweder  zur  Gongruenz 

Q  =  q^^  \     (mod.  p) 

bringen,  und  dann  wird  uns  die  Gongruenz 

M  =  g  ^      (mod.  p) 

die  Lösung  der  vorgelegten  Gongruenz  zweiten  Grades  geben, 
oder  zur  Gongruenz 

0*^+1=0    (mod.  p), 

wo  fi<:l  ist;  dann  hat  man  zwei  Wege,  um  die  Zahl  fi  zu  er- 
oiedrigen:  1)  mit  HUlfe  einer  primitiven  Wurzel  a  der  Zahl  p; 
die  Lösung  wird  durch  die  Gongruenz  ersten  Grades 

a^^u^  q  '^     (mod.  p) 

^geben,  wo  q  durch  die  Formel 

^  =:  a^'?    (mod.  p) 

definirt  ist;  2)  mit  Hülfe  des  quadratischen  Kichtrestes  n;  dann 
ist  die  Lösung  durch  die  Gongruenz 

«'?M  ^  q  ^      (mod.  p) 

gegeben,  wo  q  durch  die  Formel 

g'  ^  n^'c    (mod.  p) 

bestimmt  ist.  Ty. 


A.  MiGOTTi.     Zur  Theorie   der   Kreisteilung.     Wien.  Ber. 
Lxxxvn.  8-U. 

Eigenschaften  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  sämmtlichen 
primitiven  m*^  Wurzeln  sind,  für  eine  zusammengesetzte  Zahl  m. 
Helationen  zwischen  den  Potenzsunimen  dieser  Wurzeln.     Beson- 
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ders  eingegangen  wird  auf  den  Fall,  wo  m  das  Product  zweier 
Primzahlen  p  und  q  ist.  Bezeichnet  man  die  p^^"  Einheitswurzela 
mit 

die  9*^"  mit 

/^,  /?-,  ß\  . . . ,  /^-s 

so  sind  die  (p — 1)  (9— 1)  primitiven  (P^)**""  Einheitswurzelu  in  der 
Form  a^ .  ß^  enthalten.  Es  wird  streng  bewiesen,  dass  die  ge- 
suchte Gleichung  keine  anderen  Coefticientcn  als  0  und  1  haben 
kann.  So. 


IScHWERiNG.     Zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen, 
welche   von  Jacobi  i/;(a)  genannt  werden.    Kronecker  J. 

XCIII.  334-33S. 

Herr  Schwering  zeigt,  dass  l  +  i//(a)  immer  durch  (1— a)* 
teilbar  ist;  ferner,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Functionen 
xp(a)  sofort  auf  den  sechsten  Teil  der  sich  zunächst  darbieten- 
den reducirt  werden  kann.  Sn. 


S.  J.  Baskakoff.      Ueber  eine  Methode,  Zahlidentitäten 
zu  finden,  und   ihre  Anwendung  auf  die  Theorie   der 

Zahlenfunctionen.     Mosk.  S.  X.  Lief.  3.  (Rassisch). 

In  dieser  Abhandlung  werden  die  Formeln  von  Liouville  be- 
wiesen, die  er  in  zwölf  Artikeln:  „Sur  quelques  formules  generales, 
qui  peuvent  etre  utiles  dans  la  theorie  des  nombres"  (Journal 
des  math^matiques,  1858  et  1859)  gegeben  hat.  Ty. 


A.  Berger.      8ur  quelques   applications  de   la  fonction 
Gamma  k  la  theorie  des  nombres.    Upsala.   E.  Berling. 

In  den  einleitenden  Paragraphen  werden  die  bekannten 
Grundeigenschaften  der  Gammafunction,  ihrer  logarithmischen  Ab- 
leitung und  der  Stirling'schen  Reihe  entwickelt.    Aus  diesen  er- 
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^iebt  sich  eine  grosse  Zahl  von  Lehrsätzen  über  die  mittleren 
Werte  solcher  Quotienten,  deren  Zähler  zahlentheoretische  Func- 
tionen des  Nenners  sind.  Als  solche  Functionen  werden  zu- 
Däebst  allgemein  die  symmetrischen  Functionen  der  Divisoren 
eioer  ganzen  Zahl  betrachtet;  sodann  speciell  deren  Anzahl, 
Sttmine,  Summe  der  Reciproken,  Summen  von  graden  oder  un- 
graden  Potenzen  dieser  Reciproken,  Summe  der  Logarithmen, 
Fanctionen  von  der  Form  la'  und  Sxa"^,  u.  s.  f.  Die  gefundenen 
Sätze  sind  folgender  Art:  „Die  Summe  der  Divisoren  einer  ganzen 
Zahl  ist  im  Mittel  y^n^msA  so  gross,  als  die  Zahl  selbst.'*  Oder: 
ySiod  d,,  d,,...,(ln  alle  Teiler  einer  ganzen  Zahl  und  a  eine 
positive  Grösse,  kleiner  als  Eins,  so  ist  die  Summe 

d,  .  a^^'+rf,  .  a*^  +  •  •  •  +  rf„  .  a^n 

im  Mittel  gleich  -; ."  u.  dgl.  m. 

1 — a 

Die  folgenden  Abschnitte  behandeln  die  Reste,  welche   bei 

der  Division  einer  ganzen  Zahl  durch  alle  kleineren  Qbrig  bleiben. 

Z  B,:    „Das  arithmetische  Mittel  dieser  Reste  ist  dasfl — ^)- 

iaebe  der  Zahl  selbst."    Oder:  „Bringt  man  die  Grössen 

fr  fr  ^l-f 

auf  die  Form : 

ganze  Zahl  +  Bruch, 

wobei  s  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist  die  mittlere  Summe 
aller  dieser  Brtlche  fttr  n=oo 

n2.        g.(2^'-^-l)2(7ry* 

(2«)! 
wo  B,  die  «*•  BernouUi'sche  Zahl."  Sn. 


David.     Applications   de    la   d^rivation  d'Arbogast  k  la 
Solution    de   la    partition    des    nombres   et  ä  d'autres 

problämes.    R^sal  J.  (3)  VIII.  61-72. 
Eine  Methode  zur  Entwickelung  von 

Foitsehr.  d.  Matb.  XIV.  1.  9 
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nach  ganzen  Potenzen  von  Xj  welche  bisher  nur  von  Lacroix 
reproducirt  und  verwandt  worden,  findet  neue  interessante  An- 
wendungen auf  eine  Reihe  von  zahlentheoretischen  und  algebrai- 
sehen  Problemen,  z.  B.  auf  die  Darstellung  der  Discriminante 
einer  Gleichung,  der  Eliminationsresultante  von  zwei  Gleichungen, 
auf  die  Umkehrung  der  Reihen.  Es  wird  gezeigt,  wie  man  alle 
ganzzahligen  Lösungen  der  bekannten  Gleichung 

sofort,  ohne  Rechnen  und  ohne  Probiren,  hinschreiben  kann. 
Endlich  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  eine  besondere  Darstellung 
der  ßernoulli'schen  Zahlen,  z.  B.  der  dritten: 


2 

0 

0 

0 

0 

3 

3.2 

0 

0 

0  • 

B                     ' 

4 

5 

4.3 
5.4 

4.3.2 
5.4.3 

0 
5.4.3.2 

0 

'        2».3'.4\ö'.6'.7 

0 

6 

6.5 

6.5.4 

6.5.4.3 

6.5.4.3.2 

7 

7.6 

7.6.5 

7.6.5.4 

7.6.5.4.3 

deren  Gesetz  einleuchte 

t. 

Sn. 

Ch.  Meray.     Solution  du  problfeme  gdnöral  de  l'analyse 
indetermin^e  du  premier  degre.    c.  R.  xciv.  iiOT-iiGO. 

Ein  System  von  m  ganzzahligen  Gleichungen  ersten  Grades 
mit  n  Unbekannten  (n  _^m)  sei  vorgelegt;  alle  Systeme  von 
ganzzahligen  Lösnngen  zu  finden.  Es  wird  nur  die  Form  der 
allgemeinen  Auflösung  gegeben  und  die  genauere  Analysis, 
welche  auch  die  Ermittelung  der  in  dieser  enthaltenen  Constanten 
ermöglichen  soll,  versprochen.  Sn. 


MoRET  -  Blanc.      Demonstration     des     propositions     de 

M.    Lionnet.     Nouv.  Ann.  (3)  I.  357-365. 

Es  werden  einige  diophantische  Gleichungen  mitgeteilt,  welche 
nur  triviale  Lösungen  zulassen,   z.  B.  soll   die  Summe  von  auf 
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einander  folgenden  Quadraten  ungrader  Zahlen  nie  eine  Trigonal* 
zahl  ergeben,  und  ähnliches.  Sn. 


W.  DüRFEE.     Note  on  8ome  properties  of  the  numerical 

Solutions    of    ax^—y^  =  —  1.     J.  Hopklos  Circ.  1Ö82.  78. 

Wenn  man  die  ganzzahligen  Lösungen  der  obigen  Gleichung, 
der  Grösse  nachgeordnet,  mit  a?,,y, ;  x^^y^;,,,  bezeichnet,  so  ist 

ax^Xn^t—ynyn+t  =  —yt' 

Sn. 


F.  ViLLiCüs.      Ueber  ganzzahlige  Verlialtnisgruppen    in 
der  Alligationsrechnung.    z.  f.  Realsch.  vil.  213-221. 

Nachweis,  dass  die  Aufgaben  der  Mischungsrechnung  mit 
Vorteil  auf  die  Lösung  einfacher  diophantischer  Gleichungen 
zQrückzufQhren  seien.  Gr. 


J.  Hermes.      Gleichungen    ersten    und   zweiten   Grades 
schematisch  aufgelöst  in  ganzen  Zahlen.  Leipzig.  Teuboer. 

Eine  Zusammenstellung  der  Regeln,  welche  zur  kürzesten 
Berechnung  der  Lösungen  von  diophantischen  Gleichungen  ersten 
and  zweiten  Grades  erforderlich  sind.  Die  Beweise  sind  in 
einem  Anhange  nur  angedeutet;  als  Zweck  der  Arbeit  erscheint 
die  wirkliehe  Ausführung  der  Rechnungen,  welche  denn  auch 
durch  zahlreiche  Beispiele  illustrirt  ist.  Den  Rechnungen  ist  die 
Kettendivision  durchgängig  zu  Grunde  gelegt.  Die  Gleichungen 
ersten  Grades  finden  durch  die  Aufsuchung  der  Näherungswerte 
eines  Kettenbruehs  in  bekannter  Weise  ihre  Erledigung,  während 
denen  des  zweiten  Grades  zunächst  drei  Specialfälle: 

Bxy  +  Cx+Üy  +  F=  0, 

x'±Py  +  R  =0, 
ax'-\'  2bxy+a^y'  =  t 

9* 
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vorangeschickt  werden.  Die  Analyse  ist  mit  besonderem  Augen- 
merk auf  die  Erschöpfung  aller  erdenklichen  Fälle  durchgeführt; 
im  Laufe  derselben  finden  sich  speciell  sieben  Fälle  hervorgehoben, 
in  welchen  die  allgemeine  diophantische  Gleichung  zweiten  Grades 

Ax^-\-Bxy+  Cy^+Dx-\-Ey  +  F=  0 
keine  oder  nur  triviale  Lösungen  erlaubt.  Sn 


Pepin.     Sur  le  problfeme  de  former  un  carr^  en  ajoutant 
un  cube  ä  un  nombre  donn^.    Brux.  s.  Sc.  vi.  B.  86-100. 

Verallgemeinerung  der  Sätze  von  Jonquiöres  (Nouv.  Ann.  (2) 

XVIL  374,  siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  145).    Zur  Charakterisirung 

mögen   zwei   Beispiele   angefahrt   werden:    I.    Die    Lösung    der 

Gleichung  x^-\'a  =  y^  in  ganzen  Zahlen   ist   unmöglich,    wenn 

o  ~  c'— 4^*6',  wo  b  und  c  zwei  ungrade,  positive  oder  negative, 

Zahlen  bezeichnen,    von  denen   die  erste  keinen  Teiler  von  der 

Form 

8/+1,  8/  +  3,  8M-7  für  a  =  1, 

von  der  Form 

8/  +  3,  8/  +  5,  8/  +  7  ftir  a>l 

hat.  II.  Wenn  6  relativ  prim  zu  10  ist,  und  keinen  Factor  von 
der  Form  20/+ 11  enthält,  und  wenn  a  =  32(2rf+  1)'— 56'  ist, 
so  giebt  es  für  x^-^-a  =  y'  keine  Lösung  in  ganzen  Zahlen. 

Mn.  (0.). 

S.   Günther.      üeber   einen   Specialfall    der    Peirschen 

Gleichung.    Bair.  Bl.  XVIL  19-24. 

Theon  Smyrnaeus  ist,  wie  aus  seinem  mathematischen  Com- 
mentar  zu  Platon's  Werken  erhellt,  mit  folgenden  Relationen 
vertraut : 

2.r~l  =  1',     2.5'- l  =  1\ 
2.29'— 1  =  4\\    2.169'— l  =  239',...; 

man  muss  also  annehmen,  dass  er  die  PelFsche  Gleichung 

2x'— 1  =  y' 
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ZU  lösen  verstanden  habe.  Es  erhebt  sieb  die  Frage,  wie  er 
dazu  gekommen  sei,  und  als  ein  Weg,  der  ihn  möglicherweise 
za  seinen  Resultaten  führen  konnte,  sich  auch  vollständig  innerhalb 
der  der  unbestimmten  Analytik  des  Altertums  gezogenen  Grenzen 
hält,  ma^'  der  folgende  gelten.     Aus 

q  p 

fol^t,  wenn  p*+2pg— ^^  =  5'  gesetzt  wird, 


4q'-{-zÄ^2q  \^2q'-h&  -  4q'—z±4q  V2q'  +  ^ 

X  = ,  y  =: 

z  z 

Sobald  nun  für  s  =  1  irgend  eine  Zahl  q  bekannt  ist,  für  welche 
2q^i-z  ein  vollkommenes  Quadrat  wird,  liefert  diese  Lösung  eine 
QDendliche  Anzahl  gauzzahliger  Werte  für  x  und  y.  Ebenso 
wird  die  Auflösung  der  allgemeineren  Gleichung 

durehgefttbrt.  Diese  elementare  Methode  ähnelt  derjenigen,  deren 
<ich  nach  Paul  Tannery's  Ansicht  Archimedes  bei  der  Behand- 
iimg  der  Gleichungen 

3x'qpi  =y' 
bedient  haben  soll.  Gr. 


S.  Realis.     Solution  d'uiie  question  (58).    Math.  ii.  64-67. 

Lösung  der  Gleichung 

X'J\-Y'  +  Z'  =  K{x'+y'  +  z'),         /f  =  7, 19,67,... 

in  ganzen  Zahlen.  Mn. 

Th.  Pepin.     Nouveaux  th^orfemes  sur  Tequation  ind^ter- 
min6e  ax^+by*  =  a\    0.  R.  XCIV.  122-124. 

Eine    Fülle    neuer    Fälle    wird    mitgeteilt,    in   welchen    die 
obige  diophantische  Gleichung  unlöslich  sein  soll. 

8n. 
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A.  N.  Korkin.     Ueber  die  Unmöglichkeit  der  Gleichung 
a?*'+y"+js"  =  0  durch  ganze  Functionen  zu  genügen. 

MoBk.  S.  X.  Lief.  1.  (RoBsiech). 

Von  der  im  Titel  bezeichneten  Unmöglichkeit  wird  hier  ein 
Beweis  gegeben.  Ty. 

A.  Cayley.     Note  on  the  standart  sohitions  of  a  system 
of  linear  equations.    Quart  J.  xix.  38-41. 

„Norniallösungen"  für  ein  System  von  linearen  homogenen 
Gleichungen,  deren  Anzahl  geringer  ist  als  die  der  Unbekannten, 
construirt  Herr  Cayley  folgendermassen:  Den  Unbekannten  wird 
eine  Reihenfolge  gegeben  rc,,  x,,  x, ,...;  als  erste  Lösung  gilt 
diejenige,  bei  der  möglichst  viele  der  ersten  auf  einander  folgen- 
den X  gleich  0  sind,  während  die  nächste  Unbekannte  gleich  1 
gesetzt  wird;    etwa 

X^    =   3?2    ^^    •''3    ^    ^4    ^^    •''5    ^^    ^6    ^    ^ ' »      «^7    ^^^     1  ,  .  . .  . 

Als  zweite  Lösung  gilt  die,  bei  welcher  x^  =0  ist,  möglichst 
viele  der  ersten  auf  einander  folgenden  x  gleich  0  werden,  und 
das  erste  nicht  verschwindende  gleich   I  ist,  also  etwa 

X,     =    3"jj     =^   X^     ^^    ^i     ==    ^^>     ^5     =^     Ij      ^ti     ^^    ?äJ      ^7    ^^     1,...    . 

FUr  die  nächste  Lösung  wird  x,^  =  0,  x^  =  0  gefordert;  ausser- 
dem sollen  möglichst  viele  der  ersten  <iuf  einander  folgenden  x 
gleich  0,  und  das  erste  nicht  verschwindende  gleich  1  sein,  also  etwa 

x^    =  X.,  =  x,   =  0;    X^   =:   \^    X^   =  0,   X     =  $'^,    X,  =  (),... 

u.  8.  w.  Aus  diesen  Lösungen  lässt  sich  jede  Lösung  des  Systems 
zusammensetzen.  Es  wird  eine  Anwendung  auf  die  Berechnung 
einer  Semiinvariante  gegeben.  No. 


H.  ScHEKFLER.  Die  magischen  Figuren.  Allgemeine 
Lösung  und  Erweiterung  eines  aus  dem  Altertume 
stammenden   Problemes.    Leipzig.  Teuboer. 

Die  geschichtliche  (Einleitung  zu  dieser  Schrift  ist,   da  der 
Verfasser  nur  das   KlUgersche  Wörterbuch  zur  Richtschnur  gc- 
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ooiumeo  und  von  späteren  Bearbeitungen  des  Problems  keine 
Notiz  genommen  zu  haben  scheint,  etwas  mager  ausgefallen;  so 
wörde  wohl  auch  die  Behauptung  (S.  5),  dass  man  bisher  das 
.Tolikommene^  magische  Quadrat  (bei  welchem  nicht  nur 

2:  aij,    (t=l,  2, ...,«)      und     2!  ak,i    (ä  =  1,  2, ...,  fi) 

einander  gleich,  sondern  auch 

2'öt,,+i-i     (t  =  1,  2,...,«)     und  2:ai,k\i-i    (ä  =  1,2,...,«) 

den  nämlichen  Wert  haben  sollen,  wie  die  beiden  ersterwähnten 
Summen)  viel  zu  wenig  gewürdigt  habe,  kaum  aufgestellt  worden 
sein,  wenn  der  vorhandenen  Literatur  etwas  mehr  Beachtung 
geschenkt  worden  wäre.  Hat  doch  schon  der  Byzantiner  Moscho- 
jmlos,  um  diesen  allgemeinen  Uiagonalreihen  gerecht  zu  werden, 
den  zuerst  bei  ihm  vorkommenden  Begriff  des  cyklischen  Anein- 
aoderreibens  aufgestellt.  Diese  Bemerkungen  beabsichtigen  jedoch 
io  keiner  Weise,  die  Verdienstlich keit  dieser  umfassenden  und 
ireistvollen  Neubearbeitung  einer  altehrwUrdigen  Aufgabe  zu 
schmälern,  vielmehr  behalten  die  Methoden  des  Verfassers,  wenn- 
schon sie  stellenweise  mit  den  von  Hügel,  Frost  u.  A,  angewand- 
ten tibereinstimmen,  ihren  vollen  und  selbständigen  Wert.  Eine 
Eigentümlichkeit  der  Schrift  ist  es,  dass  die  Kegeln  zur  Con- 
straction  der  magischen  Figuren  für  sich  vorgetragen  sind, 
während  die  Beweise  in  einem  besonderen  Anhang  vereinigt 
werden.  Zur  Darstellung  der  Zauberquadrate  mit  ungrader  Zellen- 
ahl  »'  dient  die  folgende  elegante  Vorschrift:  Man  wähle  vier 
willkflrliche  ganze  Zahlen  a,  6,  a',  b*  von  der  Beschaffenheit,  dass 
jede  von  ihnen,  sowie  jede  der  fliuf  Verbindungen  ab^  —  a'b^ 
a-[-o',  6-J-6',  a  —  a\  b-^b*  relativ  prim  zu  n  (event.  auch  =  I) 
sei«  und  bilde  aus  denselben  die  nachstehenden  Werte: 


1+O.a'           fO.fc'w 

Ji(a+0.aO        +  (6+0.6')« 

l  +  l.a'          +1.6'/i 

^l+(a+l.a')        +(6+1.6')« 

H2.a'         +2.6'« 

.  l+(a+2.a')        +(6+2.6')w 

etc.  bis  zu 

i  etc.  bis  zu 

li(ii-1).a'+(«-l).6'w, 

(l+(a+(n-l)a')4(6-|-(«-l)6')n, 
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H-(2a+O.a0         +(2b\-0Myt 

l  +  (2a+l.tf')        4(26-f-l.^'> 

\+(2a+2.a')        +(264-2.6> 

etc.  bis  zu 

l+(2a+(«-iy)  I  (26+(w~l>')w..., 

1  -\-  ((«- 1  )a  4-  O.a')  -f  ((«  -  1  )6  ^ 0.6')w 

1-}  ((«— 1>+I.a')  +((«-!>  fl.6> 

1  +((w-  l)rt  -1-2.«')  4-  ((w  -  \)b+2,hyt 
etc.  bis  zu 

Jede  dieser  Zahlen  ist  ein  Trinom  von  der  Form  (1-f  c  +  d«). 
Statt  der  Coefficienten  c  und  d  nehme  man  nun  deren  kleinste 
positive  Reste  nach  w,  und  zwar  mit  Einrechnung  von  0,  aber 
mit  Ausschluss  von  ti;  dann  lassen  sich  die  so  erhaltenen  Zahlen 
sofort  in  ein  magisches  Quadrat  von  n*  Zellen  einordnen.  Diese 
Lösung  umschliesst,  wie  ersichtlich,  alle  möglichen  Lösungen  aus 
früherer  Zeit,  und  es  ist  deshalb  nicht  zu  verwundem,  dass  mehrere 
ältere  Regeln  als  Corollare  aus  der  Scheffler'schen  hervorgehen. 
Wenn  n  dagegen  eine  grade  Zahl  ist,  so  können  die  fünf  Zahlen 
a,  6,  a',  b\  ab^—a'b  nicht  mehr  sämmtlich  mit  n  teilerfremd  sein, 
und  damit  ist  in  diesem  Falle  die  Anwendbarkeit  der  bisher 
massgebend  gewesenen  Sätze  ausgeschlossen.  Deshalb  füllt  der 
Verfasser  jetzt  das  Quadrat  mit  diagonalen  Doppelzügen  aus, 
welche  er  ,,Kreuze"  nennt,  und  begründet  auf  diese  ein  halb 
und  halb  geometrisches,  aber  ebenfalls  völlig  allgemeines  Ver- 
fahren. Diese  Kreuze  geben  Veranlassung  zur  Bildung  gewisser 
Specialfiguren,  der  „Zwillinge'',  „Drillinge'*,  „Vierlinge".  Weiter 
erhalten  wir  eine  Auflösung  durch  Coordinaten,  welche  sich  aber 
wesentlich  mit  der  Hugerschen  Methode  deckt;  man  bildet  zuerst 
eine  „magische  Coordinatentafel"  und  eine  „Ortstafel"  und  setzt 
aus  diesen  beiden  nachher  das  gewünschte  Quadrat  zusammen. 
Nachdem  sodann  noch  die  bereits  von  Michael  Stifel  behandelte 
Aufgabe  erörtert  ist,  ein  gegebenes  Quadrat  so  zu  „rändern", 
dass  auch  dem  neuen  grösseren  Quadrate  die  Eigenschaft,  ein 
magisches  zu  sein,  gewahrt  bleibt,  wendet  sich  der  Verfasser  zur 
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Construction  magischer  Polygone  und  betritt  damit  ein  Gebiet, 
welches  vor  ihm  noch  gar  nicht  bebaut  war;  nur  das  mit  wenigen 
Worten  abgemachte  magische  Rechteck  hatte  sich  vorher  schon 
Harmuth  zum  Studienobjecte  ersehen.  Man  denke  sich  ein 
regelmässiges  Vieleck,  umgeben  von  einer  Reihe  anderer  Vielecke 
von  gleicher  Seitenzahl  und  in  ähnlicher  Lage;  dann  soll  eine 
gewisse  Menge  ganzer  Zahlen  so  auf  den  Umfangen  dieser  Viel- 
ecke verteilt  werden,  dass  stets  die  nämliche  Summe  heraus- 
kommt, man  mag  von  jeder  beliebigen  Seite  die  darauf  stehen- 
den Zahlen  zusammen  addiren.  Nachfolgend  sehen  wir  ein 
magisches  Dreieck  und  ein  magisches  Fünfeck  vor  uns. 

1. 


3.  6.     10.    24.     27. 
18.    20.    9.    11.   21.    2. 

22.  15.  16.  17.  8.  5. 

4.  7.  12.  13.  28. 

1.  19.  14. 
25. 


28.    26. 

10.      15.      11. 

25.        18.        17.       27. 

4.       12.       6.       13.       3. 

29.    19.  21.   22. 

9.     14.  20.  11.     7. 

24.  31. 

2.  30.  8.  23.  5. 


Für  das  Dreieck  liefert  Umlauf  L: 

26+3+6+10+24+27  =  27+2+5  +  23+14+25 
=  25+1+4+22+18+29  =  96, 
Umlauf  II. : 
20+9+11+21  =  21+8+13+19  =  19+7  +  15+20  =  61. 

Ffir  das  Ftinfeck  liefert  Umlauf  I.: 

1+28+10+25+4  =  4+29+9+24+2  =  2+30+8+23+5 
=  5+31+7+22+3  =  3+27  +  11+26+1  =  68, 

Umlauf  II. : 

15+18+12  =  12+19+14  =  14+20  +  li  =  11+21  +  13 

=  13+17  +  15  =  45. 

Diese  Untersuchungen  über  magische  Vielecke  bilden  unstreitig 
ein  neues  und  schönes  Gapitel  der  angewandten  Zahlentheorie. 
Endlich  kommt  noch  der  vollkommene  magische  Würfel  an  die 
Reihe;  die  Methoden,  welche  zu  dessen  Construction  angewendet 
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werden ,  bestehen  durchweg  in  Verallgemeinerungen  derjenigen, 
welche  sich  bereits  in  der  Ebene  bewährten;  ja  es  würde  offen- 
bar möglich  sein ,  ohne  Veränderung  des  Grundgedankens  die 
Lösung  auch  auf  ein  Gitter  von  beliebig  viele»  Dimensionen  aus- 
zudehnen.  In  dieser  Gonsequenz  liegt  einer  der  Hauptvorztigc 
der  Scheffl er  sehen  Theorie. 

Anhangsweise  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  gewöhnlich  nur 
als  eine  etwas  abstruse  Verstandesübung  aufgefasste  Lehre  vom 
magischen  Quadrat  in  der  Gombinatorik  nicht  selten  eine  zweck- 
mässige Verwendung  findet.  Da  ferner  jedes  Element  eines 
solchen  Quadrates  als  eine  Summe  von  der  Form  (^  +  y)  be- 
trachtet wird,  so  liegt  es  nahe,  zu  untersuchen,  ob  nicht  auch 
die  Substitution  (x-\-tji)  sich  mit  Erfolg  durchführen  Hesse.  Es 
ist  damit  für  die  bekannte  graphische  Darstellung  der  complexeu 
Zahlen  die  Möglichkeit  gegeben,  ihren  ohnehin  schon  so  reichen 
Wirkungskreis  noch  mehr  zu  erweitern.  Gr. 


Tu.  Harmuth.      lieber  polydimeiisionale  Zahlenfiguren. 

Hoppe  Arcb.  LXIX.  90-108 

Der  Herr  Verfasser  dehnt  seine  früheren  Untersuchungen 
über  magische  Rechtecke  und  l^arallelepipeda  nunmehr  auch  auf 
den  Raum  von  mehr  als  drei  Dimensionen  aus.  (Vgl.  F.  d.  M. 
XII.   1881.   145,   14(i.)  Sn. 

iJeweisc  weiterer  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben 
i\m  der  Zahlentheorie  von  RIorkt- Hlanc,  Lionnet, 
S.  Makks,  T.  ÄIlih,  IL  L.  ükchakd,  E.  Ruttek, 
G.  IIeppel,  G.  Eastwooi),  Mouth,  G.  K.Walker, 
K.  Gale,  W.  A.  Whitworth,  Sylvester,  W.  J.  C. 
Sharp,  U.  Bickerdike,  W.  B.  Grove,  B.  Easton, 
E.   BucK,    \V.  W.  Taylor    finden    sich    Nouv.  Ann.  (3)  \. 

47r>-47r>,  4711-478;    Ed.  Times  XXXYL   24-2;'),   42-43,  48,   r,0.67,   <)7.1W, 
117-118;   XXXVIl.  24-2;'),  27,  41,  i^b-:>fo,  101-102. 
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Capitel  2. 
Theorie  der  Formen. 

PoiNCARÄ.     Sur  une  extension  de  la  notion  arithinetique 
de  genre.    C.  R.  xciv.  67-69,  124-127. 

Die  6au88*sche  EiDtcilung  der  binären  quadratischen  Formen 
nach  Ordnungen  und  Geschlechtern,  die  dann  von  Eisenstein  auf 
die  quadratischen  ternären  Formen  übertragen  wurde,  wird  hier 
auf  beliebig  hohe  Formen  mit  beliebig  vielen  Variabelu  ausge- 
dehnt mittels  der  beiden  Definitionen: 

„Zwei  algebraisch  äquivalente  Formen  gehören  derselben 
Ordnung  au,  wenn  für  beide  der  grösste  gemeinsame  Teiler  ihrer 
Coefficienten  der  gleiche  ist,  und  das  Nämliche  auch  statt  hat 
för  die  Coefficienten  ihrer  sämmtlichen  invariantiven  Bildungen, 
gleichgültig  ob  alle  diese  Formen  mit  oder  ohne  Polynomial- 
eoefficienten  geschrieben  werden.'' 

„Zwei  solche  Formen  gehören  demselben  Geschlecht  an, 
wenn  sie  „nach  irgend  einem  Modul  äquivalent'^  sind,  d.  h.  wenn 
es  eine  gauzzahlige  lineare  Substitution  der  Variabein  giebt,  deren 
Determinante  in  Bezug  auf  jeuen  xModul  congruent  Eins  ist,  und 
welche  beide  Formen,  abgesehen  von  jenem  Modul  in  einander 
überführt".  Als  erstes  Grdnuugs-Beispiel  dienen  die  quadrati- 
schen Formen  mit  n  Variabein.  Es  werden  drei  „Orduungs- 
eharactere**  aufgestellt,  die  sich  alle  auf  die  Determinante  //  der 
Form  stützen,  von  denen  z.  B.  der  erste  aus  den  grössten  ge- 
meinsamen Teilern  aller  Unterdeterminanten  (von  J)  derselben 
Ordnung  besteht.  Damit  dann  zwei  gegebene  Formen  von  der- 
selben Ordnung  seien,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass 
zwei  der  Ohara ctere  für  beide  Formen  dieselben  sind. 

Zweitens  werden  die  cubischen  binären  Formen  in  Ordnun- 
gen eingeteilt.  Hier  giebt  es  einen  einzigen  Ordnungscharacter, 
bestehend  aus  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  der  Coefficienten 
der  Form,    sowie    ihrer    Hesse^scheu,    einmal    mit,    einmal    ohne 
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Binomial-Coefficienten  geschrieben,  also  im  Ganzen  aus  vier 
Zahlen. 

Als  erstes  Beispiel  für  die  Geschlechtsdefinition  werden 
wiederum  die  quadratischen  Formen  mit  n  Variabein  untersucht. 
Weiss  man  von  zwei  solchen  Formen  nur,  dass  sie  derselben 
Ordnung  angehören  und  die  gleiche  Determinante  J  besitzen,  so 
müssen  sie,  um  auch  demselben  Geschlecht  anzugehören,  nach 
irgend  einer  Potenz  der  ungraden  Primfactoren  von  z/,  sowie 
nach  irgend  einer  Potenz  der  Zahl  Zwei  äquivalent  sein.  Für 
das  Erstere  werden  die  Bedingungen  allgemein  angegeben,  fUr 
das  Letztere  beschränkt  sich  der  Verfasser  auf  ein  Beispiel. 

Als  letztes  Beispiel  dienen  wieder  die  cubischen  binären 
Formen,  von  denen  vorläufig  mitgeteilt  wird,  wie  sie  sich  in 
Geschlechter  bezüglich  der  Moduln  2,  3  und  5  verteilen.  Die 
Wichtigkeit  dieser  Ausdehnungen  braucht  wohl  kaum  bemerkt 
zu  werden.  My. 


G.  Battaglini  e  F.  Brioschi.  Relazione  sulla  memoria 
del  Prof.  R.  de  Paolis:  ^Sulla  espressione  di  una 
forma  binaria  di  grado  n  con  una  somma  di  potenze  n*"". 

Rom.,  Acc.  L.  (3)  VI.  165. 

Die    Besprechung    wird    nach    dem   Erscheinen    der   Arbeit 
selbst  erfolgen.  0. 


Hermes.    Ein  Algorithmus  zur  Behandlung  quadratischer 

Formen.     Hoppe  Arch.  LXVIIl.  432-439. 

Geht  die  binäre  Form  (a„_i,  6„_t,  o„)  in   bekannter  Weise 
durch  die  Aequivalentsubstitution  f     m  )   ^"     ^^^    benachbarte 

(Un,  b„,  a„^i)  über,  so  kann  man  den  dritten  Coefficienten  a,^.i  ent- 
weder mit  Hülfe  der  Determinante  D  der  ursprünglichen  Form 

hl  —  D 
durch  — "-     -  oder  mit   Benutzung  der  Substitutionscoefficienten 
an 
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durch 

darstellen.     Dies  letztere  kann  man  auch  schreiben: 

wo 

r,  =  2m«  — öncJii?     m„  =  —bn-u 
Es  kann  also  r,  als  Rest  einer  Division  aufgefasst  werden,  bei 
welcher  a^  der  Divisor  und  d„  der  Quotient  ist,  der  ja  bekannt- 
lich den  Wert    d„  =  ^'*^*~^"  besitzt. 

a« 

Darauf  gründet  sich  ein  von  numerischen  Ausrechnungen  be- 
gleiteter Algorithmus,  der  hier  eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  die 
Kettendivision  bei  den  linearen  diophantischen  Gleichungen. 

My. 


H.  Weber.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  eigentlich 
primitive  quadratische  Form  mieiidlich  viele  Prim- 
zahlen darzustellen  fähig  ist.    Klein  Aod  XX.  301-330. 

Wie  der  Herr  Verfasser  einleitend  bemerkt,  hat  Dirichlet 
seine  Methoden  zum  Beweise  des  Satzes,  dass  jede  arithmetische 
Reihe  unendlich  viele  Primzahlen  enthält,  auf  quadratische  Formen 
mit  regulärer  negativer  Determinante  angewandt.  Hier  werden 
nun  jene  Methoden  auf  quadratische  Formen  ohne  jede  Ein- 
schränkung ausgedehnt  und  der  Beweis  in  übersichtlichem  Zu- 
sammenhange vollständig  dargestellt.  Die  h  Glassen  von  eigent- 
lich primitiven  quadratischen  Formen  einer  bestimmten  nicht 
quadratischen  Determinante  D  werden,  im  Hinblick  auf  die  von 
Gauss  gegebenen  Gesetze  der  Gomposition,  als  Elemente  einer 
AbeFschen  Gruppe  vom  Grade  h  betrachtet;  die  H Ulfssätze  über 
Gruppen  (und  Charaktere)  finden  sich  in  einem  besonderen,  vor- 
angeschickten Paragraphen.  Den  ^Keru  des  Beweises  ^'bildet,  wie 
bei  den  entsprechenden  Untersuchungen  Dirichlet's,  nur  dass  grade 
dieser  Punkt  früher  nie  völlig  erledigt  wurde,  der  Nachweis, 
dass  gewisse  Reihen  für  ein  gegebenes  Argument  einen  bestimm- 
ten Grenzwert  haben  sollen;  speciell,  es  sollen  die  Summen: 
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l(ax:'+2bxy-\-cy')    __  ji_ 
-^  {ax'+2bxy+cy'y^if       q' 

für  Q  =  0  und  irgend  ein  endliches  g  endliche  Grenzwerte  haben. 
Falls  b^—ac  negativ  ist,  müssen  x,  y  alle  positiven  und  negativen 
ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme  der  Wertcombination  0,  0  durch- 
laufen, während  für  ein  positives  b*—ac  die  Variabein  x,  y  alle 
ganzzahligen  Werte  annehmen,  welche  den  Bedingungen  ge- 
nügen: 

y>(),  x:>yy, 

wo  y>/^>a,  wenn  a,  ß  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

ax'-\-2bx+c  ==  0 

sind;  o>0.  Die  Erledigung  dieses  Hauptpunktes  geschieht  durch 
Anwendung  von  zweifach  unendlichen  Thetareihen,  gemäss  einer 
Angabe  des  Herrn  Dedekind;  und  zwar  fand  sich  die  anzuwen- 
dende Formel  für  den  Fall  negativer  Determinanten  bereits  bei 
Rosenhain,  während  für  positive  eine  analoge  erst  noch  zu  ent- 
wickeln war.  In  einem  Schlussparagraphen  werden  die  Formen 
zweiter  Art  und  die  quadratischen  Determinanten  einfach  erledigt. 

Sn. 


Th.  Pepin.     Sur  la  Classification  des  formes  quadratiques 

binaires.     Rom.,  Acc.  P.  d.  N.  L.  XXXIII.  IS81.  354-391. 

Beziehungen  der  Classenzahl  für  eigentlich  primitive  und 
derivirte  Formen.  Lehrsätze  über  irreguläre  Determinanten;  z.  B.: 
ist  D  eine  solche,  und  ist  p  ihr  Irregularitätsexponent,  so  ist 
auch  Dtfi^  irregulär  und  der  Irregularitätsexponent  durch  p  teil- 
bar. Der  Herr  Verfasser  erledigt  einen  Zweifel  von  Gauss, 
(D.  A.  art.  306.  VlIL),  ob  es  Determinanten  unter  —  lOOOO  gebe, 
deren  Irregularitätsexponent  grösser  als  3  sei,  durch  den  Nach- 
weis, es  habe  —6075  =  —  243.25  den  Irregularitätsexponenten  9. 
Auch  giebt  er  Methoden,  um  Determinanten  mit  vorgeschriebenen 
Irregularitätsexponenten  zu  bilden.  Sn. 
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A  Berger.     Sur  une  application  des  nonibres  des  classes 
des  forraes  quadratiqiies  binaires  pour  un  döterminant 

n^gatif.     Upsala,  Berliog. 
Der  Verfasser  legt  seiner  Untersuchung  den  Ausdruck 

ZU  Grunde,  wo  r„  =  (—!/*'"-'  ist  (unter  \x\  die  grösste  in  x 
enthaltene  ganze  Zahl  verstanden),  dem  er  nach  mannigfaltigen 
Umformungen  die  Gestalt  giebt: 


+  ^  j^,    \l4p        p  J       I4p      '      4  V   Jr 

P  ist  eine  positive,  ungrade  Primzahl. 

Hier  wird  die  Grösse  — gemäss  der  Gleichung  umgewandelt: 

p      L  p  J      p  ' 

wo 

Ä'  ^  Pk  (med.  p). 

/  ^  \ 
Führt  man  noch  das  Legendre'sche  SymboH — j   ein,  so  ge- 
langt man  zu  der  bemerkenswerten,  mit  dem  Ausdruck  für  S„^  zu 
combinirenden  Hfilfsgleichung 

wo 

£s  werden  vier  Fälle  unterschieden: 

p=1  (mod.  4)       I.  05^m<p,         IL      p^w"^4p— -1, 
p  =  3(mod.  4)    III.  Oi,w<3p,      lY.  3prw'w^4p  — 1. 
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Für  den  ersten  z.  B.  erhält  dann  S,,,  die  elegante  Darstellung 

S„=  +1+2   Z     (-)• 

4 

und  ähnlich  in  den  drei  anderen  Fällen. 

Die  Grössen  S  lassen  sich  nun  ganz  und  linear  durch  h\ 
und  K^  ausdrucken,  d.  h.  durch  die  Glassenzahlen  der  quadrati- 
schen primitiven  Formen  erster  Art  von  der  Determinante  — p, 
resp.  — 2p.    So  z.  B.  erhält  man  fiir  p^l  (mod.  8) 

^0   ^^   1+^1 1   ^p  =  — 1  +  ^n   ^'P  "=  — 1  —  ''^i?    ^3/)  =  — 1— Ä'p 
*S> -i  ^^   l+Äi+Ä'2'   "^Hy-i  =  — 1 — Ä",,  ^ry-i  =  — l~{-K^-{-K^^ 

Slp—lj    =    — 1 — Ä",. 

Diese  Formeln  gestatten  folgende  Anwendung: 

Bezeichnet  man  mit  Q{x)  die  grösste  ganze  in  x  enthaltene 
Quadratzahl,  so  lässt  sich  der  ursprüngliche  Wert  für  8»^  leicht 
auch  so  schreiben: 

S,n   =*if(--l)Q[HA-l)p+m], 

Dann  ist  z.  B.  in  den  eben  angeführten  Formeln  folgender  Satz 
enthalten : 

^Unter  den  p  Quadratzahlen 

(?(0)  (>(4p)  (?(8p)...  (?[4(p~l)p] 


giebt  es 


p+I+üf,  p+l     p+\+K,     p+l~2ür, 


2    '  2  '    2    '    2 

grade  Zahlen,  je  nachdem 

p  =  1,  3,  5,  7  (mod.  8)." 

Aus  der  Eigenschaft  von  K^  und  AT,,  wesentlich  positiv  zu 
sein,  erhalten  diese  Sätze  noch  nähere  Bestimmungen,  deren  reip 
arithmetischer  Beweis  schwer  sein  dürfte. 

Zum  Schluss  folgt  noch  eine  Tabelle  mit  den  Zahlen  AT,,  K.^ 
für  Primzahlen  unter  100.  Mv. 
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H.  L.  Charve.      De   la   r^duction    des    formes    quadra- 
tiques    quaternaires    jK)sitive8.     Ann.  d.  rfic.  Norm.  (2)  XI. 

119-135. 

Es  wird  auf  diese  Formen  die  Methode  ausgedehnt,  die 
Selling  fiir  die  Reduction  der  ternären  positiven  Formen  aufge- 
stellt hat. 

Durch  eine  ganzzahlige  Substitution  von  der  Determinante  +1 
gehe  die  gegebene  Form  f  über  in  eine  äquivalente  F.  Man 
führe  dann  in  f  eine  fünfte  Variable  u  ein,  indem  man  x,  y,  z,  t 
ersetzt  durch  a;— m^  y— w»  s— m,  t--u  und  analog  in  F  die  neuen 
Variabein  X,  Y,  Z,  T  aurch  X-U,  Y-V,  Z-U,  T-U,  So  ge- 
langt man  zu  zwei  Formen  g>,  0,  die  man  so  schreiben  kann, 
dass  sie  sich  aus  den  (zehn)  Quadraten  der  Differenzen  der  fünf 
Variabein  linear  zusammensetzen,  uud  die  für  «  =  0,  resp.  1/  =  ü 
wieder  rückwärts  in  /*,  resp.  F  übergehen.  Die  Substitution,  die 
dann  9  in  (D  überführt,  ist  leicht  angebbar:  ist  ihre  Determinante 
gleich  +lf  so  sind  q>  und  (D  äquivalent. 

Die  Aufgabe  ist  nun,  diese  neue  Form  tp  mit  fünf  Variabelu 
auf  ihre  reducirte  Form  zu  bringen.  Nennt  man  die  Coeffi- 
cienten  succ.  a,  b,  c, . . . ,  /,  so  heisst  die  Form  eine  reducirte, 
wenn  irgend  eine  der  drei  (gleichwertigen)  Bedingungen  er- 
füllt ist: 

i)  Alle  Coefficienten  sind  positiv; 

2)  a  ist  allein  negativ  und  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner, 
als  6,  Cj  d,  e,  f,  g; 

3)  a  und  h  sind  allein  negativ:  daher  ist  a,  absolut  genom- 
men, kleiner  als  6,  c,  d,  e,  /*,  g;  und  h  absolut  kleiner  als 
6,  c,  e,  /*,  Ä,  /;  endlich  ist  noch  der  absolute  Wert  von  a+h 
kleiner  als  6,  c,  e,  f. 

Ea  giebt  immer  nur  eine  zu  q>  äquivalente  Form,  die  eine 
dieser  Bedingungen  und  damit  alle  erfüllt.  (Dabei  sind  aber  die 
zwischen  den  Variabein  möglichen  Permutationen  ausser  Acht 
gelassen.)  Die  erforderliche  Substitution  setzt  sich  aus  folgenden 
zwei  einfachen  Substitutionen  zusammen: 

Fortaehr.  d.  Math.  XIV.  1.  10 
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X  ^  T—Z, 

X  —  Y -- X, 

y-X-U, 

y      u-T, 

z-  Y    U, 

z-  U    Z, 

t  -  T     U, 

t-  Y    T, 

M  =  0, 

M  =  0. 

My. 


E.  W.  Symons,  J.  O'Regan^  R.  TuckerJ  A.Martin.    Solu- 
tions of  a  question  (6688).    Bd.  Times  xxxvi.  5G. 

Sind  a,  b,  c  drei  solche  Grössen,   dass   die  Summe   zweier 

immer  grösser  als  die  dritte  ist,   und  sind  x,  y,  z  drei  Grössen, 

deren  Summe  positiv  ist,  so  ist  Xy  y^  z  negativ,  wenn 

a''x-^-\-b'y'^+c*z-^  =  0. 

0. 


Capitel  3. 
K  e  1 1  e  n  b  r  ü  c  h  e. 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Com- 

hination  sichre. 

G.  B.  Marsano.  Sul  numero  delle  combinazioni  a  tre 
a  tre  dei  successsivi  intieri  l,  2,  3,...,  B,  aventi  eiascuna 
una  somma  non  maggiore  di  C.  Altra  nota.    Bau.  G.  XX. 

249-269. 

Die  vorhergehende  Note,  auf  welche  die  gegenwärtige  Be- 
zugninimt,  ist  zu  finden  1. c.  XIX.  156.  (s.  F.d.M.  XIII.  1881.  150.). 
Die  daselbst  gestellte  und  gelöste  Aufgabe  nahm  die  Anzahl 
der  aus  der  Reihe  1,  2,  ...,£  gewählten  Elemente  beliebig.  Sie 
wird  jetzt  auf  3  beschränkt,  und  die  Aufgabe  direct  durch  Dis- 
cQssion  gelöst.  £s  ergiebt  sich  eine  Tabelle  über  die  Bestand- 
teile der  gesuchten  Zahl,  welche  viele  Fälle  unterscheidet. 

H. 


J.  BoüRGET.     Sur   les  pennutations  de  n  objets   et  sur 
leur  classement.   0.  R.  xcv.  508-511. 

Der  Verfasser  stellt  folgendes  neue  Successionsgesetz  der 
Permotirnng  von  n  Elementen  1,  2,  3, ...,fi  auf.  Man  permutire 
cjklisch  n — 1,  n;  jedes  der  zw6i  Glieder  des  Cyklus  stelle  man 
hinter  n—2  und  permutire  die  drei  Elemente  cyklisch;  jedes  der 
sechs  Glieder  dieses  Cyklus  stelle  man  hinter  n—3  und  permutire 
die  vier  Elemente  cyklisch ,  u.  s.  w.     Die  schliessliche  cyklische 

10* 


148     IV.  Abschnitt.  WahrBcheiDlichkeilsrechnuDg  u.  CombiDatioDslehro. 

Perinutation  von  1  und  jeder  der  («—!)!  vorher  erhaltenen  Per- 
mutationen  ergiebt  säuinitliche  Vi!  Perniutationen  in  der  gedachten 
•  Reihenfolge.  Die  Aufgabe  nun,  die  ^'*;  Permutation  bei  dieser  An- 
ordnung anzugeben,  führt  auf  folgenden  Algorithmus,  für  welchen 
der  Beweis  nicht  mitgeteilt  ist.  Man  dividire  q  durch  n  und 
notire  den  Quotienten  Qn  und  den  Rest /?„;  man  dividire  ^«+1 
durch  w  — 1  und  notire  den  Quotienten  0„_i  und  den  Rest  /?n-i; 
man  dividire  (>„-i  +  l  durch  w— 2  und  notire  Quotienten  und 
Rest,  u.  s.  f.,  bis  man  die  Reihe  der  Reste  /?, ,  B^, ...,  R„  bestimmt 
hat.  Die  gesuchte  q^^  Permutation  laute  a,  a^  . . .  a„-  Dann  findet 
man  ak  durch  Addition  der  Reste  in  der  bestimmten  Folge 

wenn   man  /{  so  oft  von  der  bis   dahin  erhaltenen  Summe  sub- 
trahirt,  als 

wird.  H. 


J.  HouRGET.     Sur  un  problfcme  de  pernuitations  succes- 
sives    nommd    battement    de    Monge.     Resal  J.   (3)  Vlll, 

413-434. 

Die  Permutation,  welche  die  Elemente 

1,  2,  .3,...«,    n-f-1, . .  .2«— 1,        2n 

in 

2«,  2w— 2,  2w— 4, ...  2,  1, . . .  2w— 3,  2n— l 

überführt,  heisst  Battement  de  Monge.  Nach  einer  gewissen  An- 
zahl von  Wiederholungen  derselben,  welche  jedem  Werte  von  n 
zukommt,  kehrt  stets  dieselbe  Ordnung  wieder.  Ein  solches 
System  wiederholter  Battements  de  Monge  bis  zum  Schluss  der 
Periode  hat  mancherlei  Eigenschaften,  welche  hier  entwickelt  wer- 
den. Diese  sind  untersucht  worden  von  Bachet,  Monge,  Bounia- 
kowski,  Bellavitis  und  Thomas  de  Saint-Laurent.  Der  Letztge- 
nannte hat  dabei  Fehler  begangen.'  Die  einfacheren  unter  den 
^Eigenschaften  sind  folgende:  Stellt  man  die  Reihen  eines 
Systems  über  einander,  so  steht  unter  jedem  Elemente  in  allen 
Reihen  dasselbe  Element.     Die  Columnen  (Verticalreihen)  sind 
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also  eyklische  Permutationen  von  einander,  soweit  sie  irgend  ein 
Element  geroein  haben.  In  manchen  Golumnen  zerräilt  der 
Cyklds  in  mehrere  Teilcyklen.  In  jeder  Colunme,  von  der  Wie- 
derkehr an  nach  oben  gelesen,  zeigt  das  k^Ehment,  welches  h 
laute,  an,  dass  das  erste  Element  in  der  ä*'»  Reibe  die  ä*^  Stelle 
eianimmt.  Es  wird  untersucht,  in  welchem  Falle  ein  Element 
bestandig  seine  Stelle  behält;  hier  muss  n  =  3p— l  sein.  Ferner 
der  Fall,  wo  zwei  Elemente  wechseln.  Ferner  das  Minimum  der 
Periodenlänge.  Die  Längen  der  einzelnen  Cyklen  sind  Teiler  des 
Cyklus,  weicher  das  Element  1  enthält.  Ein  unveränderliches  Element 
hat  zweimal  soviel  Elemente  hinter  sich  als  vor  sich.  II. 


Sanat.      Ueber    Permutationen   der   Zahlen   des  dekadi- 
schen   Systemes.     Fr.  Drohobycz.     Galizien.    (Polnisch).  I.  Teil. 

Es  sei 

+b,  .  10-^+6. .  10-^+...  +  fem.  10— ; 
R  und  fii  beliebige  ganze  Zahlen,  a  und  b  ganze  Zahlen  aus  der 
Reihe  0,  1,  2,  3,..., 9.  Permutirt  man  auf  verschiedene  Weisen  die 
Coefficienten  a  und  bj  so  erhält  man  verschiedene  Zahlen  F. 
Berechnung  der  Anzahl  aller  Zahlen,  die  nach  2,  3,... /u-maliger 
Vertauschung  der  Ziffern  entstehen,  und  Bestimmung  der  Differenz 
mischen  der  gegebenen  und  jeder  der  neu  entstandenen  Zahlen 
ist  das  Ziel  dieser  Arbeit.  Dn. 


G.  Heppel.     Solution  of  two  questions  (6502,  6589). 

Ed.  Times  XXXVI.  57-62. 

In 

a    h    c    d 

e     f    g    h 

i     j     k     l 

m     n     p     q 

Stellen  die  Buchstaben  16  Zahlen  einer  arithmetischen  Reihen  dar, 
für  welche  die  Summe  des  Anfangs-  und  Endgliedes  s  ist.     Sie 
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sind  80  geordnet,  dass  2s  die  Summe  von  jeder  der  24  Gruppen 
abcd,,.,aeim,...afkq,.,,  etc.  ist.  Es  wird  die  Anzahl  der  Grup* 
pirungen  bestimmt,  die  diesen  Bedingungen  genügen. 

0. 


C.  F.  Malmsten.     Geueralisering  af  det  s.  k.  „Femtoii- 

speiet^    (Boss  Puzzle'spel).     Göteborg.   Handl.  1882.  75-105. 

Der  Verfasser  behandelt  hier  mathematisch  eine  Verallge- 
meinerung des  bekannten  „Fünfzehn-Spiels"^,  welche  man  erhält, 
wenn  man  mit  ti^— 1  statt  mit  1.^  Zahlen  operirt;  er  zerteilt  die 
möglichen  Fälle  in  zwei  Classen,  „O-Gruppen"  und  „1-Gruppen", 
und  zeigt,  dass  eine  Gruppe  der  ersten  Classe  nimeals  in  eine 
der  zweiten  transformirt,  dass  aber  eine  beliebige  Gruppe  immer 
in  eine  beliebige  Gruppe  derselben  Classe  verwandelt  werden 
kann,  und  dass  es  also  in  jedem  Falle  möglich  sei,  anzugeben, 
ob  eine  Lösung  des  Spiels  zu  finden  oder  nicht  zu  finden  ist. 
Schliesslich  deutet  der  Verfasser  an,  dass  eine  noch  weitere  Ver- 
allgemeinerung möglich  sei,  indem  seine  Sätze  auch  für  n.m—  1 
Zahlen  gelten.  £. 


H.  M.  Taylor  und  B.  C.  Rowe.     Note  on  a  geometrical 

theorem.     Lond.  M.  8.,  Proc.  XIII.   102-106. 

Die  Arbeit  ist  eine  Erweiterung  der  von  Euler,  J.  A.  de  Segner, 
Lam6,  0.  Rodrigues,  M.  J.  Binet  und  E.  Catalan  behandelten 
Aufgabe:  Auf  wie  viele  Arten  lässt  sich  ein  Vieleck  durch  Dia- 
gonalen, die  sich  nicht  schneiden,  in  Dreiecke  zerlegen?  Voraus 
gehen  historische  und  literarische  Notizen.  Die  Lösung  des  Ur- 
problems  lautet: 

_        (2n)! 

wo  n+2  die  Seitenzahl,  P„  die  gesuchte  Zahl  ist.  Der  Ver- 
fasser setzt  nun  statt  der  Dreiecke  allgemein  p-Ecke  und  fragt 
nach  der  Anzahl  P«  der  Zerlegungen  des  [(p— 2)w-f 2]-Eck8  in 
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§oIche  durch  Diagonalen,  die  sich  nicht  schneiden.    Er  findet  die 

Relation 

p   —  ^  p  p  p 

WO  0,  6,  c, . . .  die  möglichen  ganzen  Zahlen  einschliesslich  0,  fUr 
welche 

a-\-b-\-c-\-'"=  «— 1, 

and  deren  Anzahl  stets  =p— 1  ist,  bedeuten.    Setzt  man  nun 
80  findbt  man  bei  obiger  Relation: 

Kx)r=  i+xaxy-K 

Entwickelt   man  f  in   die   Lagrange'sche   Reihe    nach    Potenzen 
Ton  X,  so  ergiebt  die  Coefficientenvergleichung: 

'^-^     n![(^-2>i+lj! 
als  Lösung  der  allgemeinen   Aufgabe.  H. 


Laisant.     Remarques  sur  la  th^orie  des  r^gions  et  des 

aspectS.     S.  M.  F.  Ball.  X.  52-55. 

Zieht  man  durch  je  zwei  unter  n  beliebigen  Punkten  in  der 
Ebene  unbegrenzte  Gerade,  so  wird  die  Ebene  in  q  Regionen  ges- 
tellt.   Unter  diesen  sind 

Qi  =i-(«-l)(ii-2)(n'-3fi+4) 

begrenzt,  und 

Qi  =  w(w— 1) 

nicht  begrenzt.  Von  allen  Punkten  einer  Region  gesehen  er- 
geheinen die  fi  Punkte  in  derselben  Reihenfolge.  Daher  ist  g 
eine  obere  Grenze  der  möglichen  verschiedenen  Aspecte.  Die 
Zahl  der  Aspecte  hängt  nicht  bloss  von  n,  sondern  auch  von  der 
Lage  der  n  Punkte  ab.  Ihre  Bestimmung  ist  eine  schwierige 
Aufgabe,  die  hier  nicht  in  Angriff  genommen  wird. 

H. 
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Perrin.      Sur   le  probl^me   des   aspects.    s.  M.  F.  Bull.  x. 

103-127. 

Das  Problem  der  Aspecte,  zuerst  formulirt  von  Halph^n, 
ausser  ihm  von  Laisant  in  Angriff  genommen,  stellt  die  Frage, 
in  wie  vielen  verschiedenen  circulären  Reihenfolgen  n  in  einer 
Ebene  liegende  Punkte  von  allen  Punkten  der  Ebene  aus  gesehen 
werden.  Der  Verfasser  fährt  in  der  von  Laisant  begonnenen 
orientirenden  Betrachtung  fort :  durch  je  zwei  der  n  Punkte  (Ecken) 
werden  unbegrenzte  Gerade  gelegt,  jede  besteht  aus  drei  Stücken, 
einem  inneren  zwischen  den  Ecken  und  zwei  äusseren;  sie  schnei- 
den sich,  die  Ecken  ungerechnet,  in  J  weiteren  Punkten  (Knoten), 
und  diese  heissen  äussere,  innere  oder  gemischte,  je  nachdem  sie 
von  zwei  äusseren,  zwei  inneren  oder  einem  inneren  und  einem 
äusseren  Stück  gebildet  werden,  deren  Anzahlen  sind  d,  d\  d". 
Die  Anzahl  der  Regionen,  in  welche  die  ganzen  Geraden  die 
Ebene  teilen,  war  nun  (nach  Laisant)  eine  obere  Grenze  der 
Aspectanzahl.  Tilgt  man  aber  alle  inneren  Stücke,  so  ist  noch 
immer  der  Aspect  innerhalb  jeder  Region  unveränderlich.  Die 
Anzahl  der  so  restirenden  Regionen  ist  also  eine  weit  engere 
obere  Grenze  der  gesuchten.  Sie  ist  Ä  =  («— l)*-|-d.  Tilgt 
man  statt  der  inneren  die  äusseren  Stücke,  so  reducirt  sich  die 
Anzahl  der  Regionen  auf 

Ä'  =  -i(H'-3«+4H<J'. 

Darauf  untersucht  der  Verfasser,  wie  sich  d  und  d'  mit  der  Lage 
der  Ecken  ändern.  Geht  man  von  einer  beliebigen  Configuration, 
z.  B.  einem  convexen  Polygon  aus,  wo  dy,  d^,  d'J  die  Werte  von 
d,  d',  d'*  seien,  so  kann  man  jede  andere  daraus  ableiten,  indem 
man  irgend  welche  Ecken  über  die  Verbindende  zweier  anderer 
hinwegschiebt.  Mögen  dann  unter  den  «—3  übrigen  Ecken  sich 
p  vor,  p'  nach  der  Verschiebung  auf  derselben  Seite  der  Ver- 
bindenden befinden,  dann  ist  nach  Herstellung  der  actuelleu 
Configuration 
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3 


and  es  wird 


Ä  =  -^(ri  -1)  (w*-5nM-l8w-l2)-2£, 
Ä'=  ^(fi*-6n^+23«'-42«+48)-€. 


woraus: 


Ä  -  2Ä'  =  fi-3, 
wo  £  —  2{p—p^^  (jeden  Terra  positiv  oder  negativ  gerechnet, 
je  nachdem  ein  inneres  oder  äusseres  Stück  überschritten  wird)  die 
charakteristische  Zahl  für  die  Configuration  ist.  Pur  c  =  0,  d.  i. 
fär  das  convexe  Polygon,  ist  R  =  R^  der  grösste  Wert  von  Ä, 
^leichwol  eine  kleinere  obere  Grenze  der  Aspectzahl,  als  die  von 
Laisant  aufgestellte  ^,  zu  der  sie  in  der  Beziehung  steht  : 

R  2g-^'+l 

Erfolgen  einige  Specialbetrachtungen  und  der  Satz:  „  Eine  beliebige 
Gerade  geht  höchstens  durch  zwei  bestimmte  Regionen,  welche 
denselben  bestimmten  Aspect  geben,  und  in  diesem  Falle  liegen 
aüe  Ecken  auf  derselben  Seite  der  Geraden/^  Noch  ist  einer  ein- 
geschalteten Betrachtung  zu  gedenken,  welche  eine  später  speciell 
angewandte  Relation  von  der  Ebene  auf  Oberflächen  offener  oder 
geschlossener  Räume  in  beliebig  vielfachem  Zusammenhang  aus- 
dehnt H. 


G.  Hagen.    Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

3^  Auflage.     Berlin.    Ernst  u.  Korn. 

Durch  die  Tatsache,  dass  dieses  zuerst  1837  erschienene 
Bach  im  Jahre  1867  die  zweite,  und  jetzt  die  dritte  Auflage  er* 
fahrt,  dürfte  die  Nützlichkeit  desselben  am  besten  erwiesen  sein. 
Dasselbe  wendet  sich  in  erster  Reihe  an  die  Jünger  der  Bau- 


154    IV.  Abschnitt.  WafarscheinlichkeitsrechnaDg  a.  CombiDationslehre. 

kuDst  und  der  IngcnicurwisseDscbaftcn  im  weitesten  Sinne,  um 
denselben  den  Weg  zu  zeigen,  auf  welchem  sie  die  durch  Be- 
obachtungen und  Messungen  gewonnenen  Daten,  den  Lehren  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  entsprechend  verwerten  und  an- 
wenden können. 

Es  werden  daher  die  allgemeinen  Grundsätze  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung kurz  abgeleitet,  und  dann  wird  die  grosse 
Wichtigkeit  der  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
die  Beobachtungsresultate,  auf  die  Ermittelung  der  in  denselben 
liegenden  Fehler  und  auf  die  zur  Erklärung  der  Erscheinungen 
aufgestellten  Hypothesen  gezeigt. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  den  Beziehungen  zwischen 
der  Grösse  der  ßeobachtungsfehler  und  der  Wahrscheinlichkeit  ihres 
Vorkommens.  Der  Hauptsatz  dieser  Beziehungen  wird  aus  den 
Binomial-Coefiicienten  abgeleitet,  indem  der  Beobachtungsfehler 
als  die  Differenz  zwischen  den  Summen  der  in  unendlicher  An- 
zahl auftretenden  positiven  und  negativen  kleinsten  Fehler  auf- 
gefasst  wird.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Anwen- 
dungen und  praktischen  Regeln  für  die  Ausführung  der  Rechnung 
bildet  den  dritten  Abschnitt,  während  der  vierte  der  Erläuterung 
des  mittleren  und  wahrscheinlichen  Fehlers,  der  Wahrscheinlich* 
keit  der  ermittelten  Constanten,  ihrer  wahrscheinlichen  Fehler  etc. 
gewidmet  ist.  Im  fünften  Abschnitt  giebt  der  Verfasser  einige 
Beispiele  von  der  Anwendung  der  von  ihm  vorgetragenen  Lehren, 
und  im  sechsten  Abschnitt  zeigt  er  specieller  die  Anwendung 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  beim  Nivelliren.  Der  Anhang 
enthält  eine  Quadrat-Tabelle,  eine  Tabelle  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit der  Fehler  und  eine  Tabelle  der  Wahrscheinlich- 
keit des  Ueberschreiteus  verschiedener  Fehlergrenzen. 

Aus  dieser  Inhaltsübersicht  wird  ersichtlich,  dass  der  Ver- 
fasser tiberall  den  praktischen  Zweck  in's  Auge  fasst,  und  dem 
entsprechend  hat  er  den  Stoff  mit  grossem  Geschick  behandelt. 
Die  theoretische  Begründung  der  einzelnen  Sätze  ist  klar  und 
präcise  und  vermeidet  ^geflissentlich  jedes  Eingehen  auf  Neben- 
fragen, welche  von  der  Hauptsache  abführen. 

Die  dritte  Auflage  bringt  manche  Zusätze  und  Aenderungen, 
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am,  wie  der  Verfasser  in  dem  Vorwort  hervorhebt  ^das  Ver- 
Btändnig  zu  erleichtern  und  möglichen  Bedenken  vorzubeugen.^ 
Die  Anwendungsbeispiele  sind  zum  Teil  verändert.  Ls. 


J.  Bertrand.     Sur  la  thöorie  des  ^preuves  rdpdt^es. 

C.B.  XCIV.  185-186. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  Ableitung  des  Bernoullischen 
Satzes.  Es  seien  p  und  q  die  Wahrscheinlichkeiten  zweier  ent- 
gegengesetzter Ereignisse,  von  denen  das  Eine  oder  das  Andere 
eiotreffen  muss;  mithin  giebt  die  Entwickelung  des  Binoms 

die  Wahrscheinlichkeiten  für  die  verschiedenen  Combinationen, 
in  welchen  die  beiden  Ereignisse  bei  /u  Versuchen  auftreten 
können.     Es  wird  angenommen,   dass  Jemand  sich  verpflichtet 

habe,  nach  fi  Versuchen  die  Summe  ( pj   zu  bezahlen,  wo  n 

die  Anzahl  der  Fälle  bezeichnet,  in  denen  das  Ereignis,  dessen 
Wahrscheinlichkeit  p  ist,  aufgetreten. 

Die  mathematische  Hoffnung  E  desjenigen,  dem  das  Ver- 
sprechen gemacht  worden,  ist  augenscheinlich  gleich 

ond  da,  wie  man  leicht  findet, 

£A,p*^q"^  =  1, 
IkA.pY  *  -^  fip, 

2^AM,pV  *  =  /'/^  +  K/i-lK 
so  ergiebt  sich 

Mit  wachsendem  fi  convergirt  also  E  gegen  0,  und  folglich  muss 

auch  ( pj  mit  wachsendem  fi  gegen  0  convergiren. 

Ls. 


f-* 
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Em.  Barbier.      Deux   moyens   d'avoir  n  au  jeu  de  pile 

OU    face.     CR.  XCIV.  14611463. 

Werden  2m  Münzen  geworfen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  n  Münzen  auf  die  Bildseite,  n  Münzen  auf  die  Schiiftseite 
fallen: 

2w.2n-l  ...n+1  1.3.5...2n-l 


P  = 


n\     2^"  2.4.6...  2» 


und  mithin  unter  Anwendung  der  Formel  von  Wallis 


P  näherungsweise  =  V 


nn 

1 .  Werden  mit  den  2n  Münzen  unendlich  viele  Würfe  ge- 
macht, und  nennt  man  die  durchschnittliche  Anzahl  der  Würfe, 
unter  denen  einer  ist,  bei  welchem  n  Münzen  auf  die  Bildseite, 
n  Münzen  auf  die  Schriftseite  fallen,  M,  so  folgt 

In  =  -n-1  also  —  =  n. 
F  n 

2.  Entwickelt  man  ilir  eine  unendliche  Zahl  von  Würfen  die 

DiflFerenz  der  Münzen,  welche  Schrift  und  Bild  zeigen,  wobei  die 

Differenz  stets  positiv   genommen   wird,  wenn   sie  nicht  gleich 

Null  ist,   und  nennt  man   den  Mittelwert  dieser  Differenz  J9,   so 

ergiebt  sich 

4« 


D  =  2wP,  also        ,    =  TT. 


Die  Werte  —  und  -pr^-  geben  auch  bei  einer  endlichen  An- 

n  D     ° 

zahl  von  Versuchen  Näherungen  für  n.  Ls. 


Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  Wahrscheinlich- 
keit von  Seitz,  Matz,  B.  Easton,  D.  McAlister, 
McFarlank,  S.  Tebay,  Ch.  Ladd,  W.  A.  Whitworth, 
J.  O'Regan,  W.  H.  Blythe,   G.  Hkppel,    E.   Black- 

VVOOD,     K.   GaLE     finden     sich     Ed.  Times    XXXVI.   50,  85, 

94-96;   XXXVII.  40-42,  52,  67,  68,  71,  121-122. 

0. 
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A.  Vogler.     GrundzUge  der  Ausgleichungsrechnung. 

BraoDscbweig.     Vieweg  u.  Sobo. 

Das  Buch  ist  wesentlich  für  praktische  Geometer  bestimmt 
und  behandelt  die  Vorschriften  der  Ausgleichungsrechnung  mit 
einer  dem  genannten  Zwecke  entsprechenden  Vollständigkeit  und 
Ausführlichkeit  unter  Einfügung  zahlreicher  Beispiele.  Da  der 
Inhalt  materiell  nichts  Keues  giebt,  so  sei  hier  nur  erwähnt, 
dass  die  Darstellung  mit  ganz  elementaren  Hülfsmitteln  operirt 
und  wohl  geeignet  ist,  solche  Leser  in  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  einzuführen,  denen  es  wesentlich  nur  auf  die  prak- 
tische Anwendung,  jedoch  nicht  auf  eine  vollkommen  strenge 
Begründung  der  Principien  ankommt.  B. 


P.  VAN  Geer.     Over  het  gebruik  van  determinanten  by 
de   methode    der    kleinste    kwadraten.     Nleuw  Arch.  ix. 

180-188. 

Eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  über  die  Anwendung  der 
Determinanten  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (s.  F.  d.  M. 
VII.  1875.  114)  und  eine  Arbeit  Glaisher's  in  den  Monthly  Notices 
of  thc  R.  Astron.  Society  (F.  d.  M.  XIII.  1881.  162)  haben  die 
Veranlassung  zu  der  vorliegenden  Note  gegeben,  welche  dieselbe 
Aufgabe  behandelt.  Einige  der  in  diesen  Arbeiten  erhaltenen 
Resultate  und  Eigenschaften  sind  bereits  in  einer  Abhandlung 
von  Jacobi:  De  formatione  et  proprietatibus  determinantium 
{Crelle  J.  Bd.  XXII.  p.  285)  mitgeteilt.  G. 


Th.  Wittstkin.     Ein  Zusatz  zur  Methode  der  kleinsten 

Quadrate.     Astr.  Nachr.  2446. 

Wenn  y  eine  gegebene  nicht  lineare  Function  der  gesuchten 
Uobekannten,  M  den  beobachteten  Wert  von  y,  und  p  sein  Ge- 
wicht bedeutet,  so  verlangt  die  gewöhnliche  Rechnungsvorschrift 
die  EinftthruDg  genäherter  Werte  für  die  Unbekannten,  um  den 
Fehlergleichungen  die  lineare  Form  geben  zu  können.  Diese 
Sabstitution  lässt  sich,  wie  gezeigt  wird,  umgehen,   sobald  eine 
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bestiininte  Function   f(y)   von  y  in  Bezug  auf  die   Unbekannten 
linear  ist;  man  hat  nur  nötig,  den  in  xler  Form 

angesetzten  Feblergleichungen  das  Gewicht 

P 


P.  = 


(d/jM)  N» 

\  dM  y 


zu  geben.  B. 

Th.  Wittstein.     Ein  Zusatz  zur  Methode  der  kleinsten 

Quadrate.    ScblömilchZ    XXVir.  315-317. 

Anknüpfend  an  die  Schwierigkeiten,  denen  man  begegnet 
wenn  man  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  solchen  Fällen 
anwenden  will,  in  welchen  die  Function,  von  welcher  eine  Reihe 
beobachteter  Werte  vorliegt,  in  Bezug  auf  die  zu  bestimmenden 
Constanten  nicht  linear  ist,  also  entweder  eine  höhere  algebraische 
oder  eine  transcendente  ist,  zeigt  der  Verfasser,  wie  es  für  eine 
gewisse  Klasse  von  Functionen  möglich  ist,  diese  Schwierigkeit  zu 
beseitigen,  nämlich  für  alle  solche  Functionen,  die  sich  durch 
die  gewöhnlichen  Operationen  in  eine  andere,  welche  linear  ist, 
umformen  lassen. 

Der  Verfasser  stützt  sich  dabei  auf  einen  Lehrsatz,  den  er 
folgendermassen  ausdrückt:  Wenn  von  einer  Function  y  eine 
Reihe  von  bestimmten  Werten  mit  den  Gewichten  p  versehen, 
gegeben  ist,  so  kann  man  zur  Bestimmung  der  in  der  Function 
enthaltenen  unbekannten  Constanten ^  anstatt  die  Summe  der 
Fehlerquadrate  dieser  Function  zu  einem  Minimum  zu  machen, 
vollkommen  correct  auch  so  verfahren,  dass  man  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  einer  beliebigen  Function  von  y,  welche  f(y) 
sei,  zu.  einem  Minimum  macht,  dabei  jedoch  jeder  Beobachtung 
ein  Gewicht  p'  beilegt,  welches  zu  dem  vorigen  p  in  der  Be- 
ziehung steht: 

p  _,/rf/rw)Y 
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wo  k  eine  willkürliche  und  für  alle  Beobachtungen  identische 
positive  Constante  bedeutet. 

Der  Beweis  gründet  sich  darauf,  dass  man  an  die  Stelle 

des  Verhältnisses  der  kleinen  Differenzen  /(y)— /*(*)  und  y — M 
das  Verhältnis  ihrer  Differentiale  setzen  darf. 

Schliesslich  zeigt  der  Verfasser  die  Anwendung  seines  Ver- 
fahrens an  einigen  Beispielen.  Ls. 


G.  A.  Maggi.  Intorno  ad  alcune  formole  relative  al  cal- 
eolo  degli  errori  d'osservazione.  Lomb.  Rend.  (2)  XV.  351-358. 

Der  Verfasser  giebt  die  Ableitung  für  die  Berechnung  der 
wahrscheinlichsten  Werte  eines  Systems  von  Unbekannten,  welche 
in  linearer  Form  in  einer  Function  auftreten,  wenn  Werte  dieser 
Fuuetion  durch  überzählige  Beobachtungen  gegeben  sind.  Durch 
Einfbhrung  des  Präcisions-Modulus  und  des  mittleren  Beobach- 
tongsfehlers  wird  gezeigt,  welchen  Gesetzen  die  Fehler  dieser 
wahrscheinlichsten  Werte  unterworfen  sind,  und  endlich  wird  der 
mittlere  Beobachtungsfehler  aus  den  Resultaten  der  Beobachtung 
bestimmt.  Ls. 

P.  Harzkr.  Ueber  die  Wahrscheinlichkeit,  einen  Cometen 
aufzufinden  als  Function  seines  geometi'ischen  Winkel- 
abstandes von  der  Sonne.    Astr.  Nachr.  2453. 

Die  genannte  Aufgabe  ist  in  dem  Briefwechsel  zwischen 
Bessel  und  Olbers  behandelt,  und  zv^ar  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Helligkeit  des  Cometen  umgekehrt  proportional  den 
Quadraten  seiner  Abstände  von  Sonne  und  Erde  ist.  Verfasser 
zeigt,  dass  das  von  Olbers  gefundene  Eesultat  nicht  correct  ist, 
und  leitet  unter  gewissen,  praktisch  zulässigen  Vereinfachungen 
für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Comet  in  dem  Winkelab- 
stande  n—<p  von  der  Sonne  entdeckt  werde,  den  angenäherten 
Ausdruck 

^    y 

sin  q> 
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ab,  wo  C  eine  Constante  ist,  deren  Wert  von  dem  Fläcbenstttck 
der  Himmelskugel  abhängt,  das  man,  als  bei  vorliegender  Auf- 
gabe auszuscbliessen,  um  die  Sonne  abzugrenzen  bat. 

B. 


T.  W.  Wkight.     On  tbe  compntation  of  probable  errors. 

Anal.  IX.  74-78. 

Tafeln  für  die  Werte  der  Multiplicationsconstanten  in  Bessers 
und  Peters'  Formeln  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  ein- 
zelnen Beobachtung  und  des  arithmetischen  Mitteln  von  m  Beob- 
achtungen.    Schreibt  man 


0,6745 
r  = 


\m(jn—[)  tnym—l 

so  geben  die  Tafeln  die  Werte  von  A,,  A,,  l*  und  X"  für  fn=2 
bis  m  =  100  auf  vier  Decimalstellen.  Jn.  (0.). 


E.  L.  dp:  Forkst.   On  an  unsymmetrical  probability  curve. 

Anal.  IX.  135-141,  161-168. 

Der  Verfasser  sucht  zu  zeigen,  dass  die  Wabrscheinlichkeits- 
curve  von  der  Form 

adx     .     V  ,,    , 

» =--  im)  ^"^^    """ 

sei,  wo  a  und  b  constant  sind.  Jn.  (0.). 


E.  L.  DE  Forest.     Law  of  error  in  the  position  of  a  point 

in    Space.     Anal.  IX.  33-40,  65-74. 

Der  Verfasser  sucht  ein  Wahrscheinlichkeitsgesetz  aufzu- 
stellen, ohne  die  Annahme,  dass  der  Fehler  in  einer  Richtung 
unabhängig  ist  von  dem  Fehler  in  einer  anderen  zur  ersten 
senkrechten  Richtung.  Jn.  (0.). 
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Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  mittlere  Werte 
von  W.  J.  Vj.  Sharp,  J.  L.  Kitchin,  C.  Morgan, 
B.Easton,  H.G.Day,  S.Tebay,  T.R.Terry,  K.Gale, 
Seitz,  D.  Edwardes,  Matz  finden  sich  Ed.  Times  XXXTI. 

34-35,  47,  52,  53,  53,  71-72,  84;  XXX Vn.  42-44,  109-111,  120. 

0. 

W.  Maximowitsch.  Interpolation  der  impliciten  Func- 
tionen  und  die   Berechnung  der  Wurzeln.    Eazao  Ber. 

1881-1882.  (Rossiscb). 

Es  wird  hier  zur  InterpolatioD  der  Function  x  von  y,  die 
durch  die  Gleichung 

definirt  ist,  die  bekannte  -Interpolationsformel  von  Newton  fdr 
ungleiche  Zwischenräume  angewendet  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Wert  von  x  zwischen  solchen  von  seinen  Werten  a  und  b 
liegt,  zwischen  welchen  die  Gleichung  f(x)  =  0  keine  Wurzeln 
hat.  Dann  wird  eine  Regel  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  dieser 
Formel  gegeben,  gestützt  auf  ein  Lemma  über  Newton^s  Inter- 
polationsformel, die  nur  im  letzten  §  III.  bewiesen  wird;  ferner 
wird  das  Restglied  dieser  Formel  gefunden  und  zuletzt  gezeigt, 
dass  in  dem  Falle,  wo  die  zur  Interpolation  gebrauchten  Werte 
von  y  sich  unendlich  nahe  rücken,  diese  Formel  in  die  von 
Taylor  mit  Lagrange  schem  Restgliede  übergeht.  Im  §  U  werden 
aus  den  beiden  erwähnten  Formeln  zwei  andere,  zur  Berechnung 
TOD  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  dienende  Formeln  gewonnen, 
TOD  denen  die  zweite  die  von  Euler  in  seiner  Differentialrech- 
nung Bd.  II.  Cap.  9  §  234  gegebene  ist,  nur  dass  sie  jetzt  mit 
einem  Restgliede  erscheint.  Ty. 


H  S.  Woodward.  On  the  actual  and  probable  values 
of  interpolated  values  derived  from  numerical  tables 
by  meana  of  first  diflferences.    Aoai.  ix.  143-149,  I6d-175. 

Der  Verfasser  betrachtet  vorzugsweise  interpolirte  Werte,  in 

Fonaekr.  d.  Math.  XIV.  1.  |1 
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denen  die  Correction  der  genaue  Proportionalteil  der  Tafeldiffe- 
renz ist,  80  dass  der  Fehler  (1— l)6i  -\-te^  ist,  wenn  6,  und  «,  die 
Fehler  der  Tafelwerte  sind  Verfasser  findet  als  den  wahrschein- 
lichen Fehler  r: 

r=— (1— 0,  wenn   0  </<  — , 

4  o 

r=-«,  „      -<./<.  1. 

Er  betrachtet  ferner  die  gewöhnlichen  interpolirten  Werte,  in  denen 
die  Correction  aus  der  nächsten  Einheit  in  der  letzten  Stelle  der 

Tafelwerte  gezogen  ist,   und  findet  fttr  /  =  —  den  wahrschein- 

liehen  Fehler  0>29,  im  Gegensatz  zu  Breniiker,  der  in  der  Ein- 
leitung zu  seinen  sechsstelligen  Tafeln  0,26  dafür  giebt.  Zur  Probe 
wurden  500  solche  Werte  aus  einer  fünfstelligen  Logarithmen- 
tafel genommen.  Es  ergab  sich,  dass  49,8  pro  100  kleiner  und  50,2 
pro  100  grösser  als  0,29  waren.     Der  Verfasser  findet  r  =  0,26 

für  /  =  -i  und  r  =  0,27  für  /  =  i- . 
o  4 

Jn.  (0.). 


C.  P.  J.  VAN  DEN  Berg.     The  theory  of  wages.    TraoBl.  fr. 

tbe  Dntch.    London.  E.  Marlborougb  &  Co. 

Ausgehend  von  der  mathematischen  Betrachtungsweise,  welche 
Stanley  Jevons,  L^on  Walras  und  d'Auluis  de  Bourouill  in  die 
Behandlung  der  Probleme  der  National -Oekonomie  eingeführt 
haben,  und  fussend  auf  den  von  diesen  aufgestellten  Grundsätzen 
untersucht  der  Verfasser  die  Lohnfrage.  Er  zeigt,  dass  die  ver- 
schiedenen früher  aufgestellten  Behauptungen  und  Erklärungen 
einer  wissenschaftlichen  Beleuchtung  nicht  stand  halten,  und  dass 
die  Höhe  der  Löhne  unabhängig  von  jeder  Willkür  durch  natür-- 
liehe  Gesetze  auf  Grund  des  Verhältnisses  zwischen  dem  Vor- 
rat von  Capital  zu  dem  Vorrat  von  Arbeitskraft  geregelt  wird. 
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Es  giebt  fßr  jeden  Lohnsatz  einen  Gleichgewichtszustand  für  das 
Verhältnis  des  Arbeiters  zum  Capitalisten,  und  somit  würde  die 
Frage  nach  der  Höhe  der  Löhne  unbestimmt  bleiben ,  wenn  zu 
der  Gleichgewichtsbedingung  nicht  noch  eine  fernere  Bedingung 
hinzQkäme.  Diese  ergiebt  sich  aus  der  Tatsache,  dass  für  die 
Erzeugung  einer  bestimmten  Quantität  von  Producten  Capital  und 
Arbeit  in  verschiedener  Weise  mit  einander  combinirt  werden 
können,  und  dass  diejenige  Gombination  gewählt  werden  wird, 
welche  die  vorteilhafteste  ist;  diese  Gombination  ist  wieder  vom 
Lohnsatz  abhängig. 

Der  Zweck  des  Verfassers  gipfelt  darin,  zu  zeigen,  dass  hei 
freier  Concurrenz  zwischen  Capitalisten  und  Arbeitern  der  Lohn- 
satz  die  höchste  Höhe  erreichen  muss,  welche  mit  Notwendig- 
keit aus  den  vorhandenen  socialen  Beziehungen  hervorgeht. 

Ls.' 


A.  Morgenbesser.     Die  mathematischen  Grundlagen  des 
fesammten  Versicherungswesens.    Berlin.    Puttkammer  und 

Mühlbrecht. 

Das  Buch  erfüllt  keineswegs  das,  was  der  Titel  desselben 
Terspricht,  denn  es  enthält  nur  eine  Zusammenstellung  der  am 
häufigsten  vorkommenden  Formeln  für  die  Berechnung  der  Lebens- 
rersicherungs-Prämien,  deren  Gebrauch,  wie  der  Verfasser  in  dem 
Vorwort  selbst  sagt,  es  dem  Lebensversicherungsbeamten  mög- 
lich macht  „ohne  zeitraubendes  Nachschlagen  in  voluminösen 
BQehern  und  weiteres  Eingehen  in  die  Theorie  der  betreffenden 
Versicherung  die  Höhe  des  fraglichen  Betrages  sofort  zu  er- 
mitteln". 

Ob  für  eine  solche  „Zusammenstellung'^  ein  Bedürfnis  vor- 
handen ist,  vermögen  wir  nicht  zu  beurteilen.  Neues  haben  wir 
in  dem  Buche  nicht  gefunden.  Zu  loben  ist  es  indes,  dass  der 
Verfasser  die  von  den  Lebensversicherungstechnikern  im  Jahre 
1864  vorgeschlagene  Bezeichnungs weise  adoptirt  hat. 

Ls. 


11* 
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Inatitute  of  Actuaries.    Textbook    of  the    principles    of 
interest  (including  aunuities  certain),  lifo  annuities  and 
assurances,   and  their  practical   application.     Part.  I. 
Wm.  Button.     Interest    including    annuities    certain. 
G.  King.    The  theory  of  finance.   London,  c.  &  E.  Layton. 
Diese  beiden  Erscheinungen  sind  nach  verschiedenen  Rieh- 
tuDgen  so  nahe  mit  einander  verwandt,  dass  es  erlaubt  sein  wird, 
um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  sie  gemeinsam  zu  besprechen. 
Der  Mangel  eines  vollständigen  Lehrbuchs  der  Lebensver- 
sicherungstechnik, in  welchem  die  modernen  Anschauungen  und 
Methoden  ihre  Berücksichtigung  finden,  hatte  schon  vor  mehreren 
Jahren  das  Institute  of  Actuaries  veranlasst,  sich  mit  der  Heraus- 
gabe eines  solchen  zu  beschäftigen  und  Herrn  W.  Sutton  damit 
zu  beauftragen. 

Der  erste  Teil  dieses  mit  Spannung  erwarteten  Werkes,  dem 
von  vordberein  ein  autoritativer  Charakter  gesichert  ist,  liegt  jetzt 
vor.  Derselbe  enthält  eine  vollständige  Theorie  der  Zinsrechnung 
mit  Einschluss  der  unbedingten  Beuten  und  umfasst  163  Seiten 
und  einen  Anhang  von  elf  Seiten.  Man  darf  aber  keineswegs 
glauben,  dass  die  einzelnen  Fragen  mit  besonderer  Breite  behan- 
delt würden,  oder  dass  der  Autor  Ueberflüssiges  oder  nicht  dahin 
Gehöriges  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  gezogen  hätte.  Im 
Gegenteil,  Herr  Sutton  hat  es  verstanden,  sich  überall  der  grüssten 
Kürze,  welche  mit  einer  erschöpfenden  Darstellung  vereinbar  ist, 
zu  beileissigen,  so  dass  eine  gedrängtere  Behandlung  kaum  möglich 
gewesen  wäre,  wenn  die  Absicht,  überall  auf  eine  praktische  Verwer- 
tung der  dargestellten  Sätze  zu  verweisen,  erreicht  werden  sollte. 
Der  Stoff  ist  in  sieben  Gapitel  gegliedert:  I.  Zinsen.  Betrag 
eines  Gapitals  mit  Zinsen.  Gegenwärtiger  Wert  einer  später 
ßlUigen  Summe.  Discont.  II.  Renten,  a)  Rente  und  Zinsen  jähr- 
lich zahlbar;  b)  Rente  und  Zinsen  in  gleichen  aber  unteijähr- 
lichen  Terminen  zahlbar;  c)  Rente  und  Zinsen  in  Perioden  von 
verschiedener  Dauer  zahlbar.  III.  Renten,  bei  denen  die  Beträge 
in  den  einzelnen  Terminen  ungleich  sind,  die  Termine  selbst 
constant  oder  veränderlich.  IV.  Bestimmung  des  Zinsfasses, 
wenn  das   zurückgezahlte   Capital   dem   vorgeschossenen  gleich 
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ist  Näherangsmethoden.  Die  Bestimmung  des  wirklich  gezahlten 
Zinsfasses,  wenn  das  zurückgezahlte  Capital  von  dem  Betrag  des 
Tor^eschosseDen  verschieden  ist.  V.  Praktische  Beispiele  und  Er- 
läuterungen. VI.  Die  Anwendung  der  höheren  Analysis  auf  die 
Theorie  der  Zinseszinsen.    VII.  Ueber  Zinsentabellen. 

Fast  gleichzeitig  mit  dem  Textbook  ist  die  Arbeit  von  King  er- 
schienen. Dieselbe  bezeichnet  sich  als  eine  kurze  Abhandlung  über 
die  Lehre  von  den  Zinsen  und  den  unbedingten  Renten  und  bildet 
die  No.  8  der  neuen  Reihenfolge  der  Transactions  of  the  Actuarial 
Sodety  of  Edinburgh.  Das  Buch  ist  hervorgegangen  aus  den 
Vorlesungen,  welche  von  dem  Verfasser  zur  Vorbereitung  auf 
das  Mittelexamen  bei  dem  Institute  of  Actuaries  gehalten  werden. 
Diese  Vorlesungen  umfassen  auch  die  mathematische  Theorie 
der  Lebens- Versicherungsrechnung,  und  der  Verfasser  hatte 
ursprünglich  die  Absicht  gehabt,  das  ganze  Gebiet  dieser  Vor- 
lesungen unter  dem  Titel  Elements  of  Actuarial  Science  zu  be- 
haodeln.  Dieser  Plan  ist  jedoch  aufgegeben,  denn  nachdem  der 
erste  Teil  des  Textbooks  veröffentlicht  worden,  hat  Herr  Sutton 
dem  Institute  of  Actuaries  erklärt,  seine  anderweitigen  Beschäf- 
tigungen Hessen  ihm  nicht  die  erforderliche  Zeit  ftlr  die  Bear- 
beitQug  des  zweiten  Teils,  und  in  Folge  dessen  hat  das  Institute 
diese  Arbeit  dem  Herrn  King  übertragen. 

Die  Theory  of  Finance  unterscheidet  sich  vou  dem  Text- 
book in  der  Hauptsache  nur  dadurch^  dass  es  den  behandelten 
R^enstand  etwas  enger  begrenzt  hat;  es  umfasst  92  Seiten  Text 
und  5  Seiten  Tabellen. 

Wir  dürfen  beide  Bücher  auf  das  Wärmste  empfehlen. 

Ls. 


G.  F.  Hardy.     An  improved   method  of  approximating 
to  the  value  of  anuuities  involving  three  lives.    J.  Inst. 

Act  XXIII.  274-285. 

Das  gewöhnliche  Verfahren  zur  näherungsweisen  Berechnung 
des  Leibrentenwertes  fttr  drei  verbundene  Personen  fi(a?,  y,  ä),  wo 
'.y,3  die  Alter  sind,  und  zwaro;  das  jüngste,  besteht  bekanntlich 
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darin,  dass  man  mit  Hülfe  einer  Rententabelle  für  zwei  verbun- 
dene Personen  und  für  einfache  Leibrenten  zunächst  das  Alter 
fD  bestimmt,  so  dass 

B{u>)  näher ungs weise  gleich  R{y,  is); 
dann  giebt 

Ä(a:, «?)  eine  Näherung  für  Ä(ar,  y,  a). 

Die  Methode  würde  ein  streng  richtiges  Resultat  liefern, 
wenn  die  Sterblichkeit  der  Gompertz'schen  Hypothese  entspräche, 
was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist.  Besser  schliesst  sich  ihr  die 
Makeham'sche  Hypothese  an,  und  so  erlangen  wir  auch  genauere 
Resultate,  wenn  wir  diese  bei  unserm  Verfahren  dadurch  berück- 
sichtigen, dass  wir  bei  Gleichsetzung  von  R{tD)  mit  /?(y,  z)  den 
ersteren  Wert  aus  einer  Tafel  mit  einem  andern  Zinsfuss  wählen. 

Nach  den  Untersuchungen  des  Verfassers  genügt  es,  wenn 
man  diesen  Zinsfuss,  welcher  von  dem  Wert  h  in  der  Makeham'- 
sehen  Formel  G,K^%^  abhängt,  um  ein  halbes  Procent  erhöht.  Be- 
zeichnen wir  den  Rentenwert  aus  der  Tafel  mit  einhalb  Procent 
höheren  Zinsen  durch  R  statt  ß,  so  würde  w  so  zu  bestimmen 

sein,  dass 

,    R(y,z)  näherungsweise  gleich  R(u)) 
ist,  und  dann  folgert  man 

Ä(^»  Ji  ä)  näherungsweise  gleich  Ä(x,  «?). 

Ls. 


M.   N.   Adler.      A    method    of    solving    approximately 
questions    in    conopound    interest   without   the    aid   of 

tables.     J.  Inst.  Act.  XXIII.  359-360. 

Bezeichnet  man  den  Betrag,  auf  welchen  das  Capital  I  nach 
X  Jahren  zum  Zinsfuss  p  angewachsen  ist,  mit  m,  so  folgt 

m  =  (l+p)^ 
und  folglich 

im 

wo  /  logar.  natur.  bedeuten  soll. 


IT.  Abschnitt.   WahricheiDlichkeiUrecbnunsr  a.  CombiDationsIehre.      167 

Es  ergiebt  sieb  leicbt 

X  näberungsweise  gleich  M  +-^}- 

Setzt  man  m  ==  2,  so  wird  Im  =  0,6931,  und  man  findet  die  Zeit, 
welche  erforderlich  ist,  damit  sich  ein  Capital  bei  dem  Zins- 
foss  p  verdoppelt: 

70 
Wird  p  gleich  2,  so  wird  die  vorstehende  Formel-^,  und 

man  erkennt  leicht,  dass  man  bei  jeder  Steigerung  des  Zinsfusses 
am  drei  Procent  die  Zahl  70  um  eine  Einheit  erhöhen  muss,  um 
dann  durch  Division  mit  der  Zahl,  welche  den  Zinsfuss  in  Pro- 
centen  ausdrückt,  die  Anzahl  der  Jahre  zu  finden,  die  erforderlich 
ist,  damit  sich  das  Capital  verdoppelt.  Ebenso  findet  man  die 
Zeit,  welche  dazu  erforderlich  ist,  damit  das  Capital  1  sich  er- 
höht auf    ' 


\\  gleich 


H 


li 


0,56 

P    ' 
0,40 

V    ' 
0,23 


V 

Mit  Hülfe  dieser  vier  Zahlen  ist  es  aber  leicht,  die  Aufgaben 
der  Zinseszinsrechnung  zu  lösen,  wie  der  Autor  an  zahlreichen 
Beispielen  zeigt.  Ls. 

G.  F.  Hardy.      On    the    rate    of   interest    in    annuities 

cei-tain.    J.  Inet.  Act.  XXIII.  266-274. 

Für  die  Berechnung  des  Zinsfusses  einer  Rente,  welche  eine 
bestimmte  Reihe  von  Jahren  gezahlt  werden  soll,  und  für  welche 
der  gegenwärtige  Wert  und  der  Betrag  der  Rente  gegeben  ist, 
muBS  man  bekanntlich  Näherungsformeln  anwenden. 

Der  Verfasser  giebt  deren  zwei  neue,  welche  wenig  Arbeit 
machen  und  sehr  genaue  Resultate  geben. 
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Es  sei  a  der  Kaufpreis  einer  n  Jahre  dauerDden  Rente  von 
1  jährlich,  x  der  gesuchte  Zinsfuss,  und  seien  a,,  a,,  a,  die 
in  den  Zinstabelien  aufgeführten  Rentenwerte  für  eine  n  Jahre 
dauernde  Rente  mit  dem  Zinsfuss  x^,  x^+hy  Xj+2A.  Wenn  a, 
und  a,  so  gewählt  werden,  dass  sie  den  Wert  a  einschliesseo, 
dann  liegt  offenbar  auch  x  zwischen  x^  und  x^-^-h. 

Setzen  wir  x  =  x^  +^,  und  bezeichnen  wir  die  ersten  und 
zweiten  Differenzen  zwischen  a,,  a,,  a^  durch  /J  und  /f,  so  sind  die 
beiden  Näherungsformeln 

/  1  1  ^-^ 

1)      n=h{ i--+       ^ 


j_i  j. 


2 


2)       ß  =  A 


(^)    4-i-^' 


a— a.        2 


Ls. 


D.  J.  McG.  McKenzie.  On  the  transformation  of  annuities 
and  annuity  values  payable  yearly  into  the  like,  when 
payable  in  fractional  intervals  of  a  year  by  means 
of  constant  factors.   J.  loBt.  Act.  xxin.  162-187. 

De  Moivre  behandelt  in  seiner  Doctrine  of  Chances  die  beiden 
Probleme:  1)  wie  gross  müssen  die  halbjährlichen  Rentenzahlun- 
gen sein,  wenn  der  Kaufpreis  der  jährlich  zahlbaren  Rente  be- 
stimmt ist?  2)  wie  steigert  sich  der  Kaufpreis  der  Rente,  wenn 
statt  der  Jahreszahlung  halbjährliche  Zahlung  im  Betrage  der 
Hälfte  der  Jahresrente  gewährt  werden  soll? 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit  hat  diese  Aufgaben 
dahin  erweitert,  dass  er  nicht  nur  die  halbjährlich,  sondern  all- 
gemein die  in  verschiedenen  Jahresbruchteilen  zahlbaren  Renten 
in's  Auge  fasst.  Er  berechnet  constante  Factoren,  mit  deren 
Hülfe  die  Umrechnung  geschieht;  und  hat  solche  in  Tabellenform 
veröffentlicht.  Ls. 
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C.  J.  Malmsten.     Zur  Theorie  der  Leibrenten,   Act.  Math. 

L  63-76. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Aufgabe:  Wie  wird  der  Wert 
einer  Leibrente,  welche  bezahlt  werden  soll,  so  lange  noch 
r  Personen  von  n  Personen  des  Alters  x^^  x^, . . .  ,Xn  am  Leben 
sind,  ausgedrückt  durch  die  Werte  der  Verbindungsrenten  ftlr 
r,  €+1,  c+2,  ...,fi  Personen  vom  gegebenen  Alter  x^,  x^, . ..,««. 

In  der  fär  die  Lebensversicherungstechnik  üblichen  Bezeich- 
nung bedeutet  R(x^ ,x^^.,.,  Xn)  den  Wert  der  Verbindungsrente  für 

«Personen  vom  Alter  x^,  x^ ,  jr„;  bezeichnen  wir  mit 

£R(x^,  a?,, . . . , j?p4.p) 

die  Somme  der  Werte  aller  Verbindungsrenten  fttr  die  verschie- 
denen Gombinationen  von  (v+p)  Personen,  welche  aus  n  Personen 
vom  Alter  x,,  x^,...jXn  gebildet  werden  können,  so  findet  der 
Verfasser  den  Wert  der  gesuchten  Leibrente,  welche  gezahlt 
werden  soll,  so  lange  noch  v  Personen  von  n  Personen  des  Alters 
Xj,  x^,..,,Xn  am  Leben  sind,  gleich 

^2: ' j(-i> (t)+p-i)p  2 Ä(.T„ X,, . . . , x.+p)], 

wo  {ti-\-p'—l)p  die  bekannte  Bezeichnung  des  Binomial-Coeffi- 
denten  sein  soll.  Ls. 


J.  J.  Sylvester  and  F.  Franklin.    On  a  logical  problem 
connected  with  assecurances  on  Joint  lives.    J.  Hopkios 

Circ.  1882.  202. 

Einige  Formeln  der  mathematisirten  Logik  lassen  sich  zur 
Losung  von  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  des  Versicherungswesens 
Terwenden.  Mi. 


L  W.  Meech.     System  and  tables  of  life  insurance. 

Norwich.  Coon. 

Dieses  Werk  ist  durch  die  Untersuchungen  der  Sterblich- 
keitserfahrnngen  von  dreissig  Lebensversicherungs-Gesellschaften 
der  Vereinigten   Staaten  Nordamerikas  veranlasst  worden.     Die 
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denselben  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  erstrecken  sieb 
bis  zum  31.  December  1874  und  umfassen  mehr  als  eine  Million 
versicherter  Leben  mit  einer  Beobachtungsdauer  von  durchschnitt- 
lich circa  4^  Jahren  fllr  jedes  Leben.  Das  Beobachtungsmaterial 
wurde  einem  Comit6  von  Actuarien  abseiten  der  einzelnen  Ge- 
sellschaften in  Form  von  Zählkarten  llberliefert  und  dort  nach 
den  verschiedensten  Richtungen  bearbeitet.  Das  schliessliche  Er- 
gebnis dieser  Arbeit  ist  durch  den  Vorsitzenden  des  Comitds, 
L.  W.  Meech  veröflFentlicht  worden  und  liegt  uns  in  einem  statt- 
lichen Folio-Bande  von  550  Seiten  vor.  Derselbe  zerfällt  in  zwei 
Teile. 

L  Teil:  Unmittelbare  Beobachtungen  und  Tabellen. 

Der  Text  bringt  eine  genaue  und  ins  Einzelne  gehende  Be- 
schreibung, wie  die  von  den  Gesellschaften  beobachteten  Er- 
fahrungen auf  die  Zählkarten  eingetragen,  wie  diese  revidirt,  ge- 
ordnet und  bearbeitet  worden,  um  daraus  die  Sterblichkeitser- 
fahrungen nach  den  verschiedensten  Richtungen  abzuleiten.  Die- 
selben sind  bezogen  auf  die  versicherten  Personen  und  auf  die 
versicherten  Summen,  sie  sind  unterschieden  nach  dem  Geschlecht 
und  nach  jährlichen  Altersklassen  der  Versicherten  mit  der  Unter- 
teilung der  Versicherungsdauer;  Letzteres  zu  dem  Zweck,  um  den 
Einfluss,  welchen  die  Selection  auf  die  Sterblichkeit  ausübt,  zu 
bestimmen.  Diese  Selection  wird  beim  Versicherungsabschluss 
von  der  Versicherungsanstalt  auf  Grund  der  stattfindenden  ärzt- 
lichen Untersuchung  gegen  die  sich  zur  Versicherung  meldenden 
Personen  geübt,  da  die  Anstalten  nur  solche  Anträge  annehmen, 
bei  denen  kein  Bedenken  gegen  die  Gesundheitsverhältnisse  ob- 
walten. Nach  dem  Versicherungsabschluss  tritt  aber  eine  Selection 
der  Versicherten  gegen  die  Anstalt  in  entgegengesetzter  Richtung 
ein,  weil  nur  diejenigen  Versicherten,  deren  Gesundheitsverhältnisse 
sich  dauernd  günstig  erhalten,  von  dem  Recht,  bei  Lebzeiten 
wieder  von  der  Versicherung  zurückzutreten,  Gebrauch  zu  machen 
pflegen.  Versicherte,  deren  Gesundheit  gelitten  hat,  geben  die 
Versicherung  nicht  wieder  auf,  und  während  die  Beobachtungen 
der  Anstalt  kurze  Zeit  nach  dem  Abschluss  der  Versicherung 
sich    auf  ausgewählte    gesunde  Personen  beziehen,  kann  leicbt 
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das  Verhältnis  sich  später  so  weit  umkehren,  dass  die  Sterb- 
lichkeitsverhältnisse der  versicherten  Personen  sogar  unter  dem 
Sterblichkeitsdurchschnitt  der  allgemeinen  Bevölkerung  stehen. 
Die  Resultate  werden  ausserdem  dargestellt,  gesondert  für  die 
versehiedenen  klimatischen  Zonen  und  nach  den  Krankheiten, 
welche  den  Tod  herbeigeführt  haben. 

lieber  alle  diese  Punkte  werden  ausführliche  Erläuterungen 
gegeben,  unter  stetem  Hinweis  auf  die  darauf  bezügliche  in  dem 
Journal  des  Institute  of  Actuaries  enthaltene  Literatur.  Es  ist 
darin  freilich  nicht  viel  Neues  enthalten,  und  wir  hätten  gewünscht^ 
dass  der  Verfasser  auch  den  von  den  Seinigen  abweichenden 
Methoden  und  Ansichten  etwas  mehr  Beachtung  geschenkt  hätte; 
aber  wir  erkennen  gern  an,  dass  hier  eine  ausführliche  und  zu* 
sammenhängende  Darstellung  des  ganzen  Verfahrens  zur  Ablei- 
tung der  Sterblichkeit  aus  den  Aufzeichnungen  der  Lebensver- 
sieberungsanstalten  gegeben  wird.  Diesem  ersten  Teil  sind  die 
vollständigen  Resultate  der  unmittelbaren  Beobachtungen  nach 
den  bezeichneten  Richtungen  in  Tabellenform  angefügt. 

II.  Teil:  Leibrenten  und  Lebensversicherungen. 

Ausgehend  von  den  einfachsten  Sätzen  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, sowie  von  den  Sätzen  über  die  mathematische 
and  die  moralische  Hoffnung  entwickelt  der  Verfasser  das  ganze 
System  der  Lebensversicherungs-Rechnung.  Aus  den  im  ersten 
Teil  enthaltenen  unmittelbaren  Beobachtungen  leitet  er  zunächst 
die  „Nordamerikanische  Sterblichkeitstafel"^  ab  und  zwar  mit 
Unterscheidung  der  Oeschlechter.  Er  findet  dabei,  dass  bei  der 
Sterblichkeitstafel  für  Männer  nur  ganz  unbedeutende  Ausglei- 
chungen in  den  niedrigsten  und  höchsten  Altersclassen  erforder- 
lich waren,  um  sie  und  zwar  iWr  die  Alter  von  10  bis  99  Jahren 
ToUkomraen  mit  der  Makeham'schen  Sterblichkeitsformel  in  Ein- 
klang zu  bringen,  wo,  die  Anzahl  der  Lebenden  vom  Alter  x 

gesetzt, 

s  =  0,9936957,     g  =  0,9993122,     q  =  1,099713375 
ist 

Bei  der  Sterblichkeitstafel  fllr  das  weibliche  Geschlecht,  für 
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welche  keine  sehr  zahlreichen  Beobachtungen  zu  geböte  standen, 
waren  besonders  für  die  Ältersclassen  über  70  Jahr  grössere 
Ausgleichungen  zur  Herstellung  der  Regelmässigkeit  erforderlich. 
Die  schliessliche  Ausgleichung  geschah  hier  nach  dem  Verfahren 
von  Woolhouse.  Auch  diese  Tabelle  umfasst  die  Alter  von  10 
bis  99  Jahren. 

Wir  haben  es  zu  bedauern,  dass  der  Autor  nicht  auch  die 
unausgeglichenen  Tafeln  veröffentlicht  hat,  weil  wir  jetzt  eines 
unmittelbaren  Urteils  über  die  Wirkung  seiner  Ausgleichung  ent- 
behren. 

Es  folgt  dann  eine  sehr  vollständige  Ableitung  der  verschie- 
denen bei  der  Lebensversicherung  gebrauchten  Rechnungsformeln, 
sowol  zur  Bestimmung  der  Prämien  wie  auch  der  Reserven,  und 
eine  ausgedehnte  Sammlung  von  Tabellen  und  Hülfstafeln  aof 
Grund  der  Nordamerikanischen  Sterblichkeitstafel  und  des  Zins- 
fusses,  bei  den  Haupttafeln  mit  3,  3^,  4,  4^,  5,  6,  7,  8,  9,  10  Procent 

Ls. 


WoLP.     Ein  Beitrag  zur  Invalidenfrage.    D.  Vers.  Z-  XXIIL 

No.  56. 

W.  KüTTNER.    Die  Activitätswahrscheinlichkeit.  D.  Vers.  z. 

XXIII.  No.  89. 

Dr.  Wolf  stellt  die  Hypothese  auf,  dass  bei  dem  Zusammen- 
treffen mehrerer  von  einander  nicht  unabhängiger  Ereignisse, 
welche  er  so  berechnet,  als  ob  die  Ereignisse  von  einander 
unabhängig  wären,  die  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  das  eine  Er- 
eignis zuerst  auftritt,  zur  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  das  andere 
zuerst  auftritt,  sich  verhält  wie  die  Wahrscheinlichkeit  des  einen 
Ereignisses  zur  Wahrscheinlichkeit  des  anderen.  Er  unter- 
sucht auf  Grund  dieser  Annahme  die  Wahrscheinlichkeit,  nach 
Verlauf  eines  Jahres  als  Activer  zu  leben,  wenn  die  Wahrschein- 
lichkeit, im  nächsten  Jahr  zu  sterben  durch  x,  die  Wahrschein- 
lichkeit, im  nächsten  Jahr  invalide  zu  werden  durch  y  bezeichnet 
wird.  Wären  diese  beiden  Ereignisse  von  einander  unabhängig, 
so  würden  unter  n  Personen  ttxy  Fälle   vorkommen,   in  denen 
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8OW0I  der  Tod  wie  auch  Invalidität  eintreten  würde,  und  nach 
der  Annahme  des  Verfassers  wären  darunter  nxy  — ^ —  Fälle,  in 

denen  zuerst  Invalidität  und  dann  der  Tod^  nxy  — — -  Fälle,  in 

x-f-y 

denen  zuerst  der  Tod  und  dann  die  Invalidität  eintreten  würde. 
Diese  letztem  sind  wegen  der  Abhängigkeit  der  Ereignisse  von 
einander  unmöglich.  Die  Gesammtheit  der  Fälle,  wo  entweder 
der  Tod  oder  die  Invalidität  oder  beides  zugleich  auftritt,  ist 
also  bei  ri  Personen  nicht  nx+ny—nxy,  sondern 

nx-f  nv  —  n  — ^  —  xv , 

and  mithin  wird  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  d.  h. 
die  Wahrscheinlichkeit  als  Nicbtinvalider  (Activer)  am  Ende  des 
Jahres  zu  leben: 

1— a?   y  + 


^-\-y 

Es  werden  ausserdem  die  Formeln  von  Heym,  Behm  und  Zeuner 
betrachtet 

Kfittner  wendet  gegen  diese  Ableitung  ein,  dass  sie  von  der 
Betrachtung  von  Ereignissen  ausgeht,  die  von  einander  unab- 
hängig sind,  und  zeigt,  wie  sich  die  verschiedenen  aufgestellten 
Formeln  ergeben,  wenn  man  von  den  geeigneten  Voraussetzun- 
gen über  die  Verteilung  der  Invaliditäts-  und  der  Sterbefälle 
Ober  die  in  Betracht  gezogene  Zeitstrecke  ausgeht.  Er  weist 
aacb  die  Berechtigung  der  Wolf 'sehen  Formel  nach,  nachdem 
er  die  Voraussetzungen,  aus  denen  dieselben  abgeleitet  werden 
kann,  erörtert  hat,  und  zeigt  den  Zusammenhang  zwischen  den 
versehiedenen  Formeln.  Ls. 


A.  ÄMTHOR.     üeber  einige  Arten  der  Aussteuerversiche- 
rang  insbesondere  die  Militairdienstversicherung.    Pr. 

Dresden. 

Der  Verfasser  beabsichtigt,  fUr  alle  die  zahlreichen  Formen, 
in  d^en  die  Militärdienst-,  die  Aussteuer-  und  die  Altersversor- 
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gUDgsversicherung  aufzutreten  pflegt,  die  Formeln  ftlr  die  Be- 
rechnung der  Prämien  und  der  Reserven  zu  geben,  so  dass  man 
nur  nachzuschlagen  braucht,  um  jede  gewünschte  Formel  zu 
finden,  und  es  wird  gewiss  Niemand  dem  Fleiss  und  der  Aus- 
dauer, welche  diese  Arbeit  kennzeichnet,  seine  Anerkennung 
versagen.  Mit  den  aufgestellten  Formeln  können  wir  uns  aber 
nur  teilweise  einverstanden  erklären,  und  müssen  daher  eine 
Prüfung  der  Formeln  vor  dem  Gebrauch  derselben  für  notwendig 
halten.  Insbesondere  halten  wir  die  Formeln  für  die  Militär- 
dienstversicherung,  (mit  welcher  sich  die  Abhandlung  vorwiegend 
beschäfligt),  wenn  es  sich  um  andere  als  einmalige  Prämien 
handelt,  für  irrig. 

Zur  Bestimmung  der  Prämien  muss  natürlich  die  Leistung 
der  Anstalt  der  Gegenleistung  der  Versicherten  als  gleichwertig 
gegenüber  gestellt  werden.  Dabei  behandelt  der  Verfasser  Dienst- 
untauglichkeit,  welche  die  Befreiung  vom  Militär  nach  sich  zieht, 
so,  als  ob  dieselbe  ausschliesslich  erst  dann  in  die  Erschei- 
nung tritt,  wenn  das  dienstpflichtige  Alter  gekommen  ist^  anstatt 
dieselbe  ihren  Ursachen  nach  in  zwei  Teile  zu  zerlegen,  in  die- 
jenigen Fälle,  welche  bis  zu  der  von  den  Militärärzten  vorge- 
nommenen Untersuchung  mindestens  zweifelhaft  bleiben,  und  in 
diejenigen  Fälle,  welche  während  der  Versicherungsdauer  all- 
jährlich zweifellos  erkennbar  werden,  und  welche  das  Aufhören 
der  Versicherung  und  der  dadurch  bedingten  Prämienzahlung 
nach  sich  ziehen.  Der  Umstand,  dass  das  statistische  Material 
nicht  vorhanden  ist,  um  diese  Trennung  rechnerisch  auszuführen, 
entschuldigt  es  nach  unserer  Meinung  durchaus  nicht,  dass  die 
Formel  unrichtig  aufgestellt  worden;  derselbe  hätte  vielmehr  nur 
dazu  führen  dürfen,  die  Unmöglichkeit  einer  richtigen  Berechnung 
der  Prämien  darzutun.  Liegen  die  Verhältnisse  hier  doch  nicht 
anders,  wie  auf  manchen  anderen  Versicherungsgebieten,  wie 
z.  B.  bei  der  Invaliditätsversicherung,  f^v  welche  man  die  richti- 
gen Formeln  aufgestellt  hat,  bei  denen  aber  die  Prämienberech> 
nung  so  lange  unterbleiben  muss,  bis  die  statistischen  Verhältnisse 
erforscht  sind. 

Der  Verfasser  berechnet  die  Leistung  der  Anstalt  mit  Hülfe 
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desjenigen  Verhältnisses,  welches  sich  aus  allgemeinen  Beobach- 
toDgen  fftr  die  Einstellung  im  militärpflichtigen  Alter  ergeben 
hat,  und  stellt  derselben  die  Gegenleistung  der  Versicherten  so 
^genfiber,  als  ob  die  Jahresprämien  für  alle  diejenigen  Knaben, 
welche  am  Leben  bleiben,  bei  der  Aostalt  eingehen  würden, 
während  doch  diejenigen,  bei  denen  es  zweifellos  wird,  dass  sie 
znm  Militärdienst  untauglich  geworden,  ihre  Versicherung  sofort 
aufgeben  werden  und  die  weiteren  Prämienzahlungen  unterlassen. 
Die  Anzahl  der  Zahlenden  ist  also  nicht  den  Lebenden  gleich. 
Letztere  werden  vielmehr  alljährlich  um  einen  später  durch  die 
Beobachtung  zu  ermittelnden  Bruchteil  zu  verkleinern  sein,  und 
dieses  hätte  in  der  Formel  ausgedrückt  werden  müssen.  Die 
Gesammtleistung  des  Versicherten  ist  also  geringer  als  die  Formel 
des  Verfassers  ergiebt,  und  die  Prämie  stellt  sich  in  Folge  dessen 
höher.  Wie  gross  der  ziffermässige  Unterschied  ist,  das  wird 
sich  freilich  erst  dann  ermitteln  lassen,  wenn  die  Statistik  dafür 
Torhanden  ist;  die  Ansicht,  die  Differenz  sei  erheblich,  hat  vor- 
läufig, wenn  man  die  Nebenumstände  berücksichtigt,  wol  mehr 
Berechtigung  als  die  gegenteilige. 

Auch  demjenigen,  was  der  Verfasser  über  die  Wahl  der 
Zahlen,  welche  in  die  Formeln  einzufllhren  sind,  äussert,  können 
wir  durchaus  nicht  zustimmen.  Wenn  derselbe  meint,  dass  bei 
den  von  ihm  in  Betracht  gezogenen  Versicherungsarten  diejeni- 
gen statistischen  Verhältnisse,  welche  sich  aus  der  allgemeinen 
an  der  Bevölkerung  gemachten  Beobachtung  ergeben,  den  Be- 
rechoongen  zu  Grunde  gelegt  werden  dürften,  so  übersieht  er, 
dass  hier  ein  Factor  in  Wirksamkeit  tritt  und  eine  grosse  Rolle 
spielt,  den  die  Engländer  sehr  treffend  „Selection^  benennen. 
Bei  Versicherungen,  welche  bei  Erreichung  eines  gewissen  Alters 
Mig  werden,  darf  man  keineswegs  mit  dem  Verfasser  annehmen, 
die  Sterblichkeit  unter  den  Versicherten  werde  derjenigen,  wie 
sie  unter  der  allgemeinen  Bevölkerung  beobachtet  worden,  nahezu 
gleichkommen. 

Und  gerade  bei  der  Militärdienstversicherung  werden  vor- 
zugsweise nur  solche  Kinder  beteiligt  werden,  bei  denen  man 
wegen  ihrer  kräftigen  Constitution  erwarten  darf,  dass  sie  das 
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militärpflichtige  Alter  erreichen  und  auch  militärpflichtig  befunden 
werden.  In  erhöhtem  Masse  richten  sich  diese  Bedenken  gegen 
die  Annahme  des  Verfassers,  es  werde  der  Procentsatz  der  von 
den  versicherten  Personen  zum  activen  Dienst  herangezogenen 
42  Procent  nicht  übersteigen,  weil  dies  Verhältnis  bei  der  allge- 
meinen Bevölkerung  kaum  erreicht  werde.  Wir  möchten  viel- 
mehr annehmen,  dass  der  Procentsatz  aus  der  ausgewählten  Ge- 
sellschaft der  Versicherten  ungleich  höher  ausfallen  wird  als  bei 
der  allgemeinen  Bevölkerung,  weil  hier  diejenigen,  welche  wegen 
ihrer  Gebrechen  oder  Fehler  vom  Militärdienst  befreit  sind,  fast 
gänzlich  fehlen  werden. 

Und  da  über  diese  Verbältnisse  das  statistische  Material  bis 
jetzt  nicht  vorhanden  ist^  so  halten  wir  die  Folgerung  des  Ver- 
fassers, dass  eine  Versicherungs- Gesellschaft  im  Stande  sein 
werde,  mit  den  Prämien,  wie  sie  sich  auf  Grund  des  von  ihm 
empfohlenen  Verfahrens  berechnen,  den  ttbernommenen  Verpflich- 
tungen zu  genügen,  für  eine  überaus  gewagte.  Ls. 


ü.  McAlister.     On  probability  and  Listerism.    Kd.  Timea 

XXXVII.  40-42,  59-61. 

McF ARLANE.      On    probability  and  Listerism.    Ed.  Times 

XXXVII.  77-80,  92. 

Die  Aufgabe,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  folgende:  Von 
zehn  Fällen,  die  nach  der  Lister*schen  Methode  behandelt  wurden, 
verliefen  sieben  Fälle  glücklich,  während  drei  durch  Blutver- 
giftung endeten;  von  vierzehn  Fällen,  bei  denen  gewöhnlicher 
Verband  angewendet  wurde,  verliefen  neun  Fälle  glücklich,  wäh- 
rend in  fünf  Fällen  Blutvergiftung  eintrat.  Wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Erfolg  der  Lister'söhen  Methode  dem 
Zufall  zuzuschreiben  ist? 

Ueber  die  Lösung  der  Aufgabe  hat  sich  unter  den  Oben- 
genannten eine  Polemik  entsponnen,  an  welcher  sich  auch 
H.  MacColl,  Miss  Eliza  Blackwood,  Mr.  Whitwprth  beteiligten. 
Die  Lösungen,  welche  gegeben  werden,  sind  die  folgenden: 
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Dr.  Macfarlane.  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Erfolges  einer 
Behandlung  nach  der  Lister'schen  Methode  werde  durch  p,  die- 
jenige bei  gewöhnlichenj  Verband  durch  q  bezeichnet;  dann  ist 
p—q  die  Wahrscheinlichkeit  der  Wirkung  des  antiseptischen 
Mittels,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einem  gegebenen 
Falle   der  Erfolg  der  Lister'schen   Methode  nicht  auf  Rechnung 

ihres  charakteristischen  Teils  zu  setzen  ist,  iBudet  er  gleich  — ^, 

p^q 

i.  45 

das  ist  für  die  gegebene  Aufgabe  —^' 

Dr.  Mc.  Allster.  Die  Aufgabe  hätte  auch  so  eingekleidet 
werden  können:  Es  sind  zwei  Urnen  A  und  B  vorhanden;  in 
jeder  derselben  befindet  sich  eine  grosse  Anzahl  weisser  und 
schwarzer  Kugeln.  Aus  A  werden  der  Reihe  nach  a-\-b  Kugeln 
gezogen,  davon  sind  a  Kugeln  weiss ;  aus  B  werden  p-\-q  Kugeln 

gezogen,  davon  sind  p  Kugeln  weiss.   —-7  ist  grösser  als  —^— , 

und  die  Aufgabe  besteht  darin,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestim- 
men, dass  das  Verhältnis  der  weissen  Kugeln  zu  den  schwarzen 
in  der  Urne  B  kleiner  ist,  als  in  der  Urne  A.  Er  berechnet 
dann  ftir  die  vorliegenden  Zahlen,  dass  man  3:2  wetten  kann^  dass 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Erfolges  bei  der  Lister'schen  Methode 
der  Methode  selbst,  und  nicht  dem  Zufall  zuzuschreiben  ist. 

Whitworth  bezeichnet  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintreffens 
des  Ereignisses  unter  der  gewöhnlichen  Methode  durch  p,  unter 
der  Listerschen  Methode  durch  fip,  dann  ist  die  a  priori  Wahr- 
scheinlichkeit des  beobachteten  Gesammt-Ereignisses 

wo  u  irgend  einen  Wert  zwischen  0  und   —   haben  kann.     Die 

P 

Wahrscheinlichkeit,  dass  ^<1,  d.h.  dass  die  Lister'sche  Methode 
keinen  Nutzen  bat,  ist 

^Sp      f\'{^-^pyd(x 

^"-''    -=  -i^— i =  165p'-440p''+36()p'-n20p»'. 


_  1 


£  p     /^f^'o-i^py<^^ 


Fortichr.  d.  Matb.  XiV.  1.  12 
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g 
Dies  ist,  p  =  -—  gesetzt,  gleich  0,0078 ,  mithin  ist  die  ent- 
gegengesetzte Wahrscheinlichkeit  ==  0,9922.  Man  kann  also  nach 
ihm  229  gegen  2  wetten,  dass  die  Lister'sche  Methode  von  Nutzen 
ist.  Wir  haben  geglaubt,  dass  die  grosse  Verschiedenheit  der 
Losungen  interessant  genug  sei,  um  hier  mitgeteilt  zu  werden; 
auf  die  darüber  geführte  Polemik  können  wir  nicht  näher  ein- 
gehen. Ls. 


E.  Cksaro.     Une  question  de  probabilit^.  Math.  n.  iii-iiu. 

Eine  Stange  von  der  Länge  l  wird  in  drei  Stücke  zerbrochen. 
Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  zwei  der  Stücke  kleiner 
sind  als  eine  gegebene  Länge  a?  Die  Lösung  erfolgt  geometrisch, 
indem  die  Längen  der  drei  Stücke  durch  die  trilinearen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  dargestellt  werden.  Mn.  (0.). 


F.  .}.  VAN  DEN  Berg.     Over   een  meetkundig  vraagstuk 
van  kansberekening.    Nieuw  Arch.  ix.  32-59. 

Behandelt  die  öfters  besprochene  Aufgabe:  wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  gerade  Linie,  welche  einen  gege- 
benen Kreis  schneidet,  ausserdem  noch  einen  zweiten  gegebeneu 
Kreis  schneiden  wird?  Die  Auflösungen  von  Schonte  und  Crofton 
(Phil.  Transact.  1868)  gründen  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass 
schon  von  Anfang  an  die  Geraden  über  die  ganze  Ebene  in  allen 
Teilen  gleichmässig  verteilt  gedacht  werden,  und  dass  also  in  dieser 
Hinsicht  die  Beziehung,  in  welcher  sie  zu  der  ersten  gegebenen 
Curve  stehen,  keinen  Einfluss  hat.  Bei  der  vorliegenden  Auflösung 
wird  indessen  angenommen,  dass  die  in^Kede  stehenden  Geraden 
von  Anfang  an  auf  eine  andere  mehr  willkürliche  Weise  auf  der 
Ebene  liegen.  Eingehender  wird  die  Aufgabe  behandelt  für  den 
Fall,  dass  die  beiden  Punkte,  welche  jede  Schnittlinie  mit  dem 
ersten  Kreis  gemeinschaftlich  hat,  gleichmässig  über  den  Kreis- 
umfang verteilt  sind,  so  dass  sie  als  die  Gesammtheit  aller  Seiten 
und  Diagonalen  eines  regelmässigen  in  den  Kreis  beschriebenen 
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Vielecks  von  unendlich  vielen  Seiten  angesehen  werden  können. 
Alle  Fälle,  welche  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Kreise  ab- 
hängen, werden  dabei  angegeben,  ebenso  wird  die  Formel  fUr  die 
geforderte  Wahrscheinlichkeit  aufgestellt  und  in  die  Form  eines 
bestimmten  Integrals  gebracht.  Dies  Integral  kann  auch  io  eine 
onendliche  Reihe  entwickelt  werden.  6. 


A.  Panek.      Eine   geometrische  Anwendung  der  Walir- 
scheinlichkeitsrechnang.   Gas.  xi.  121-123.  (BöhmiBch). 

Der  kurze  Aufsatz  behandelt  die  Aufgabe,  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  finden,  dass  zwei  beliebige  Punkte  einer  Dreiecks- 
fläche vom  Inhalte  1  auf  derselben  Seite  einer  durch  andere 
zwei  beliebige  Punkte  gezogenen  Linie  liegen.     Der  Verfasser 

findet  hierfür  den  Wert 

11 


W  = 


18 

Std. 


Cavallin,  1).  Edwardes.   Solutions  of  a  question  (6743). 

Ed.  Timee  X*XXVII.  24. 
Die  Wahrscheinlichkeit,    dass   der  Umfang   eines   Dreiecks, 
dessen  Ecken  in  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r 
und  zwei  beliebigen  Punkten  auf  diesem  Kreise  liegen,  kleiner  ist 
als  3r,  ist 


=T+i-i  =  «'«2«-- 


0. 


Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  geometrische  Wahr- 
scheinlichkeit von  Matz,  T.  R.  Terry,  McFarlane, 
G.  F.  Walker,  H.  McColl,  L.  Tanner,  W.  J.  C. 
Miller,  D.  Edwardes,  B.  Easton,  J.  Hammond,  Seitz, 

Ch.   LaDD,   Nash    finden    sich     Ed.  Timea   XXXVI.  24,  27-28, 
55-56,  72,  83,  101-102,  114;    XXXVII.  27-28,  82-83,  85-86,  92-93,  101. 

0. 


^)* 
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Fünfter  Abschnitt 

K  e  i  h  e  n. 

Capitel  1. 
Allgemeines. 

O.  Holder.    Grenzwerte  von  Reihen  an  der  Convergenz- 

grenze.    Klein  Ann.  XX.  535-549. 

Wenn  die  Partialsummen 

für  lim  w  =  +0C  endliche  Unbestimiutheitsgrenzen  G^,  ff,  be- 
sitzen, 80  convergirt  die  Potenzreihe 

für  alle  Werte  —  l<ic<4-l,  und  ihre  Summe  /^a;),  hat  beim 
Grenzübergänge  lim  a;  =  1-— 0  endliche  Unbestimmtbeitsgrenzen 
G,,  ff,,  deren  Unterschied  nicht  grösser  sein  kann  als  ff,  —  C,. 
Im  Falle,  dass  für  «„  ein  Grenzwert  bei  lim  n  =  -f-so  existirt, 
geht  der  Satz  in  einen  bekannten  Aberschen  über.  Sind  die 
Siy  s^j  «,,...  nicht  endlich,  so  bilde  man 

—«n. 

n 

Dann  gilt  der  vorstehende  Satz  auch,  wenn  man  Sn  setzt  statt  Sn, 
und  enthält  als  speciellen  Fall  einen  Satz  von  Frobenius  (siebe 
F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  188).  Ihn  weiter  zu  verallgemeinern  ge- 
statten wenigstens  die  Beweise  des  Herrn  Verfassers  nicht.    Da- 
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gegen  zeigt  er  den  Satz:     „Wenn  lim  Sn  flir  lim  m  =  -f-Tc  nicht 
eiistirt,  so  setze  man 

Sfi 

n 


ist  nun  lira  s^y^  =  c  (endlich),  so  folgt  lim  f(x)  =  c."     Der  Satz 

gilt  auch  für  complexe  Werte  der  a„. 

Analoge  Verallgemeinerung  lässt  der  folgende  auf  Dirichlet 
zurQckzufllhrende  Satz  zu:   Es  ist 

lim    L  i  _£!_  j  =  c, 

wenn 

lim      «i+AtH han    ^  ^ 

St. 


T.  J,  Stikltjks  jr.       Over    eenige    theorema's    onitrent 
oueiridige  reekseu.    Nieuw  Arch.  ix.  98-106. 

In  Borchardfs  J.  IXC.  (s.  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  188)  stellt 
Herr  6.  Frobenius  in  der  Arbeit  ttber  die  Leibniz'sche  Reihe  den 
Salz  auf:    „Ist  ««  eine  von  n  abhängige  Grösse,  und  nähert  sich 

n 

bei  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze,  so  nähert 
sich 

falls  X  beständig  zunehmend  gegen  1  convergirt,  derselben  Grenze/^ 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  diesem  Satz  die   folgende 
Erweiterung   gegeben.     Unter    derselben    Voraussetzung   sollen, 
wenn  uX)  ist,  die  Reihen 

vi    ^/*h  +  T*»^+      1.2     '»^  +        1.2.3 **^  +  "J 
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und 


/ 


(i^) 


nach  derselben  Grenze  convergiren. 

Der  Beweis  stimmt  mit  dem   von  Probenius  völlig   (Iberein. 
Als  Beispiel  wird  die  hypergeometrische  Reihe 

'   7Pj^    ;  l.y  l.2.y(y4-l) 

genommen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Reihe  für  x  =  1 
divergirt.  G. 


R.  Mildner.  Ueber  Ableitung  neuer  unendlicher  Reihen 
aus  einer  gegebenen  durch  Umstellung  der  Vorzeichen 
nach    einem    bestimmten    Gesetze.      Wien.  Ber.  LXXXVi. 

999-1051. 

Es  bandelt  sich  um  die  Aufgabe:  aus  dem  gegebenen  Werte 
einer  Potenzreihe 

fix)  =  A,+A,x+A,x'-\- ...  Qx\<a) 

den  Wert  derjenigen  Reihe  zu  ermitteln,  die  aus  jener  hervor- 
geht, wenn  abwechselnd  eine  beliebige  Anzahl  k  auf  einander 
folgender  Glieder  unverändert  gelassen  wird,  während  die 
Vorzeichen  der  nächsten  k  Glieder  umgekehrt  werden,  d.  h.  der 
Reihe 

Von  der  bekannten  Beziehung  ausgehend,  dass  die  aus  der 
obigen  abgeleitete  neue  Reihe 

A,  +  A.x'  -f  A2kx^'+'-  =  T-  ^2''  K^e~^)       (W<a) 

ist,  leitet  der  Verfasser  als  Lösung  der  Aufgabe  die  für  |x|<a 
gültigen  Formeln  ab: 


Gapitel  1-    Allgemeines.  Ig3 

die  nur  für  ungrade  k  gilt;  und 

die  für  alle  ganzzahligen  Werte  k  gültig  ist.     Aehnliche  Formeln 
ergeben  sich  für: 

Als  Beispiele  werden  nach   dieser   Richtung  hin  die  einfachsten 
der  fundamentalen  Reihen  der  Analysis  ausführlich  behandelt. 

T. 


J.  Marchand.     Note   sur  un  d^veloppement  d'une  fonc- 

lion   en    St5rie.     Nouv.  Ann.  (3)  L  450-458. 

Es  wird  ausgegangen  von  der  Beziehung 


lii 


i*\ 


dieselbe  wird  auf  /    F\x)dx  angewendet;  durch  nachherige  An- 

Wendung  von  Integrationen  nach  Teilen  ergiebt  sich  die  Mac- 
Laarin'sche  und  Taylor'sche  Formel  mit  ihren  Restgliedern. 
Ferner  wird  namentlich  auf  die  Anwendbarkeit  der  aus  obiger 
Beziehung  sich  ergebenden  Folgerungen: 

J  f,Ou,+^-«)/;(iti,+jU--a;)-.'/;Cfi,+/^-ir)fp+i(a:).../;(a;)  dx 

Ml 

and 

f"F(x)dx=J^   *'  ¥{x)dx-\- J   ^  F(/Ä^+fi—x)dx 

Ml  /*i  f*\ 

=f^¥{x)dx+  J^^F[iii^+iit—x)dx 

u-\-ft,  H-^M\ 
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aufmerksam  gemacht  und  beispielsweise 

hergeleitet.  T. 


J.  S.  Hayes.     A  demoiistration  of  Maclauriii's  theorem. 

Anal.  IX.  12-14. 

Fortsetzung  der   Arbeit   aus  Anal.  VIII.  p,  l.o4.  s.  F.  d.  M. 
XIII.  1881.  p.  174.  Jn.  (0.). 


J.  M.  RoDRiGüES.     Sobre  a  formula  de  Lagrange. 

Teixeira  J.  IV.  121-17G.  (Portugiesisch). 

Die  Reihe  von  Lagrange  lässt  sich  nach  der  Kichtung  ver- 
allgemeinern, dass  man  mehr  als  eine  der  Wurzeln  einer  vorge- 
legten Gleichung  entwickeln  kann.  Der  Verfasser  geht  von  der 
Gleichung 

aus  und  zeigt,  dass  sich  eine  Function  F^x)  einer  Wurzel  dieser 
Gleichung  entwickeln  lässt  mit  Benutzung  der  Formel 

^„  =  n«)+f>-.y^^[n.)(-^y]. 

wenn  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

f(x)  =  0,  und  mod.  max.    a    ,}   7  .    1<  ^ 
ist.     Bei  algebraischen  Gleichungen 

setzt  Herr  Rodrigues 

was  n  Werte  für   die   Wurzel  a  giebt,   die    in    die  obige  Reihe 
eintritt. 

Herr  Rodrigues  stellt  auch  F{x)  durch  ein  bestimmtes  Inte- 
gral dar,  in  welches  a  eintritt.     Ferner  leitet  er  aus  seiner  Formel 
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einige  andere  bekannte  ReihenentwickeluDgen  her  und  schliesst  mit 
der  EDtwickelung  einer  Reihe  von  Resultaten,  die  fUr  algebraische 
Gleichungen  von  Interesse  sind.  Tx.  (0.). 


T.  J.  Stieltjes  jr.      Over   Lagrange's   interpolatie-for- 

mnle.    Amat.;  Yerel.  eo  Meded.  XVII.  239*254 . 

Der  Zweck  dieser  Untersuchung  ist,  den  Rest  der  Lagrange'- 
sehen  laterpolationsformel  in  eine  einfachere  Gestalt  als  die  eines 
bestimmten  Integrals  zu  bringen  und  auch  ohne  Integralrechnung 
abzuleiten,  ebenso,  wie  dies  mit  dem  Rest  der  Taylor'schen  Reihe 
geschieht.  Der  Verfasser  benutzt  hierzu  eine  Erweiterung  des 
Theorems  von  Rolle,  und  bringt  die  Reihe  auf  die  Form: 

WO 

y(x)  =  (.r  — X,)  (x—x.^)  .  .  .(x  -  Xn), 

and  l  einen    Wert   hat,    welcher  zwischen   dem   grössten    und 

dem  kleinsten  Wert  der  Zahlen  x^  a;, , . . . ,  a;„  liegt. 

Hieraus  werden  einige  Folgerungen  gezogen. 

G. 


H.  PoiNCABE.     Sur  les  s^ries  tngonom6triques.   c.  R.  xcv. 

766-768. 

Die  Reihe  y(0  =  -Ti^^sina^f,  worin  kp.Op  positive  Zahlen 
bezeichnen,  convergirt,  falls  SApUp  convergirt.    Nimmt  man  an, 

das»  -—  und  Op  für  limp  =  +oo  den  Grenzwert  0  haben,  so 

Unn  q>(t)  dem  absoluten  Betrage  nach  jede  Zahl  überschreiten; 
eine  Bemerkung,  welche  fUr  die  Mechanik  des  Himmels  nicht 
ohne  Interesse  ist.  St. 


W.  Veltmann.    Die  Fourier'sche  Reihe.  Schiömiich  z.  xxvii. 

193-235. 
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Die  Abhandlung  untersucht  das  Verhalten  der  Fonrier'schen 
Reihe  im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit  des  Herrn  Verfassers 
(vgl.  d.  Jahrb.  XIII.  1881.  327).  Von  den  einleitenden  Sätzen  Über 
Potenzreiben  ist  hier  zu  erwähnen  der  Satz  V.,  der  übereinstimmt 
mit  dem  ersten  Satze  des  Herrn  Holder,  welchen  wir  oben  p.  180 
angeführt  haben. 

Die  Fourier'sche  Reihe  wird  gebildet  mit  einer  Function  f(y), 
welche  für  die  Werte  ()=y^27r,  die  auf  einer  Ereislinio'vom 
Radius  I  construirt  werden,  in  folgender  Art  definirt  ist.  Inner- 
halb eines  jeden  Bogens,  sei  er  auch  noch  so  klein,  ist  ein  Bogen 
vorhanden,  für  dessen  Punkte  (die  Grenzen  ausgeschlossen)  f(^y) 
eindeutig  definirt  und  stetig  ist.  Dabei  liegen  sämmtliche  Werte 
f(y)  zwischen  denselben  endlichen  Zahlen.  Zufolge  dieser  An- 
nahme haben  wir  in  jedem  nicht  im  Innern  eines  Stetigkeits- 
bogens  liegenden  Punkte  (p)  endliche  Unbestimmtheits-Grenzen 
für  f(y),  sowohl  von  rechts  als  auch  von  links  her;  die  beiden 
ersteren,  sowie  die  beiden  letzteren  können  auch  zusammenfallen. 
Als  f{p)  kann  jeder  Wert  gelten,  der  zwischen  den  am  weitesten 
von  einander  abstehenden  unter  diesen  vier  Zahlen  liegt.  Die 
Stetigkeitsbögen  können  nach  ihrer  Grösse  geordnet  werden, 
wobei  zu  beachten  ist,  dnss  ihre  Summe  auch  kleiner  als  2n 
sein  kann.  (Vergl.  eine  ähnliche  Bemerkung  bei  Herrn  Harnack, 
Klein  Ann.  XIX.  p.  238,  siehe  F.  d.  jVi.  XUI.  1881.  p.  182). 
Die  auf  die  angegebene  Art  definirten  Functionen  zerfallen  in 
zwei  Klassen,  die  im  Intervalle  (0,  27i)  integrirbaren  und  die 
nicht  integrirbaren.  Die  ersteren  sind  dadurch  charakterisirt, 
dass  die  Summe  derjenigen  Zwischenbögen  n*"  Ordnung  (d.  i. 
derjenigen  Bögen,  welche  von  der  ganzen  Kreislinie  nach  Aus- 
scheidung der  Stetigkeitsbögen  1'®^  bis  n**'  Grösse  übrig  bleiben), 
in  deren  jedem  die  Differenz  des  grössten  und  kleinsten  Func- 
tionswertes  (richtiger:  der  oberen  und  unteren  Grenze  von  /"(y)) 
grösser  als  eine  gegebene,  sonst  beliebige  Grösse  d  ist,  mit 
wachsendem  n  zur  Grenze  Null  convergirt.  Nicht  integrirbar 
im  Intervalle  (0,  2n)  ist  f(y),  wenn  eine  bestimmte  Grösse  d 
existirt,  so  dass  die  soeben  erwähnte  Summe  bei  noch  so 
grossem  n  nicht  kleiner  als  eine  bestimmte  Grösse  6  wird.    Beide 
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Sätze  folgen    unmittelbar  aus   dem  Riemann'schen  Begrifife  der 
integrirbaren  Function. 

Die  allgemeinen  Sätze  über  die  Summe  der  Fourier'schen 
Reihe  seheinen  im  Wesentlichen  nichts  Neues  darzubieten.  (Vgl. 
z.  B.  Dini,  Serie  di  Foürier  I.  p.  100).  Beachtenswert  ist  eine 
vom  Herrn  Verfasser  aufgestellte  specielle  Fourier'sche  Reihe, 
die  divergent  ist  in  Punkten,  welche  die  ganze  Kreislinie  in 
laoter  unendlich  kleine  Teile  zerlegen,  während  sie  für  andere 
Pankte,  welche  ebenfalls  überall  einander  unendlich  nahe  sind,  con- 
Tergirt,  und  ihre  Summe  gleich  ist  dem  Werte  der  Function,  aus 
welcher  sie  abgeleitet  ist.  Am  Schlüsse  der  Abhandlung  wird 
ooch  die  Frage  erörtert,  ob  eine  Function  f(^y)  von  den  bisher 
vorausgesetzten  Eigenschaften  auf  mehr  als  eine  Weise  in  eine 
trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann.  St. 


Ä.  Harnack.     Theorie  de  la  s^rie  de  Fourier.    Darb.  Bull. 

(2)  VI.  242-260,  265-280,  282-300. 

G,  Ralphen.     Sur  la  sdrie  de  Fourier.  c.  R.  xcv.  1217-1219. 

Herr  Harnack  hat  die  im  vorigen  Bande  p.  182  angezeigte 
Abhandlung  nach  Massgabe  des  von  ihm  selbst  darin  gefundenen 
Fehlschlusses  neu  redigirt.  Der  §  1,  14  Lehrsätze  enthaltend, 
auf  denen  einige  von  den  folgenden  Sätzen  beruhen,  ist  unver- 
äodert  geblieben,  und  bietet  somit  noch  immer  Anlass  zu  Be- 
denken. Auch  der  ftinfte  Satz  erscheint  dem  Referenten  jetzt 
oieht  mehr  als  völlig  sicher. 

Eine  trigonometrische  Reihe 

2! (ö*  sinÄra?  +  6^  coskx) 

beisst  im  Intervalle  (a,  b)   „im   Allgemeinen"  coni^ergent,    wenn 
die  Werte  j?,  in  denen  die  Differenz  der  Unbestimmtheitsgrenzen 

von 

n 

Sn{x)  =  ^  (ük  sin  kx  +  b^  Qoskx) 

ftr  lim  n  =  -f  00  grösser  als  eine  beliebige  positive  Zahl  d  oder 
ttnendlich  ist,  eine  discrete  Menge  bilden.    Convergirt  eine  solche 
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Reihe  in  eiuciii  beliebigen  Intervalle  im  Allgenieinen,  80  folgt 
sofort  liniön  =  lim6„  =0  für  limfi=  -\-oo.  Sind  die  Unbestiinmt- 
heitsgrenzen  von  «„(x)  für  limn=  +3o  im  Intervalle  (—yr,  +n) 
nur  in  discreten  Punkten,  absolut  genommen,  grösser  als  eine 
beliebige  Zahl  <J>0,  so  ist 

an  =^  b„  =  0.  («  =  0,  1,  2, ). 

Ist   nicht   allein  f{x)  im  Intervalle  (  — tt,  -\-n)   integrabel, 
sondern  auch  [/"(ar)]*,  so  hat  man  stets 

/-f/i  /•  f.i 

f{x)»\nnxdx  =  lim       /        f(x)cosNxdjD  =  0. 


— n.  —  n 


£s  folgt  dies  einfach  aus  der  Betrachtung  des  Integrales 

C^)        f  lf(x)-s,(x)\'dx. 


-  n 


unter  Sn(x)  die  Summe  der  («+  I)  Aufangsglieder  der  Fourier'- 
schen  Keihe  verstanden.    Man  findet  ferner 

Sn{x)  dx  =  I      f(x )  dx. 


X,,  J5ii 


Für  das  Verhalten  der  Fourier^schen  Keihe  für  einen  bestimmten 
Wert  von  x  ist  nur  das  des  Integrales 

/  ''  I A^  +ß)  -r  /(x  -fi)]  —"-^  dti  (d ;  ><») 

bei  lim  n  =  -f-oo  ma88<2:ebend.    Ist  f(x-\-0)-\-f{x—{\)  eine  end 
liehe  Zahl  y,  so  convergirt  sie  demnach  zum  Werte  \y  nur,  wenn 

i™     r\K^+ß)+fi^-ß)-y]  ^—  dß  =  0. 

.-+x     ./  ß 

woraus  die  wichtigsten  der  bisher  bekannten  Sätze  über  die  Con- 
vergenz  der  Fourier^schen  Reihe  abgeleitet  werden. 

Wenn  f(x)  integrabel  ist,  tf(-^)r  ^^^^  nicht,  so  bestehen  die 
Sätze  (1)  und  (3)  noch  fort,  falls  f{x)  innerhalb  der  bezüglichen 
Intervalle  absolut  integrabel  ist. 

Nun  folgt  der  Nachweis  des  Satzes  von  P.  du  Bois-Reymond 
(jede  trigonometrische   Reihe,    welche   eine  integrable  Function 


lim 

n- 
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dednirt,  ist  eine  Fonrier'sche  Reihe),  und  der  Nachweis  der  von 
KiemiDD  angegebeneu  Entwickelungen  einer  gewissen  nicht-inte- 
grabelo  Faoction  in  eine  trigonometrische  Reihe. 

Am  Schlosse  findet  man  Regeln  über  die  Difi'erentiirung  und 
lotegriniDg  Ton  trigonometrischen  Reihen. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  Herr  Hamack  beweist  Herr  Halph^n 
deD$abs(l).  Er  bemerkt  (gegen  Herrn  Hugoniot),  dass  das  Ver- 
^ehwinden  des  Integrales  (2)  bei  lim  n  =  -f  '^  allein  nicht 
herecbtige,  auf  die  Convergenz  der  Fourier'schen  und  ähnlicher 
ßeiheo  zu  schliessen.  St. 


.\.  HaRNACK.       Berichtigung.     Klein  Ann.  XIX.  .024-r)29. 

Siehe  F.  d.  M.  XHI.  1881.  p.  182. 


F.  Lindemann,     üeber  das  Verhalten  der  Fourier'schen 
Keihe  an  Spriingstellen.    Klein  Add.  xix.  517-523. 

Dnrch  Rechnung  wird  direct  gezeigt,  dass  die  Fourier'sche 
Keihe  gleichmässig  convergirt  an  einer  Stelle,  wo  die  dargestellte 
Faoction  stetig  ist  (was  Heine  zuerst  bewiesen  hat);  und  dass 
ik  CoDTergenz  derselben  unendlich  verzögert  wird,  wenn  sich 
*lag  Argument  einer  Stelle  nähert,  wo  die  dargestellte  Function 
uostetig  ist  (was  Seidel  zuerst  dargelegt  hat).  St. 


David.      Application   de  la   d^rivation    d'Arbogast    h  la 
Solution     de    la   partition   des   nombres    et    h  d'autres 

probl^Oies.     ReaaU.  (3)  VIII.  61-72 

Siehe  Abscbn.  HI.  Cap.  1.  p.  129. 


i 
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Besondere  Rcilien. 

ü.  Schier,     üeber  Potenzsummen  rationaler  Zahlen 

Wien.  Gerold'B  Sohn. 


Al.  Zdrahal.      Ueber   eine    Eigenschaft  der   Binomial- 

Coefficienten.     Cae.  XI.  47.  (Böhmisch). 

Enthält  einen  neuen,  auf  conibinatoriseher  Basis  aufgebauten 
Beweis  des  Satzes,  dass 

x:)0)(p-=(°+'t"-). 

falls  die  Bedeutung 

r  =  a  +  /J-f-yH 

eingeführt  wird,  und  (^^^  symbolisch  einen  Binomialcoefficienten 
bezeichnet.  Std. 


J.  C.  0'Np:il   de    Medeiros,      Sobre    um    problema    de 
algebra  elementar.    Teixeira  J.  iv.  177-184. 

Entwickelung  von  a^  +  ^r-"*  nach  Potenzen  von  x^-\-x-^. 

Tx.  (0.). 

H.  J.  Krantz.    Solution  d'une  question  (1322).  Nouv.  Add, 

(3)  I.  419-421. 

)^  ist  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  beiden  Reihen 

J-4-l4.1  +  _L4._L    .    ^4 

1 '  "^  2"  "^  5'  "''  13'  "^  34'  "•■  89'  "^^  ■  ■  ■ ' 


1_1  ,  A i_,A ^, 

1        3^8        21   ^   55       144  "^ 


O. 
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R.  Rawson,  R.  Knowles.    Solution  of  a  question  (7049), 

Ed.  Times  XXXVII.  109. 

Beweis,  dass 

0. 


V.  Jamet.     Sur  le  d^veloppement  de  arctanga;  en  sdrie 
conveigente.    Math.  iL  52-57. 

Die  Entwickelung  geschieht  ohne  BenatzuDg  der  Differential- 
nnd  Integralrechnung.  Mn. 

T.  J.  Stieltjes  jr.       Over    een    algorithmus   voor    het 
meetkundig  midden,    Nieuw  Arch.  IX.  198-211. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  eine  andere  desselben  Ver- 
fassers an,  welche  sich  in  Borchardt  J.  LXXXIX.  p.  343  (siehe 
F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  189)  findet.  Die  Beweise  der  dort  ge- 
^ebcDcn  Sätze  über  das  geometrische  Mittel  einiger  reeller  Zahlen 
werden  hier  ausführlich  mitgeteilt  und  durch  Beispiele  erläutert. 
Für  complexe  Werte  der  Zahlen  liefert  die  Anwendung  im  All- 
gemeinen grosse  Schwierigkeiten,  welche  nur  verschwinden,  wenn 
man  sich  auf  zwei  Zahlen  beschränkt.  6. 


A.  Sachse,      üeber   die  Darstellung  der  BernouUi'schen 
und  Euler'schcD  Zahlen  durch  Determinanten. 

Hoppe  Arch.  LXVIII.  427-432. 

Siehe  Abschn.  11.  Cap.  3.  p.  110- 
M.  A.  Stern.     Zur  Theorie  der  Bernoulli'schen  Zahlen. 

Kronecker  J.  XCII.  349-351. 

Während  schon  Euler  in  seiner  Differentialrechnung  gezeigt 
hat,  dass  die  Bernoulli'schen  Zahlen  allmählich  in's  Unendliche 
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wachsen,  hat  der  Herr  Verfasser  noch  nirgends  die  einfache 
Eigenschaft  dieser  Zahlen  bewiesen  oder  auch  nur  ausgesprochen 
gefunden,  dass  dieselben  von  der  vierten  an  ohne  jede  Unter- 
brechung wachsen.  Der  Beweis  hierfür  wird  ohne  Schwierigkeit 
geführt,  indem  von  der  Euler'schen  Definition  der  v^''  Bernoulli'- 
schen  Zahl  ausgegangen  wird: 

wo 

Sly    =    1+    -^J^  +  -327-  H 

ist.  Aus  den  bekannten  Werten  für  die  ersten  Bernoulli'schen 
Zahlen  ergiebt  sich  weiter,  dass  es  deren  nur  zwei,  nämlich  Ä.^ 
und  B^  giebt,  die  einander  gleich  sind,  und  dass  B^  und  B^ 
kleiner  als  By  für  y>4  sind,  während  B^<zBy  für  v>b  ist. 

T. 


A.  Berger.     Elementära   bevis  för  nägra  formler  i  dif- 
ferenzkalkylen.    Stockh.  öfv.  xxxvit.  39-53. 

Eine  bekannte  Relation  der  BernouIIi'schen  Zahlen,  sowie 
Ausdrücke  für  £k"'  (jn  positiv,  ganz)  und  -2'log/c  werden  auf 
neue  Art  hergeleitet.  Ausserdem  wird  folgende  halb-convergeute 
Entwickelung  für  ein  beliebiges  reelles  ju<l  gegeben: 

1^'  +  2^  H h  x^ 

-       Ii  +  l       "^    2     ^    •"  ^  J^,         2Äx^*-'-^ 

wo  die  Constante  Kfj  durch  eine  unendliche  Beihe  dargestellt  ist. 

H. 


G.  F.  Walker.     On  a  certain  inequality  and  a  limit 

Mess.  (2)  XII.  37-38. 

Beweis,  dass  für  alle  Werte  von  p  und  a,  ausser  0,   — ^^^ 
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zwischeu  —  xp«  und    ^yP'i  liegt.    Daraus  folgt,  wie  der  Ver- 
fasser zeigt,  dasB  für  m  =  cc 

IP  _|.  2p  +  ,sy  H h  mP    _      1 

Glr.  (0.). 


J.  Thomae.     Elementare  Behandlung  der  hypergeometri- 
schen Reihe.    (Fortsetzung).    SchiömiichZ.  xxvii.  41-56. 

Zwischen  je  drei  Lösungen  der  im  Früheren  (Schlömilch  Z. 
XXVL,  vgl.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  196)  aufgestellten  dreigliedri- 
gen Recursionsformel  mit  linearen  CoefScientcn  in  n  findet  eine 
lioeare  homogene  Relation  mit  periodischen  Goefficienten  statt, 
nm  deren  Bestimmung  es  sich  zunächst  handelt.  Da  der  Re- 
cursionsformel durch  hypergeometrische  Reihen  genügt  wird,  in 
in  denen  das  letzte  Element  x  als  Parameter  auftritt,  so  hat  die 
LösoDg  dieser  Aufgabe  zugleich  Wichtigkeit  fllr  die  Frage  der 
Fortsetzung  der  durch  die  hypergeometrische  Reihe  definirten 
Faoction  ihres  letzten  Elements  über  das  Convergenzgebiet  hin- 
aas. Diese  Frage  wird  hier  dadurch  erledigt,  dass  die  Reihen, 
als  Lösangeu  der  Recursionsformel,  zwischen  denen  der  Zusammen- 
hang festgestellt  wird,  als  Functionen  von  n  überall,  und  als  Func- 
tionen von  X  in  verschiedenen  Gebieten,  die  gemeinsame  Teile 
haben,  convergiren.  Die  erhaltenen  Resultate  liefern  dann  das 
Mittel,  die  hypergeometrische  Reihe  als  Function  ihres  letzten 
Elements  vollständig  zu  definiren  und  ihren  Verlauf  in  der 
ganzen  Ebene,  insbesondere  ihr  Verhalten  bei  Umkreisungen  der 
singalären  Punkte  0,  1,  oc  zu  bestimmen.  Hr. 


G.  Heppel    and   T.  R.  Terry.     Solutions  of  a  question 

(6978).    Bd.  Times  XXXVII.  98-100. 

Die  von  Herrn  Sylvester  gestellte  Aufgabe  war  die,  nach- 
zuweisen, dass,  wenn  »undj  zwei  ganze  positive  Zahlen,  und  j 
nicht  grosser  als  i, 

Furtichr.  d.  Math.  XIV.  1.  23 
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Cx-J)(x--2)...(a;-t+l)  ^   .    ■{     .  x(j;-l)...(x-t-h2) 


(i-J-i-1)  0-7+2)  (i-j+3) 

_   t— y    (a;— j)  (g— 2) . . .  (j?— 0 

ist.  Diese  merkwürdige  Relation  wird  von  Herrn  Heppel  durch 
den  Schluss  yon  J  auf  y+1  bewiesen.  Herr  Terry  benutzt  zum 
Beweise  die  bekannte  Reihe 

1    (t-P+1)    "^     1.2       (i-p+l)(t-p+2)  '^*"" 
für  positive  ganze  p.     Am  Schluss  wird  auf  den  ZusammeubaD^ 
der  obigen  Reihe  mit  der  hypergeometrischen  Reihe 

•F(t,  -p,  i-p  +  1,  1) 
hingewiesen.  M. 


M.  d'Ocagne.     Sommation  d'une  s6'ie  remarquable. 

Nouv.  Ann.  (3)  l.  171-173. 

Für  die  von  Stainville  (Gergonne  Ann.  t.  IX.)  und  dann  von 
Gergonne  und  Ampere  (ib.  t.  IX.  und  XV.)  behandelte  verall- 
gemeinerte Exponentialreihe 

S=  l  +  aA  +  a(a  +  Ä)-^  +  ... 
wird  die  Differentialgleichung  —r-  =  -j — 7—  S  hergeleitet  und 

(iz  1  —  Hz 


a 


aus  dieser  ihre  Summe  S  =  (i—kz)    ^    erhalten. 

T. 


E.  Catalan.     Sur  un  article  des  NouveHes  Annales  de 
Math^niatiques.    Math.  11.  101. 
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Die  Reihe 

Ton  de  Stainville,  Gergonne,  Amp6re  und  M.  d^Ocagne  ist   ein 
Spedaifall  der  Binomialreihe  und  hat  zur  Summe 

Mn.  (0.). 


M.  d'Ocägne.     Sur   le  d^veloppement  des    logarithraes 
et  des  expouentielles.    Nouv.  Ann.  (3)  i.  241-245. 

Um  aas  einer  der  folgenden  Reihen 

logf(x)  =  a^  +  a^qix)  +  a, q>(xy  H \-  anf(xy  +  ... 

die  Coefficienten  der  anderen  zu  bestimmen,  wird  die  erste  loga- 
ritbmisch,  die  zweite  gewöhnlich  nach  x  differentiirt;  durch 
Yergleicbung  der  Coefficienten  erhält  man  zwischen  den  a  und 
den  A  eine  fortlaufende  Reihe  von  Gleichungen  folgender  Art: 

«i.  =  na^A^  +  (fi  — l)a„_i/4,  +  («~2)On~2A +  •••  +  «,  ^n-i, 

(a,  =  log.4o,  A,  =  c«0, 

mit  Hülfe  deren  sich  sowohl  die  a  durch  die  A,  wie  umgekehrt, 
reoarrireud  oder  auch  durch  Determinanten  darstellen  lassen. 
Die  Entwickelungen  von  log(l+rr)  und  c*  nach  Potenzen  von  x 
dienen  als  Beispiele.  T. 


Macfarlänk.     Solution  of  a  question  (6859).    Ed.  Times 

XXXVI.  116-117. 
Mit  Hülfe  der  Formel 

log[a'  +  6'  +  2ab  C08(a  -  /?)]* 

h  ^   h^ 

=  loga  +  —  coi{a—ß)—  —  -^  cos2(a-ß)  +  •••, 

wo  0,  b]  a,  ß  resp.  Längen  und  Winkel  zweier  Vectoren  in  einer 
£1)606  sind,  wird  bewiesen,  dass 

13* 
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—  2f]  cosa: — ^•2'?'  C082a; — -"217' cosSx—  ••  • 

=  2^  C— 1>  -A 2^  —r-  COS  tX. 

,-1  »  i^l      t 


M. 


J,  CoHN.  Beweis  einer  Entwickelung  einer  Function 
der  Länge  und  der  Lage  einer  geraden  Linie  in  eine 
gewisse  unendliche  Reihe.    Warsch.  J.  I801.  (Polnisch). 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  eine  von  C.  A.  Bjerknes  in  der 
Schrift:  „Sur  le  mouveinent  simultanö  des  corps  sph^riques 
variables  dans  un  fluide  indöfini  et  inconipressible"  ohne  Beweis 
gegebene  Entwickelung  einer  gewissen  Function  erhalten  werden 
kann.  Dd. 


Tanner,  R.  Harley.     Solutions  of  a  question  (6919). 

Ed.  Times  XXXVII.  42-43. 

Wenn 
so  ist 

o. 

Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  specielle  Reihen 
von  W.  J,  C.  Sharp,  A.  McMürchy,  A.  Cohen, 
K.  Gale,  T.  R.  Terry,   S.  Marks   finden  sich  Ed.  Times 

XXXVI.  iJT);    XXXVII.  50,  112. 

o. 
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Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

0.  ScHLöMiLCH.    Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren 
Analysis.      IL    Aufgaben    aus    der    Integralrechnung. 

3^  Aufl.    Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

Die  in  dieser  reichen  Sammlung  enthaltenen^  teils  die  ein- 
fachen Fälle  erschöpfenden,  teils  als  besonders  instructiv  ausge- 
wählten Aufgaben  beziehen  sich  auf  Integration  entwickelter 
Fuoctionen  einer  Variabein,  Quadratur,  Rectification,  Cubatur, 
Complanation,  Berechnung  bestimmter  Integrale,  Reihen,  Doppel- 
nnd  dreifache  Integrale,  Mittelwerte,  Dififerentialgleichungen  erster 
und  höherer  Ordnungen.     Regeln  sind  überall  beigegeben. 

H. 


M.  Pasch.     Einleitung  in  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung.   Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

Der  Verfasser  findet,  dass  die  Principien  der  Differential- 
nod  Integralrechnung,  mit  wenigen  Ausnahmen  in  den  Lehrbüchern 
nicht  mit  der  gegenwärtig  erreichbaren  Strenge  entwickelt  sind. 
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Er  lässt  zu  und  rechtfertigt  es,  dass  Vorlesungen  für  Anfanger 
nicht  auf  alle,  im  Grunde  notwendigen  Fragen  eingehen,  weil 
doch  der  Erfolg  zweifelhaft  sei;  doch  nur  in  sofern  ein  späterer 
Cursus  die  Strenge  nachholen  könne.  Grade  in  Rücksicht  auf 
diesen  Fall  sei  aber  ein  Buch  nützlich,  welches  sich  mit  Be- 
schränkung auf  die  principiellen  Lehren  die  Strenge  mit  grösster 
Ausführlichkeit  zur  Hauptaufgabe  macht.  Unter  diesem  Gesichts- 
punkt ist  das  vorliegende  Buch  bearbeitet.  Des  Verfassers  erste 
Sorge  ist,  den  Begriff  der  Irrationalzahl  klar  zu  machen.  Es  wird 
der  Begriff  einer  „Zahlenstrecke'^  mit  Beschränkung  der  Zahl  auf 
positive  ganze  und  Quotienten  solcher  als  eine  Gruppe  von  Zahlen 
von  folgenden  drei  Eigenschaften  definirt:  Die  Gruppe  urafasst  nicht 
alle  Zahlen;  wenn  die  Zahl  x  zur  Gruppe  gehört,  so  gehören  zu 
ihr  auch  alle  kleineren  Zahlen;  es  giebt  keine  grösste  Zahl  in 
der  Gruppe.  Dieser  Begriff  vermag  den  der  rationalen  und 
irrationalen  Zahl  vollkommen  zu  ersetzen.  Da  der  Name  nach 
seiner  Substitution  frei  wird,  kann  man  statt  Zahlenstrecke  Zahl 
sagen.  Der  Erklärung  gehen  Sätze  über  Potenzen  voraus,  welche 
für  die  Theorie  der  irrationalen  Potenzwurzeln  gebraucht  werden. 
Es  folgt  ihr  der  Nachweis,  dass  der  neue  Zahlbegriff  für  die 
algebraischen  Operationen  tauglich  ist. 

Ueber  das  Vorstehende  können  wir  ohne  Kritik  nicht  hin- 
weggehen. Die  im  Vorwort  ausgesprochenen  Motive  und  all- 
gemeinen Grundsätze  bezüglich  der  Strenge  lassen  die  Unter- 
scheidung zwischen  Bündigkeit  und  Ausführlichkeit  sehr  vermissen. 
Letztere  ist  es,  welche  sich  nachholen  lässt,  nicht  erstere.  Der 
Verfasser  macht  die  unbegründete  Voraussetzung,  dass  Strenge 
und  Einfachheit  unvereinbar  seien.  Ihm  ist  also  auch  die  Er- 
fahrung fremd,  dass  die  allseitige  Strenge  den  Weg  zur  ein- 
fachsten Methode  eröffnet.  Um  das  Ziel  zu  erreichen,  darf  man 
sich  nicht  mit  der  ersten  bündigen  Feststellung  begnügen,  wie  es 
hier  geschieht. 

Gehen  wir  auf  die  Ausführung  ein,  so  ist  der  Begriff  der 
Zahlenstrecke,  als  deren  Autor  Dedekind  genannt  wird,  nebst 
seiner  Anwendung  und  seiner  Substitution  für  den  Zahlenbegriff 
mit  grosser  Sorgfalt  und  Umsicht  dargelegt.     Was  aber  den  ver- 
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lueiDtlicIien  Erfolg   betrifll,  so  sind  ganz  wesentliche  Einwände 
dagegen  zu  erheben.     Die  Substitution  des  Begriffs  der  Zahlen- 
strecke f&r  den  Zahlbegriff  entzieht  ersterem  den  Boden.    Denn 
bei  ihrer  durchgebenden  Anwendung  ist  die  Zahlenstrecke  eine 
Groppe  von  Zahlenstrecken,  die  Erklärung  also  ein  Cirkel.    Es 
leaebtet  hiemach  und  zwar  nicht  erst  hiernach,  ein,  dass  wir  den 
gewöhnlichen  Zahlenbegriff  nicht  entbehren  können;   und  dann 
ist  es  nicht  gestattet,  den  Namen  Zahl  für  die  Zahlstrecke  zu  ge- 
brauchen.    Es  ist   eine  Täuschung,    wenn   der  Verfasser   meint, 
einen  umfassenderen  Zahlbegriff  gewonnen  zu  haben,  da  der- 
selbe ohne  Recurs  an  den   ursprünglichen  nie  gedacht  werden 
kann.    Ist  jedoch  das  Ziel  auch  nicht  erreicht,  so  ist  der  Weg, 
^of  dem  der  Begriff  der  Irrationalzahl  gesucht  wird,  darum  nicht 
zu  verwerfen,  auch  ist  der  Fehler,  welcher  am  Mislingen  schuld 
war,  leicht  genug  zu  enthüllen.     Beruht  in  der  Tat,  was   zuge- 
standen sein  mag,  der  Begriff  der  Irrationalzahl  auf  der  Zahlcn- 
strecke,  so  folgt  daraus   nicht,    dass   beide   identificirt  werden 
mOssen.    Dieses  voreilige  Zuwerkegeben,  welches  die  Wurzel  des 
Begriffs  unmittelbar  zum  Begriff  selbst  stempelt  (z.  B.  die  Sinnes- 
eiupfindungen  dem  Körper  begrifflich  gleich  setzt),  hat  schon  oft 
in  Sackgassen  geführt.     Da  in  der  Tat  die  Irrationalzahl   der 
Gienzwert  der  Zahlenstrecke  ist,  so  ist  der  bei  Identificirung  be- 
iningene  Fehler  genau  derselbe,  wie  überhaupt  bei  Identificirung 
TOD  Function  und  Grenzwert,  derselbe  also  auch,  welcher  alle 
vermeintlichen  Schwierigkeiten  im  Begriff  der  unendlichen  Grössen 
verursacht  hat.    Statuirt  man  zwei  Begriffe,  Zahlenstrecke  und 
Zahl,  die  ungleich  sind,  deren  erstere  aber  die  Grösse  der  letzteren 
bestimmt,    so   sind  der  logische  Mangel  und  die  übrigen  Incon- 
venienzen  sofort  beseitigt. 

Im  Anschluss  an  obige  Theorie  erklärt  der  Verfasser  0  und  oc 
fQr  „Zahlen"',  deutet  also  damit  an,  dass  sie  in  der  Definition 
als  Zahlenstrecken  mit  enthalten  seien.  Dies  ist  jedoch  unrichtig; 
denn  oc  erfüllt  die  erste  der  drei  Bedingungen  nicht,  und  auf  0 
lässt  sich  die  Definition  nicht  anwenden,  weil  es  keine  kleineren 
Positiven  giebt.  Der  Verfasser  will  zwar  auf  das  Nähere  nicht 
eingehen;   da  jedoch  die  Zeichen  0  und  ^c  nachher   ohne  Er- 
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kläruDg  häufig  vorkommen,  so  war  es  nötig,  die  erweckte  Meinung, 
als  sei  der  Begriff  für  das  absolute  Unendliche  gefunden,  zu 
widerlegen. 

Die  erschöpfende  Gründlichkeit  und  Consequenz,  mit  welcher 
der  Anfang  bearbeitet  war^  ist  jedoch  auch  mit  diesem  Anfang 
zu  Ende.  Was  folgt,  charakterisirt  sich  durch  folgende  Eigen- 
tümlichkeiten. Mit  dem  vorher  erklärten  neuen  Zahlbegriff  steht 
es  in  keiner  sichtlichen  Verbindung.  Die  ferneren  Erklärungen 
gehen  nicht  direct  auf  ihr  Ziel  aus;  sondern  beginnen  mit  Bei- 
spielen,  ohne  hernach  den  allgemeinen  Begriff  davon  sichtlich  zu 
unterscheiden  und  zu  kennzeichnen.  In  die  Erklärungen  von 
Grenzwert  und  Differentialquotient  wird  gleich  von  Anfang  die 
Bemerkung  eingemischt,  dass  es  sich  bei  praktischer  Verwendung^ 
immer  nur  um  begrenzte  Genauigkeit  handeln  kann.  Die  exacte 
Geltung  dieser  Begriffe  so  abzuleugnen,  konnte  der  Verfasser  in 
methodischen  Schwierigkeiten  keinen  Grund  finden;  denn,  was 
den  exacten  Begriff  ausmacht,  kommt  reichlich  an  anderen  Stellen 
vor;  nur  fehlt  dann  immer  der  Name  Grenzwert.  Ebenso  wird, 
so  oft  unendlich  kleine  Grössen  vorkommen,  der  Name  immer 
durch  umständliche  Umschreibung  umgangen.  Eine  Klärung  der 
Begriffe,  wenn  sie  überhaupt  beabsichtigt  war,  ist  durch  ein 
solches  Verfahren  nicht  zuwege  gebracht.  Die  Gegenstände  sind 
die  gewöhnlichen;  wenn  ein  brauchbarer  methodischer  Gedanke 
in  der  Behandlung  enthalten  sein  sollte,  so  ist  er  in  einem  so 
unfertigen  Werke  schwer  heraus  zu  finden.  H. 


C.  Jordan.     Cours  (V Analyse  de  Tficole  Polytechuique. 
T.  I.    Calcul  diflferentiel.    Paris.   1882,    Darb.  Bull.  (2)  vi. 

262-264. 

Kurze  Angabe  des  Inhalts  des  genannten  Werkes. 

T. 


F.  Mansion.      Cours   d'analyse   infinitesimal   de   l'JÖcole 
du  gdnie  civil.     2"'*  annöe.   i^.  Autographirt. 
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I.  Theorie  der  Differentialgleicbungen  und  der  linearen 
Gleichungen  mit  partiellen  Derivirten.  II.  Bestininitc  Integrale. 
III.  Differenzenrechn^ung.  IV.  Variationsrechnung.  Das  Buch 
enthält  im  3^"  und  4**"  Teil  einige  Beweise  des  Verfassers,  die 
strenger  sind,  als  man  sie  gewöhnlich  zu  geben  pflegt,  nämlich 
I)  Aequivalenz  der  Grenze  einer  dreifachen  Suintne  und  eines 
dreifachen  Integrals.  2)  Derivation  eines  bestimmten  Integrals 
nach  einem  beliebigen  Parameter,  wo  die  Grenze  des  Integrals 
und  die  integrirende  Function  Functionen  dieses  Parameters  sind. 
.H)  Fundamentaleigenscbaften  der  Euler'schen  Integrale.  4)  Bc- 
itioguDg  des  Maximums  und  Minimums  in  der  Variationsrechnung 
in  Form  einer  Differentialgleichung.  Mn.  (0.). 

H.  A.  IjORENTZ.  Leerboek  der  difFerentiaal-  en  integraal- 
rekening  en  van  de  eerste  beginselen  der  analytische 
meetkunde  met  het  oog  op  de  toepassingen  in  de 
natuurwetenschap.    Leiden.  Briii 

Ein  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  von 
ganz  besonderem  Charakter.  Die  mathematische  Strenge,  die  aus- 
ilihrliche  Entwickelung  von  Formeln  und  Theorien,  welche  noch 
keine  Anwendung  gefunden  haben,  sind  in  den  Hintergrund  ge- 
schoben, aber  die  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik  be- 
sonders hervorgehoben.  Auf  diese  Weise  wird  das  ganze  Gebiet 
durchlaufen  und  jedesmal  nur  so  viel  von  den  Theorien  mitge- 
teilt, als  für  die  Anwendungen  nötig  ist. 

Voran  geht  eine  kurze  Uebersicht  der  Functionenlehre  und  der 
analytischen  Geometrie  in  der  Ebene  und  im  Räume.  Dann  folgt 
die  Differentialrechnung.  Hier  werden  die  wichtigsten  Regeln 
för  das  Differentiiren  mitgeteilt,  auch  die  Differentialquotienten 
höherer  Ordnung  neben  den  partiellen  Differeutialquotienten  kurz 
behandelt.  Alsdann  wendet  sich  der  Verfasser  zu  den  Grundbe- 
griffen und  Grundformeln  der  Integralrechnung,  wobei  die  dop- 
pelten und  vielfachen  Integrale  betrachtet  werden.  Nun  folgt 
der  Taylor*sche  Satz,  die  Behandlung  einiger  bestimmter  Inte- 
grale, der   Satz   von    Fourier   und   eine    kurze    Uebersicht   der 
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Theorie  der  Differentialgleichungen.  Jedem^  Abschnitt  sind  viele 
Anwendungen,  Üauptsächlich  aus  der  theoretischen  Physik,  zuge- 
fügt, deren  Auflösung  am  Schlüsse  des  Werkes  mitgeteilt  wird. 

G. 


Capitel  2. 

Difterentialrechiiiuig  (I)ifterentiale,  Functionen  von 
Diiferentialen.     Maxima  und  Minima). 

T.  J.  Stikltjks  jr.  Eeiiige  beaierkiugen  omtreut  de 
(litFerentiaalquotieuteii  vau  eene  functie  van  eene  ver- 
anderlijke.    NieuwArch.  ix.  lOG-iii. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Differentialquotienten  einer 
Function  einer  Veränderlichen.  Besonders  wird  gezeigt,  dass  es 
für  die  Gültigkeit  von 

l)—a  ^   ^ 

notwendig  ist,  dass  f\^  f^**  a?  =  X  stetig  sei,  wie  an  einigen 
Beispielen  gezeigt  wird.    Weiter  wird  bewiesen,  dass  der  Ausdruck 

p^i       r'(xj,)  1.2.../*  '     ^   ^' 

wobei 

giltig  bleibt,  wenn  bei  der  Convergenz  x^  und  x„^^  immer  X 
einschliessen  und  p-^^(a:)  für  den  besonderen  Wert  x  ==  X  einen 
endlichen  Differentialquotienten  P''\X)  =  k  hat.  G. 


W.  W.  Johnson.     Üu  certain  symbolic  relations. 

Mesfl.  (2)  XL  191-102. 

Es  wird  bewiesen,  dass  Operatoren  von  der  Form 


;r'*~''  — ; X' 
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commutativ  sind,  wie  z.  B. 


d"*  d^  d"*  ^  p 

ajm  f  p        _    j.p      ^m^ 


dx"'  dxi'  dx'"  ^ '' 

Dazu  werden  Anwendungen  gegeben. 


GIr.  (0.). 


D.  L  P.  DA  Silva.      Derivadas  de  ordern  qualquer  dey 
em  ordern  a  x  quando  h  f{x,  y)  =  0.  Teixeira  J.  iv.  loo-iis. 

Herr  Silva  sucht  den  analytischen  Ausdruck   der  Derivirten 
»*''  Ordnung  von  y  nach  Xy  wenn  y  durch  die  Gleichung 

/*(^>  i/)  =  0 
gegeben  ist.     Er  bestimmt  zuerst  die   Form  dieses  Ausdruckes 
mit  Uttlfe  auf  einander  folgender  Diiferentiationen  und  bestimmt 
danu  die  Coefiicienten  durch  Betrachtung  des  specielleu  Falles: 

y'^{x\-x^'}- h^")-  1  =  0. 

Tx.  (0.). 


G.  Darboux.  Sur  les  differeutielles  successives  des  fonc- 
tions  de  plusieurs  variables  et  sur  une  propridte  des 
fonctions  algöbriques.    c.  R.  xciv.  575-577. 

Der  Verfasser  knüpft  nochmals  an  den  Satz  von  Hermite  an, 
von  welchem  er  in  den  CR.  XCII.  1 123.  (s.  F.  d.M.  XIII.  1881.  209) 
ausgegangen  war,  indem  er  die  allgemeine  Bedingung  der  betreffen- 
cieo  Eigenschaft  algebraischer  Functionen  suchte,  um  nun  die 
Eigenschaft  selbst  zu  yerallgemeinern.  Durch  eine  algebraische 
Gleichung  zwischen  z,  x^J  x^,.,.^x^  wird  z  als  Function  der  x 
bestimmt.  Die  Gleichung  sei  vom  Grade  m  sowoi  in  Bezug  auf  z 
als  auf  die  Gesammtheit  der  Variabein.  Differeutiirt  man  sie 
(m+iymal,  indem  man  alle  dx  als  constant  betrachtet,  so  lässt 
sieh  beweisen,  dass  kein  Term  ohne  ein  höheres  Differential 
von  s  als  Factor  vorkommt,  so  dass  man  auf  viele  Arten  die 
Form  erhält: 

(2)        d"*^^z  =^  A^d"^x>-\-  A.^d"^-^z-\-  "'-]-  A,„-id''z. 
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Dies  ist  die  beabsichtigte  Gleichung.  Für  r/i  ==  2  zeigt  sich 
daraus,  dass  d^z  Factor  von  dh,  folglich  auch,  wie  bei  immer 
neuer  Differentiation  hervorgeht,  Factor  von  d*z,  d%  etc.  ist, 
entsprechend  dem  ursprünglichen  Satze.  Eine  fernere  Betrach- 
tung ergiebt  folgende  Sätze.  Damit  die  in  (2)  enthaltenen  Re- 
lationen durch  Elimination  der  willkürlichen  Coefficienten  in  den 
A  zu  partiellen  Differentialgleichungen  führen,  denen  die  Func- 
tion z  zu  genügen  hat,  muss  die  Anzahl  der  Coefficienten  in  den 
A  kleiner  sein  als  die  Anzahl  der  Differentialquotienten  (m-(-l)*" 
Ordnung  von  z.  Zwischen  der  Function  z  und  m  seiner  Derivirten 
oder  zwischen  m+'l  Derivirten  besteht  immer  eine  homogene 
lineare  Relation,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  sind.  Sind  alle  betrachteten  Derivirten 
mindestens  von  der  Ordnung  m,  so  findet  die  Relation  zwischen 
nur  m  Derivirten  statt.  H. 


M.  Falk.    Ota  derivator  och  differentialea  af  en  funktioii 
af  tvä  obervende  variabler.    Zeuthen  t.  (4)  vi.  164-182. 

Die  hier  gegebene  ausführliche  Darstellung  der  Bedingungen 
für  die  Existenz  von  partiellen  und  vollständigen  Differential- 
quotienten einer  reellen  Function  von  zwei  reellen  veränderlichen 
Grössen  schliesst  sich  eng  au  die  von  Herrn  J.  Thomae  in  seinen 
beiden  Werken  „Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  etc." 
(siehe  F.  d.  M.  V.  1873.  218)  und  „Einleitung  in  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale"  (siehe  F.  d.  M.  VII.  1875.  153)  ge- 
machten Untersuchungen.  Der  Verfasser  bezweckt,  teils  die  Auf- 
merksamkeit auf  diese  Fragen  hinzuleiten,  teils  zu  zeigen,  dass 
es  bei  einer  strengen  und  gründlichen  Erörterung  keineswegs 
sicher  ist,  dass  eine  Function  ein  vollständiges  Differential  besitzt, 
selbst  dann,  wenn  die  partielle  Derivirte  einen  Sinn  hat.  Ferner 
wird  der  Zusammenhang  der  behandelten  Frage  mit  gewissen 
Co ntinuitätsf ragen  dargestellt.  Die  Abhandlung  ist  ein  Auszug 
aus  den  Vorlesungen  des  Verfassers  über  bestimmte  Integrale, 
gehalten  an  der  Universität  Upsala  im  Herbstsemester  1882. 

Gm. 
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P.  Mänsion.     Methode  dite  de  Ferniat  pour  la  reeherche 
des  maxima  et  des  minima.    Math.  IL  193-202. 

I)6e8chichtliche8.  Die  nach  Fermat  benannte  Methode  ver- 
danken wir  in  Wirklichkeit  Descartes  oder  vielmehr  Huygens. 
Die  in  den  „Varia  opera"  von  Fermat  aus  einander  gesetzte 
Methode  ist  in  ihrem  Princip  mit  der  gewöhnlich  in  der  Differen- 
tialrechnung aus  einander  gesetzten  Methode  gleich.  2)  Die  Methode 
von  Huygens  besteht  in  Folgendem:  Wenn  F(fe)  ein  Maximal- 
oder Mini  mal  wert  von  F(x)  ist,  so  ist 

I^a)  =  I{c),     a<b<c. 
Daraus  folgt  unter  der  Voraussetzung,  dass  F\x)  einen  einzigen 
Wert  för  j?  =  6  hat,  leicht,  dass 

lim  J(±L?i±  =  FXb)  =  0, 

wenn  a  und  c  gegen  6  convergiren.  Daraus  ergiebt  sich  die 
Regel:  Wenn  F(b)  ein  Maximal-  oder  Minimal  wert  von  t[x)  ist, 
so  ist  die  Derivirte  F'(x)  gleich  0  ftlr  a?  =  6,  oder  hat  nicht  nur 

einen  einzigen  Wert.     (Beispiel:  F(x)  =  x  .Th  — fürar  =  0).  Der 

X 

zweite  Teil  dieses  letzten  Schlusses  wird  häufig  nicht  beachtet. 
Die  Theorie  lässt  sich  übrigens  völlig  ohne  ZuhUlfenahmc  des 
Taylor'schen  Satzes  aus  einander  setzen.  Mn.  (0.). 


W.  Walton.  On  the  method  of  finding  maxima  and 
minima  of  functions  of  one  variable  and  of  tvvo  in- 
dependent  variables.    Mesa.  (2)  xil.  14-20. 

Methode,    um    zwischen  Maximum    und  Minimum   ohne    Be- 
nutzung der  zweiten  Derivation  zu  entscheiden.       Glr.  (0.). 


W.  Walton.  On  the  determination  of  the  maxima  and 
minima  of  a  funetion  of  any  number  of  independent 
variables.    Mess.  (2)  xn.  42-43. 

Ausdehnung   der  Resultate    der   obigen  Arbeit  auf  n  unab- 
hängige Variabele.  Glr.  (0.). 
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A.  Grün  WALD.  Ueber  die  Entwickelung  der  begrenzten 
Derivationen  nach  positiven  ganzen  Potenzen  des 
Index  und  die  damit  zusammenhängende  Logiah-ech- 

nung.    Prag.  Abh.  (3)  XI.  1-63. 

Siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  211.  H. 


A.  V.  Letnikoff.     Neue  Untersuchungen  über  trigono- 
metrische Functionen.    Mosk.  S.  X.  Lief.  3.  (Rasaisch). 

Der  Verfasser  dieser  grossen  Abhandlung  (von  84  Seiten) 
hat  schon  früher  in  seiner  Dissertation  „Ueber  Integrale  vom 
Typus: 


/ 


a 


die  im  Bd.  VII.  der  Mosk.  S.  erschien ,  eine  ausfllbrliche  und 
strenge  Theorie  der  von  Liouville  gegebenen  Methode  des  Diffe- 
rentürens  mit  beliebigem  Ordnungsindex  nebst  einigen  Anwendun- 
gen veröffentlicht.  Unter  den  Resultaten  dieser  Arbeit  ist  die 
Integration  der  Gleichung: 


iz 


{x^a)  (x-h)  ^  +  [c^hx)  ^  +/f5  =  0 

hervoizuheben.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  dieselbe 
Methode  auf  die  Gleichung: 

angewendet,  der  die  Function 

Ä  =  c,  sin(marccosa?)  4- c,  8in(marccosa;) 

genügt.  Durch  diese  Methode  erhält  der  Verfasser  neben 
vielen  bekannten  Formeln  auch  mehrere  neue  von  der  Art,  wie 
sie  von  Jacobi  und  Hermite  gegeben  sind.  Zusammen  mit  den 
beiden  Functionen  sin  mO  und  cos  mO  wird  auch   die  Function 

1 


^  = 


betrachtet,    die  den  beiden  ersten   so  gegenüber  steht,  wie  die 
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Faüction  Q\x)  der  Function  P^{x)  in   der  Theorie  der   Kugel- 
fonctionen  oder  0"(a;)  zu  J\x)  in  der  der  BesseFscben. 

Ty. 


A.  Buchheim.     Some  applications  of  symbolic  methods. 

Mess.  (2}  XI.  143-145. 

Die  Arbeit  enthält  Beweise  mittels  symbolischer  Methoden: 
1)  der  Formel  für  die  n**"  Differentialcoefficienten  der  Function 
einer  Function,  2)  von  Euler's  Satz  über  homogene  Functionen, 
8)  von  Standt's  Satz  über  Bernoulli'sche  Zahlen. 

GIr.  (0.). 


M.S.  Meykr,  Matz.     Solutions  of  a  question  (6889). 

Kd.  Times  XXXVII.  45. 

iyjfF{x)  =  1 . 2  . . .  r  \l{x)  +  xhXx)  +  ^  Dx'F'(x) 

+  ^D'x'F'{x)  +  . ..]  (r-l-l)Glieder. 

Beweis  mittels  des  Schlusses  von  n  auf  n-f  1.  0. 


E.  BusK,  Matz.     Solutions  of  a  question  (6796). 

Ed.  Times  XXXVII.  26. 


Beweis,  dass 


1       Ji^ 

1  —  /* 


0. 


J.  J.  Walker.     Solution  of  a  question  (6738).    Ed.  Times 

XXXVI.  63. 

Beweis,  dass 

D^f{xD)X  =  f{xD^n)D^X. 

0. 
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Inte^-alreclmung. 

P.  DU  Bois-Reymond.      Ein    allgemeiner  Satz   über  die 
Integrirbarkeit  von  Functionen  integrirbarer Functionen. 

Klein  Ann.  XX.  122.124. 

Der  im  Bd.  XVI.  der  Clebsch  Ann.  p.  112  ohne  Beweis  ver- 
öffentlichte, in  diesem  Jahrb.  Bd.  XII.  1880.  p.  211  wiedergegebene 
allgemeine  JSatz  über  die  Integrirbarkeit  einer  Function  von  inte- 
grirbaren  Functionen  wird  bewiesen.  Ausgegangen  wird  hierbei 
von  folgendem  Satze :  Teilt  man  das  Intervall  (a,  b)  in  n  gleiche 
Teile,  und  bezeichnet  d^**»  *>  einen  jeden  dieser  Teile,  in  welchem 
die  Schwankung  einer  Function  q)(x)  eine  beliebig  zu  wählende 
Grösse  e  nicht  tibersteigt,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  fllr  die  Integrirbarkeit  von  (p(x)  im  Intervalle  (a,  6), 
dass  für  jeden  noch  so  kleinen  Wert  e  die  Summe  ^ä^"^^^  den  Grenz- 
wert b-a  habe.  Ist  nun  f(x)  =  /'(qp(x)),  sind  a  und  ß  die  untere 
und  obere  Grenze  der  Werte  q)(x)  im  Intervalle  (a,  6),  in  welchem 
qi{x)  integrirbar  sei,  und  ist  i^qp)  im  Intervall  (a,  ß)  von  qp  stetig, 
so  erhellt  mit  Hülfe  des  erwähnten  Satzes  durch  eine  einfache 
Betrachtung,  dass  auch  f(x)  im  Intervalle  (a,  b)  integrirbar  ist. 
Weiter  wird  dann  gezeigt,  dass,  wenn  /"(x)  =  F[(f(n%  xp(x)],  auch 
qi{x)  und  xp(^x)  im  Intervalle  (a,  b)  integrirbar  sind^  und  in  diesem 
Intervalle  q>(x)  und  tp{x)  resp.  zwischen  den  Grenzen  (a,  ß)  und 
(of,,/?,)  liegen,  f(x)  wiederum  im  Intervalle  (a,  6)  integrirbar  ist, 
falls  F(qp,  xp)  eine  im  Gebiet 

stetige  Function  von  qp  und  xp  ist.  Die  Ausdehnung  dieses  Be- 
weises auf  eine  stetige  Function  einer  beliebigen  Anzahl  integrir- 
barer Functionen  ist  hierdurch  unmittelbar  gegeben.         Hr. 


Ed.  Weyr.    Ueber  Integration  von  rationalen  Differential- 

ausdrUcken.  Gas.  XI.  125.  (liöhmiBch). 
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» 

Wie  Hermite  in  Beinern  „Cours  d' Analyse  de  TEcole  poly- 
techniqne^  gezeigt  hat,  kann  man  beim  Integral 


jtp(x)dxy 


wo  (f{x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  den  diesbezüglichen 
algebraischen  Teilwert  bestimmen,  ohne  die  Wurzelwerte  des  in 
if{x)  vorkommenden  Nenners  zu  kennen. 

Der  Verfasser  entwickelt  nun  in  der  I.  Abt.  die  Methode  von 
Hermite  und  wendet  sie  ausser  den  bekannten  Fällen  auch  auf 

dx 


J   (x» 


an  and  zeigt  in  einer  II.  Abt.,  wie  man  durch  fortschreitende 
Reduction  das  allgemeine  Integral  bestimmen  kann,  falls  die 
linearen  Factoren  des  Nenners  bekannt  sind,  wobei  er  mit  der 
Darstellung  Yon 


j 


im  Allgemeinen  und  Speciellen  schliesst.  Std. 


W.  Kapteyn.  Over  den  vorm  van  zekere  differentialen, 
wier  integralen  zuiver  algebraische  functien  zijn 
en  over  hunne  integralen.    Amat.,  Verei.  en  Meded.  xvii. 

93-128. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Form  gewisser  DifTe- 
reotiale,  deren  Integrale  rein  algebraische  Functionen  sind,  und 
ihrer  Integrale.    Zunächst  wird 

worin  F(x)  eine  rationale  Function  von  x  und  q  eine  ganze 
positive  Zahl  bedeutet,  besprochen  und  die  allgemeinste  Form 
angegeben,  welche  F(x)  besitzen  kann,  wenn  das  genannte  Inte- 
gral ein  rein  algebraisches  sein  soll.  Weiter  werden  die  Fälle 
untersucht,  in  denen  ¥{x)  auf  die  Form  gebracht  ist: 

{x—a)"^  {ß-\-rr'\ 1-  Ix'^y, 

PoctMhr.  d.  Maih.  ZFV.  1.  J4 
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WO 

a,  /?,...,  ^,  m,  n,  p 

CoDstante  sind,  welche  gewissen  Bedingungen  genügen.  Besondere 

Fälle  sind:  x'"(a-\-bx'*y  und  x'^^a+bx+cx^'^y.    Die  betreifenden 

Integrale  werden   bestimmt.     Darauf  wird   gezeigt,   in  welchen 

Fällen 

/x'*(a'\'bx'*)Pdx 

rein  logaritbmisch  ist,  und  welches  die  allgemeinen  Reductions- 
formein  dieses  Integrals  sind.  Hinsichtlich  der  letztgenannten 
Form  kommt  der  Verfasser  zu  dem  Schluss:    Wenn  in 

x*^(a  -{'bx-\-  cx'^'^ydx 
die  Exponenten  den  Bedingungen 

p=_.?*±L     (Ä=  1.2,3....), 

m  =  Ä,n-1  (fc,  =  I,  2,  ...,2Ä) 

genügen,  so  ist  das  Integral  rein  algebraisch,  und  zwar  gleich 

_^  {a+bx-+cx'-y^p  (A-+^X('-^)«+ .-.  +Arn), 

worin  sich  die  Unbekannten 

aus  r-\-\  bekannten  linearen  Gleichungen  ergeben  und 

r  =  2Ä— 1 
ist.  G. 


H.  B.  D.    Solution  d'une  question  (1415).    Nouv.  Ann.  (3)  i. 

526-527. 

Es  handelt  sich  um  das  Integral 


n 


f---^^-'-')P     ^---^P)'      ^-   =.  ^  arctangr-4^)  -f  6, 

J  X  ]lx'^^'+{ax+ßY        \'±l  ^V±l  ^ 


wo 


~  '        {ax-\-ßy 


ist.  0. 
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F.  BoRLETTi.     Solution  d'une  qaestion  (1377).    Nouv.  Ann. 

CS)  l  376-377. 

Es  handelt  sich  am  specielle  Fälle  des  Integrals 
>'(^)         dx  2 


yw(x)         dx  2  


0. 


S-  Realis,     Sur  quelques  integrales  ind^finies.  Nouv.  Ann. 

(3)  I.  343-361. 

Eine  grosse  Anzahl  von  Integralen,  welche  die  Form  ellip- 
tischer Integrale  dritter  Gattung  haben,  wird  durch  irrationale 
Sabstitation  aus  der  Arcustangensformel  hergeleitet;  sie  sind  teils 
neu,  teils  schon  von  Euler  und  Anderen  behandelt. 

H. 


P.  H.  Philbrick.     Integration   of  some  general  classes 
of  trigonometric  functions.    Anal.  IX.  177-180. 

Reductionsformeln  für 

/dx 
(a+6sina;)» 

und  ähnliche    Formen,   in    denen  cosa;,  tango;,  cotgx,  secx  an 

Stelle  Ton  sin  x  stehen.  Jn.  (O.)- 


D.  L.  P.  DA  Silva,     ßobre  alguns  integraes  indefinidos. 

TeixeiraJ.  IV.  87-90. 

Herr  Silva  zeigt,  dass  man  durch  Vereinigung  der  Methode 
der  teilweisen  Integration  mit  der  Substitution  zu  folgenden  Inte- 
gralen gelangen  kann: 

/x^dx   u      r  x^dx   __      u 

etc.,  wo 

u  =  iTsinx-}-  cosaj,  v  =  sino?— o^cosrp; 

ein  Resultat,  das  sich  übrigens  auch  inUermite's  Cours  d'analyse 

fiodeL  Tx.  (0.). 

14* 
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A.  Steen.     Om  Anvendelsen  af  delvis  Integration, 

Zeuthen  T.  (4)  VI.  51-55. 

Die  partielle  Integrationsmethode  wird  hier  auf  einige  Bei- 
spiele angewendet,  die  verschiedenen  Verfassern  entnommen  sind, 
namentlich  auf  solche,  wo  dieselbe  als  nicht  durchführbar  er- 
schienen ist.  Besonders  bemerkenswert  sind  die  vier  Beispiele, 
welche  von  Hermite  (Cours  d'analyse  de  TEcole  polyt.  1873 
p.  260,)  angeführt  sind.  Die  folgenden  Andeutungen,  bei  denen 
die  Hermite'schen  Bezeichnungen  beibehalten  sind,  werden  den 
Vorgang  hinreichend  erläutern. 

r  x^dx  _  _   r £_  ^  ^\_ 

J     u*  J    cosa?       u  * 

r     bx^dx  ^  ___    r  bx ^  _J 

J   (^au^bf^y  J     acosx+ftsina?         au\hT>  ' 

/adx  r  acosrc  {ax-\-h)  cosxdx 

[a+(aa;+fc)tgxP~  "^      J     ax-\-b      (acosa;4-(aa;+6)8inx)' 

6m. 


J.  Griffiths,  Hadamard.    Solutions  of  a  question  (6789). 

Ed,  Times  XXXVII.  26-27. 
Sind  a?„  aj^,  a?,,  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

wo  t  variabel,  fi  und  e  constant  sind,  so  ist 

0. 


R.  Hoppe.      Zwei    reciproke   Relationen  einer   Integral- 
function,  nebst  Anwendung.    Hoppe  Arch.  LXVII.  412-424. 
Es  werden  die  zwei  Relationen  hergeleitet: 

•/ .  MC08/J  COS/J?  . 

+  /arctg  JÜ^SsE^darctg    ]^^''^^^^'ß    =  arctgw  arctgr 
•^  vsmß  sin/? 


r  =  0 
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ood 


r      .  v»\nß         .       ^  sin/? 

/arctg  ^     -tfarctg      ^^ 

+y  arctg 


llV'ü«  +  cos'/!?  J^O"  +  008  V 

*         '         d  arctg  ^' 


fi-ö 


ii,|/rJ+co8Vi  j/tjJ+cosV, 


Ä(arctgii4- arctg«,  —  Ä)—  arc tg  ^  -  arc  tg  ' 


>^fj'+  cos'/?  )/vJ+C08'^ 

in  welcher  letzteren 

8in/9  =  tttg/9,;  sin/9,  =u,tg/9 
ist.    Reducirt  man  beständig  abwechselnd  mit  beiden  Relationen 
einen  beliebigen  Wert  der  Function 

wo 

ist,  auf  einen  neuen,  so  gelangt  man  nach  sechs  Reductionen  wieder 
aaf  den  ursprünglichen  Functionswert.  Der  so  gebildete  Cyklus 
von  sechs  Functionswerten,  entsprechend  sechs  Wertsystemen  der 
«,ß,y,  die  in  bestimmten  einfachen  trigonometrischen  Beziehun- 
gen stehen,  ist  verbunden  durch  die  sechs.  Beziehungen: 

2(W,+  W^)  =  Ä(a,+a.-Ä)-y,y. 

Die  Function  W(a,  ß,  y)  drtlckt  die  Grösse  des  Winkels  von  vier 
Dimensionen  aus,  dessen  vier  Kanten  die  Grenzpunkte  der  Strecken 
einer  orthogonalen  gebrochenen  Linie  mit  dem  Ende  derselben 
verbinden,  und  zwar  bezeichnen  a,  ß^  y  die  spitzen  Winkel,  welche 
die  snccessiven  Strecken,  von  der  2'''°  an,  mit  der  Geraden  zwischen 
ihrem  Endpunkt  und  dem  nächstvorhergehenden  Grenzpunkt  bilden. 
Ein  solcher  Winkel  wird  ein  Elementartetratop  genannt.  Aus 
den  Relationen   ergeben   sich   viele  Specialwerte   der  Function, 
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namentlich  die  der  inneren  Winkel  aller  regelmässigen  Figuren 
von  vier  Dimensionen.  H. 


H.  Resal.  Note  sur  rapplication  d'un  th^orfeme  de  Pon- 
celet  au  calcul  approximatif  des  arcs  de  courbes 
planes,    c.  R.  xciv.  13701377. 

Der  Satz  von  Poncelet  lautet:  Variirt  man  u  und  v  so,  dass 
—  beständig  zwischen  den  Grenzen  tg^,  und  tg^j>tg^,  bleibt 
und  setzt  man 

COS  *  -^  fi  cos  '  —  € 

SO  diflferirt  }^tt'-|-*''  von  ßu-\-av  höchstens  um  tg^—  e.  Dieser 
Satz  auf  das  Bogenelcment  ds  =  }/dx^'\-dy^  angewandt,  giebt: 

wo  der  Rest  bekannte  Grenzen  hat.  Zur  annähernden  Berech- 
nung eines  Curvenbogens  ist  dann  dieser  in  Stücke  zu  teilen, 
innerhalb    deren    die   Neigung   der  Tangente    höchstens    soviel 

variirt,  als  dem  vorgeschriebenen  Fehlermaximum  tg—£  entspricht. 

Hierzu  folgt  eine  numerische  Tabelle  der  ß  und  a  flir  «  =  4^ 
und  für  die  Reihe  der  ^,  durch  alle  8^.  Anlass  zur  Aufstellung 
der  Methode  war  die  Berechnung  der  Länge  gelegter  Kabel. 

H. 


G.  Pfeiffer.     Formeln  för  den  Inhalt  der  Kegelfläche. 

Pr.  Berlin.    Sep.  Weidmann. 

Ausgehend  von  der  unbestimmt  begrenzten  beliebig  koni- 
schen Fläche,  welche  ein  einfaches  Integral  ergiebt,  wird  zum 
Kegel  2^^°  Grades  mit  Begrenzung  durch  eine  Ebene  übergegan- 
gen und  der  Fall  eines  symmetrischen  Kegelmantels,  wo  das 
Integral  elliptisch  ist,  ausführlich  discutirt.  H. 


I 


* 
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G.  Orlüw.      Sur  une  integrale   double.    Nouv.  Ann.  (3)  i. 

311-318. 

DidoD  hat  in  den  Ann.  de  T^c.  Norm.  VII.  89.  (s.  F.  d.  M.  II. 
1870.  302)  das  Doppelintegral 

wo  X,  y  innerhalb  ir*4-y'=  1  variiren,  für  positive  ganze  ^  ent- 
wickelt dargestellt,  und  es  hat  sich  dabei  gezeigt,  dass  es  allein 
Function  von  ab  ist.  Letzteres  Resultat  gilt  jedoch  für  jedes  reelle 
positive /<.  Der  Beweis  dafür  ist  der  Inhalt  des  Gegenwärtigen. 
Dabei  ergiebt  sich  ferner,  dass  zwei  Formeln,  welche  Didon 
anwendet,  als  Speciairälle  in  einer  allgemeineren  enthalten  sind. 

H. 
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Selivanoff.     Sur   las  integrales   döfiuies   uniform^ment 
I  convergentes.    s.  m.  f.  BuU.  x.  147-157. 

Der  Verfasser  sucht  die  Bedingung,  unter  der  die  Derivirte 
eines  bestimmten  Integrals  für  die  Grenze  unendlich  durch  Diffe- 
rentiation unter  dem  Integralzeichen  gefunden  wird,  und  wendet,  da 
seine  Betrachtung  nicht  zum  Ziele  führt,  die  Methode  von  Weier- 
strass  an,  die,  bezüglich  auf  unendliche  Reihen,  den  Begriff  der 
gleichmässigen  Convergenz  (convergence  uniforme)  einführt.  In 
Bezug  auf  Integrale  lautet  die  Definition:    Das  Integral 

«00 

a)(aj)  =:   /    f{x^^)dz 

heisst  gleichmässig  convergent,  wenn  man  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb   eines  Bezirks  eine  Zahl  p  so  bestimmen  kann,   dass 
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für  m'^p 

mod.    /    f(x,  z)dz<:h 


m 


wird,  wo  k  eine  beliebig  klein  gegebene  Grösse  bezeichnet.  Er 
leitet  dann  den  Satz  her:  „Wenn  das  Integral  gleichmässig  eon- 
vergirt,  so  ist  es  eine  für  alle  Werte  des  Parameters  innerhalb 
des  Bezirks  der  gleichmässigen  Gonvergenz  stetige  Function,  und 
man  kann  dieselbe  durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
differentiiren."     Hierzu  folgen  einige  Beispiele.  H. 


A.  Dawidoff.     Sur  une  formule  gdn^rale  des  integrales 

d^finies.     Resal  J.  (3)  VIII.  389-412. 

Ein  reducirter   rationaler   echter    Bruch  /(a?) ;  F(a;),  wo  die 
Wurzeln  (a,,  a,, .. . ,««)  von 

F{x)  =  0 

alle  ungleich  sind,  wird  in  Partialbrüche  zerlegt  und  dann  die 
Entwickelung  mit  F(x)  multiplicirt.  Es  sei  ferner  g>(x)  eine 
beliebige  in  die  Taylor'sche  Reihe  entwickelbare  Function,  deren 
Discontinuitätsmodul  grösser  als  alle  o,  f{x)  die  Summe  der  n 
ersten  Terme,  £'  der  Rest  Dann  ergiebt  sich  nach  Substitution 
von  (p(x)'-'€je  für  f(x) 

(p{x)  =  ^-^V^r ^-^  +e, 

^^  "^  F \x)      x—a 

wo  e  für  n  =  oo  verschwindet.  Diese  Gleichung  und  das  In- 
tegral derselben: 


a  a 


sind  die  beabsichtigten  Resultate.  Der  Verfasser  behauptet,  dass 
sich  daraus  fast  alle  bekannten  Sätze  über  bestimmte  Integrale 
herleiten  lassen,  und  giebt  einige  Beispiele  der  Anwendung.  Es 
ist  dabei  zu  bemerken,  dass  nicht  nur  F(x),  sondern  auch  alle  a 
sich  mit  n  verändern  müssen,  da  F(x)  als  vom  «*«»  Grade  voraus- 
gesetzt ist.    Hiermit  sind  in  der  Tat  die  Beispiele  in  Ueberein- 
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gtimmoDg,  nicht  aber  mit  der  Voraussetzung,  dass  F(x)  ein 
Polynomen  sei;  denn  es  wird  u.  a.  F(x)  =  sinwix  gesetzt,  d.  h. 
der  Grenzwert  eines  Polynomens  als  Polynomen  betrachtet. 

H. 


G.  Dillner.     Sur  las  integrales   d^finies   des  fonctions 
dWe  variable  coraplexe.    Stockh.  HandL  XVIII.  No.  6. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  in  der  ersten  Abteilung  dieser 
Abhandlung,  eine  allgemeine  Integrationsformel  zu  geben,  die 
nicht  nur  ftir  rationale,  sondern  auch  fUr  doppelt-periodische  und 
gewisse  andere  Functionen  gilt.  Diese  Formel  wird  in  folgender 
Form  hergestellt: 

r%     '/     ix^ayF^x)^ '(T=^    da'-'    l  F\a)     ^  i/.(a)J 
+    ^«■)   log   "M  +...+     V<«*)     log    n(a,) 


worin  F^(x)  und  i^^)  rationale  ganze  Functionen  von  x  sind; 

F  (^x)  =  (x-ayFXx)j 
F,  {x)  =  (x--a,)..,(x-ait), 
n  {x)  =  (aj-ar,)^»  . . .  (a;-a?^)i/^, 

wozu  noch  die  Bedingungen  kommen,  dass  F(x)  von  höherem 
Grade  ist  als  %i>{x\  sowie  dass  F(x)  und  V/(a?)  nicht  gemeinsame 
Wurzeln  haben.  In  der  zweiten  Abteilung  untersucht  der  Ver- 
fasser, unter  welchen  Bedingungen  seine  Integrationsmethode  in 
der  Theorie  der  Quaternionen  angewandt  werden  kann. 

E. 


Lagubrre.     Sur  quelques  equations  transcendantes. 

C.  B.  XCIV.  160-163. 

Lagubrre.     Sur  la  dötermination   du  genre  d'une  fonc- 
tion  transcendante  enti^re.   G.  R.  xciv.  635-638. 
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Laguerre.      Sur    les    fonctions    du    genre    z6ro    et    du 
genre  uii.    c.  R.  xcv.  H28-831. 

Siebe  Abschn.  II.  Gap.  1.  p.  57. 


W.  GosiEWSKi.  Ueber  stetige  Functionen,  für  welche 
die  Existenz  des  allgemeinen  Integrales  nicht  fest- 
gestellt werden   kann,    im  Buche  .Ogniako".  (Polnisch). 

Herr  Cohen  Stuart  bat  in  einer  im  XI.  Bande  der  ^Archives 
N^erlandaises^'  ersebienenen  Arbeit  die  Bemerkung  gemaebt,  das» 
die  Grundformel  der  Integralrechnung 


J  ''P(x)dx  =  F(b)-F(d) 


a 


nicht  immer  richtig  zu  sein  braucht,  wenn  auch  die  Function  F(x^ 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt,  und 
hat  als  Beispiel  dazu  die  fQr  ;c  =  0  discontuirliche  Function 


F(x)  =  e 


X 

—  e 


gewählt.    Integrirt  man  nämlich  die  Function 

_L     ^ 

ft  X 

80  erhält  man  nach  Cohen  Stuart  das  allgemeine  Integral 

1 


•— <• 


welches  für  j;  =  0  keinen  Sinn  hat. 

Dieses  Resultat,  welches  die  Richtigkeit  der  obigen  Bemer- 
kung beweisen  sollte,  ist  aber  nach  Herrn  Gosiewski's  Meinung 
unrichtig.    Das  richtige  Resultat  ist  die  Function 

WO  das  bekannte  Zeichen  E  den  ganzen  Teil  der  in  den  Klam- 
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mero  stehenden  ZabI   bedeutet;   diese    letzte  Function   ist  aber 
endlich  und  stetig  von  a:  =  —  oo  bis  a?  =  +  oo. 

Herr  Gosiewski  zeigt  an  einem  anderen  Beispiele  die  Richtig- 
keit der  Cohen  Stuart'scben  Bemerkung.  Ftir  die  endliche  und 
stetige  Function 

p(x)  =  -  —  8in(/rtga:) 


COS*j:y(£tga:)*  +  cos'  (-^tgx) 
findet  der  Verfasser 


/  ^P{x)dx  =  l/(;E(tg  x)y  +  cos'  (-J  tg  a:)  -  l 


Für  j?<-^  ist   /   f(x)dx   endlich    und  stetig;   für  a?  =  4?-  —  0 


t) 


n 
2 


wird  das  Integral  unbestimmt  (cc  —  oc)  und  bleibt  unbestimmt 
f&r  alle  Werte  von  ar,  die  grösser  sind  als  —  u.  s.  f.  So  lange 
also  für  diese  Werte  die  Summe 

£     yn«+cosVi^  -  V(n--  l)Hcos'w  -^ 

nicht  in  eine  neue  Form,  in  welcher  die  Unbestimmtheit  ver- 
schwindet, verwandelt  werden  kann,  so  lange  können  wir  auch 
nicht  behaupten,  dass  die  Function  F{x)  das  allgemeine  Integral 
der  Function  F(x)  darstellt.  Dn. 


R.  Hoppe.      lufiuitärer    Hauptwert    und    approximative 

Entwickelung.     Hoppe  Arch.  LXVIII.  37-52. 

Im  Anschlüsse  an  einen  Aufsatz  von  Schröder  und  Schlö- 
milch  (vgl.  d.  Jahrbuch  XII.  1880.  p.  225)  giebt  der  Herr  Verfasser 
eine  Entwickelung  des  bestimmten  Integrals 

C«  =  y    {u\du 


o 
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fQr  grosse  Werte  von  n.  Darnach  kann  die  approximative 
Fornael  (— 1)"-"*  C„log*  w  =  1,  welche,  obwol  bei  lim  «  =  +  oo 
richtig,  doch  selbst  bei  hohen  Werten  von  n  als  sehr  ungenau 
sich  herausgestellt  hat,  verbessert  werden.  Vorher  geht  eine 
infinitäre  Darstellung  der  Facultät  n^^°  Grades  und  des  Binomial- 
coefficienten  (w)n.  St. 


W.  H.  L.  Russell.    On  certain  definite  integrals.  No.  10. 

Edinb.  Proc.  XXXIIL  25Ö-262. 

W.  Spottiswoode.     Note  ou  Mr.  RusselPs  paper:    ^On 
certain  definite  integrals."    Edinb.  Proc.  xxxiiL  341-343. 

Herr  Russell  hatte  zur  Bestimmung  gewisser  bestimmter  Inte- 
grale die  Transformation 

(a,  6, . . .  )  (x,  1)*  =  (a,  /?,  y)  (ikx'--2fix+v,  l)' 
angewandt.      Herr   Spottiswoode    beschäftigt  sich    mit   ihr    hin- 
sichtlich ihrer  Existenz  und  der  allgemeinen  Frage  ähnlicher  Trans- 
formationen einer  gegebenen  Function  von  grader  Ordnung. 

Cly.  (0.). 

J.W.  Fj.  Glaisher.   Expression  for  arg  sn  a  and  (argsnay 
as  definite  integrals.    Quart.  J.  xix.  71-74. 

Die  genannten  Functionen  werden  dargestellt  in  der  Form: 

1     r^\       l  +  dnOOO    . 
argsn  a  =  -y     log •-j-^^^^-^  du, 

u 
(argsna)'  =  —  [ä''  y^^log  (l-a'Är'sn'w)dii 

0 

—  Kf  ^log  (l-a'dn'ii)  du  ] 
u 
Die  zwei  Formeln  sind  zuerst  gefunden  durch  Entwickelung  der 
Logarithmen  nach  Potenzen  von  Anuj  snu.    Die  erste  erhält  man 
noch  leichter  durch  Integration  von 

1     /**"  2cnadnced()P  ,  ^ 

\  =  —  /      —r-t m — »     ■  1 —  (8na  =  o) 

TT  J         dn'a— /p   8n*a8in  o)  ^ 
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Dach  a.  Für  a  =  1  ergeben  sich  bemerkcDswerte  Formeln.  Die 
zweite  Formel  wird  noch  transformirt:  die  zwei  Integrale  lassen 
Rieb  in  imaginärer  Form  auf  eins  reduciren,  dann  auch  durch 
ein  Doppelintegral  ausdrücken.    Aehnlich  werden  dargestellt: 

arg cna  =  K—  —  J  arctg  (^ ^ j du, 

0 

argdno  =  K+%J{'-\ —  /  log— rn /-m~^w; 

°  ^  n  J  °     l+a8n(M,  Ä') 

\^ 

in  ersterer  Formel  ist  a^l  und  i^c-r"»  ^°  letzterer  a^K 

H. 


A.  Stebn.     Om  et  besternt  Integral   som  diskontinuert 

Funktion.     Zenthen  T.  (4)  VI.  65-68. 

Das  Integral  (m  eine  ganze  Zahl) 

+  ^älziI(„_4,-.-...| 

zeigt  für  a  =  0  eine  besondere  Discontinuität,  welche  in  der 
graphischen  Darstellung  nur  sichtbar  für  m  =  1  oder  m  ==  2  her- 
vortritt, während  sie  für  grössere  m  sich  nur  in  den  (»i— 1)'*» 
oDd  höheren  Differentialquotienten  erkennen  lässt. 

6m. 

WoLSTENHOLMB,  C.B.  S.Cavallin.  ßolutions  of  a  question 

(6507).    Bd.  Times  XXXVI.  86-87. 

Sind  Gj,  a„ . . . ,  6,,  6„  . . .  lauter  positive  Grössen,  so  ist 

/sina^a?sino3a?...sinawagcos&,a?co8&ga;...cos6y„a?sinAg         . 

gleich  —  a,  a, . . .  a«,  wenn  X  einen  Wert  hat,  der  nicht  kleiner 
al«  ^(o)+^(6)  ist.  0. 
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T.  R.  Terry^  Matz.     Solutions  of  a  question  (6655). 

Ed.  Times  XXXVI.  52. 

Je  Dachdeni  q  eine  ganze  Zahl,  grösser  oder  kleiner  als  p^ 
ist,  ist 


71 

T 


(2p)! 


/      C0B*PÖC08Vrfö  =  ^-^ 


u 

oder 

n      i     (2p)!       ,  (ip)\ 


)!       ,  (»)!  ) 


o. 


WoLSTENHOLME.      Two  iiotes:    1)    A    definite    integral; 
2)  Equation   of  the   director  -  circle  of  a  conic.    Lond., 

M.  S.  Proc.  XIII.  185-188. 


Xn 


1)  Ist  — j-  X  der  Rest  der  Maclaurin'schen  Reihe  flir  /(x), 
so  wird  gefunden: 

J      ar^^  ^         r(n-\-r)         J  af 

0  ^  ''  o 

wo  r  eine  Constante  <  1 .    Zur  Herleitung  sind  jedoch  divergente 
Integrale  verwandt  worden. 

2)  Die  Gleichung  des  Director-Kreises,  in  Cartesischen  Coor- 
dinaten  ausgedrückt: 

-1  -L  i. 

H T-ä —  =  2  — F— i —  cosw, 


dx^  dy^  dxäy 

wo  ti  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  w  den  Winkel 
zwischen  den  Axen  der  x  und  y  bezeichnet,  wird  in  homogenen 
und  in  trilinearen  Coordinaten  dargestellt.  Ferner  werden  die 
Gleichungen  der  Brennpunkte 

-L  -L  JL 

dx'  dy*  3x3y 

in  die  fUr  Arealcoordinaten  transformirt  H. 
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A.  Brrger.     Sar  quelques   applications   de  la  fonctiori 

Gamma  k  la  thdorie  des  nombres.    Upsaia.  E.  Beriiog.  40. 

Siehe  Abschn.  III.  Cap.  1.  p.  128. 


J.  J,  Thomson.    Note  on  j        ^T^^\wv^-^  ^-     Q"*^-  •^• 

XVIII.  377-381. 

Das  Integral  ist  ein  Specialfall  dessen,  welches  Glaisber  in 
seinem  Aufsatz  „On  Riccati*s  equation'^  Phil.  Trans.  1881  (siehe 
F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  27.3.)  behandelt  hat,  nämlich  der  einzige, 
auf  den  dessen  Ausdruck  nicht  anwendbar  ist.  Es  lässt  sich  zu- 
nächst  leicht  auf  den  Wert  für  p  =  0  reduciren,  was  hier  in  der 
Form  geschieht: 


/cos« 


/ 2*  V 

_        V        g' 

(a»+a;*)H^''+0  1.3...(2p-l)    {d  ,  sj' 


cos  sxdx  V        a^  y  dPv. 


and  genügt  der  Gleichung 


woraus  zunächst: 


^•"o  +_L_i^_aV=0. 


äs*  s      ds 

Die   allgemeine   Lösung   dieser  Gleichung   ist  nach  Stokes 
(Cambr,  Phil.  Trans.  1880): 

Ffir    den    vorliegenden  Fall  muss  v^  für  r  =  'so  verschwinden. 
Unter  dieser  Bedingung  fand  Stokes: 

^=k  =  iog8+^*^r  (1)  =  0,11593. 


*;  Im  Text  verdruckt. 


224  '^I-  Abschnitt.    Differential-  and  Tntegralrecbnnng. 

Aus  der  Bedingung  für  *  =  0,  dass  «c,  =  a-^  werden  niuss,  er- 
giebt  sich  I>  =  1 ,  also  £  =  k:  Nachdem  hiermit  e^  bestimmt 
ist,  folgt  der  Wert  von  Vp.  Da  fQr  grosse  as  die  Reihen  erst 
sehr  spät  zu  convergiren  anfangen,  so  entwickelt  der  Verfasser 
Vq  noch  in  folgender  Form: 


'P 


]/• 


(^.+^+^+-) 


und  findet: 


A  =i/^ q*^ 

'       ^   2     l.3...(2p— 1)  * 


H. 


A.  WiNCKLER.     üeber  die  Entwickelung  einiger  von  dem 
Euler'schen     Integrale    zweiter    Gattung    abhängiger 

Ausdrücke  in   Reihen.    Wien.  Ber.  LXXXV.  1039-1067. 

Durch  Zerlegung  des  Intervalls  in  die  Vielfachen  von  q  wird 
gefunden: 

x"-^e''dx  =  2;  (a-1)  (a-2)...(a-Ä)  g)(n)i/;(a— w— I), 

q,{n)  =  l-(l+  ij.+...-£l-)c-f ;  ^(a)  =  3°  (Äß)«e-*f, 

das  ist  mit  einer  Umformung  von  q){n)  ein  Resultat  von  Hermite, 
Demnächst  wird  die  Entwickelung 


«=oo 


[r{a+p+l)Y  =  £  KnO^    (ppositiveganzeZahl) 

»=•0 

in  Angriff  genommen,    welche   Bourguet   für  zwei   Specialialle 
untersucht  hatte.    Voraus  bekannt  ist 

dadurch  sind  die  übrigen  Goefficienten  recurrirend  bestimmt  nach 
der  Relation 
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wo 

Es  wird  weiter  gezeigt,  welche  Mittel  zur  Berechnang  zu  Gebote 
steheo,  namentlich  für  die  von  Bourguet  behandelten  Fälle  r  =  l 
und  r  =  —  1.  H. 


J.  Tannery.     8ur  las  integrales  eul^riennes.    c.  R.  xciv. 

1698-1701. 

J.  Tannkrt.      Rectification  ä   une  communication  ant^- 
rieure  sur  las  intdgralas  auläriennas.    c.  B.  xcv.  75. 

Das  Gegenwärtige  knüpft  an  Prym's  Zerlegung 

an,  wo  Q(x)  nach  Potenzen  von  x  entwickelt  und  die  Coeffi- 
cienten  dnrch  bestimmte  Integrale  dargestellt  sind.  Der  Ver- 
fasser stellt  dafür  folgenden  Ausdruck  auf: 

1 


eQ(x)  = 


2_.-Iilz:«) 


2(2— CT) 


6_._«(3— ) 


8— jj —  •  •  • 

bewiesen  nur  f&r  reelle  x.  Der  Beweis  stutzt  sich  auf  folgenden 
Satz.  „Sind  U=  J«,,«"  und  K=  SvnOf"  zwei  Reihen,  die  für 
0<  X  <  a  convergiren,  ftlr  a;  =  0  divergiren,  sind  u«  und  r«  positiv 

and  ist,  für  fi=oo,  lim — -  =  A,  so  ist  auch  Wm-^jr  =  l.^    Dabei 

wird  bemerkt,  dass  ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  von  Appell 
in  den  C.  R.  LXXXVII.  690,  s.  F.  d.  M.  X.  1878.  184  publicirt 
ist.  In  dem  späteren  Artikel  wird  hinzugefügt,  dass  Appell  in 
Granert  Arch.  1879  (LXIV.)  387,  siehe  F.  d.  M.  XII.  1880.  185 
den  Satz  selbst  gegeben  hat.  Der  AppeU'sche  Satz  ist  nicht  auf 
die  Voraussetzung  einer  gemeinsamen  Grenze  der  Convergcnz 
und  auf  diese  Grenze  beschränkt,  sondern  behauptet  schlechthin 
die  Gleichheit  des  Grenzwerts  des  Quotienten  der  divergenten 

FofftMhr.  d.  lUth.  UV.  1.  15 
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ReibeDsumroen  mit  dem  der  allgemeinen  Glieder,  wofern  letzterer 
existirt.  Die  Herleitung  des  obigen  Ausdrucks  für  Q  beruht  auf 
der  Zerlegung  des  unbestimmten  Integrals  in  den  Quotienten  der 
zwei  Grössen 

dx 


—  ~  r 

=  c^-*  (1—^)^1  «  =  e^-*(l  — x)p  / 


und  Entwickelung  derselben  nach  Potenzen  von  x.  Dann  näm- 
lich ist 

(?(p)  =  lim  ^      (0?  =  1). 

Für  u  und  z  werden  Differentialgleichungen  gefunden,  daraus 
Relationen  fttr  die  Goefficienten  hergeleitet  und  diese  durch 
obigen  Kettenbruch  gelöst.  Zum  Schlüsse  wird  Q  in  folgende 
Reihe  entwickelt: 

eO(x)  =  *J    n!(x-l)(x-2)...(x-«)  ^ 

*Z,'*    w(«— ])...(«— Ä+1)  (n—ic)  (n  —  \  —  x) .. .{n—h-\-\—x) 

<ln    ^   £     T-\ 

H. 


A.  Berger.    En  generalisation  af  nägra  formler  i  Gamina- 
funktionens  teori.    stockh.  öfv.  1881.  13-30. 

Zu  einer,  die  /"-Function  speciell  enthaltenden  gleichen  und 
analogen  Relationen  unterworfenen  allgemeineren  Function  gelangt 
der  Verfasser  auf  folgende  Weise.  Die  Function  /\aj)  sei  endlich 
und  stetig  für  a?>0,  ferner  verschwinden  alle  ihre  Derivationen 
ftlr  x  —  oo.  Dann  ist  die  in  Rede  stehende  Function,  als  Ver- 
allgemeinerung von  logjr(x-fl): 

Namentlich  ergiebt  sich: 

F(a;  +  1)-F(a!)  =  /(«);    F(^\-)  =  0; 

F(x)  +  F(\  -x)  =  -  /(x)  +  'z  I  -/•(&"  x)  +  2m  - f{k  ^x)\ 
nebst  speciellen   Folgerungen.     Besonders   eingehend    wird  der 
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Rest  der  Bernonlli'schen  Reihenentwickelung  untersucht.  Schliess- 
lieh  wird  speciell  f{x)  =  loga?  gesetzt,  wodurch  F[x)  in  logr(x) 
Qbergeht,  und  eine  Reihe  bekannter  Relationen  der  ^Function 
als  Resultate  zusammengestellt.    Unter  diesen  finden  sich  jedoch 

nicht   der  Ausdruck  von  2 log r\x-\ J  und   der  Gauss'sche 

Ausdruck  von  Vy — )'^( — )»    denen  entsprechend    also  kein 

Analogon  für  2F(x-\ )  und  ^'(~)  gefunden  ist. 

H. 


J,  W.  L.  Gl  AISHER.     On  certain  definite  Integrals  invol- 
ving  the  exponential-integral.    Quart.  J.  xviii.  370-377. 

Das  EIxponentialintegral  wird  definirt  fldr  positive  und  nega- 
tive X  durch 

Eix  =  y-f:^l0g(x*)  +  ^^  ^^-j^,   WOy=->r(l). 

Diese  Function  wird  nach  Multiplication  mit  Exponentialfunctionen 
integrirty  und  folgende  Formeln  werden  gefunden: 


u 


I     «-"Siteda?  =  —  arctg  — 
J  a  a 

Ü 

f  e-'»Cibxdx  =  _  -^  log(l  + 11) 

0 

/     Ei(—ax)Änbxdx  = ^log(^l  H — f) 

/**  1  h 

I     Ei(— fla?)cos6irrfa:  =  —-^  arctg  — 

J     m(r- ax)^\hxdx  =  _ —arctg— +  ^log(l+ •^) 

u 

16* 
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f  Ei(-aar)Ci6a!(te  =  j-arctg  A  +  ^iog(i  +  |1) 

0 

/' Ei(-«r)  Ei(-6x)dx  =  log  j-^^±^  f , 


u 
wo 


Sia?  =  /    Ai;      Cia?  =  /    du. 

J         u  J         u 

0  • 


H. 
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R.  LiPSCHiTZ.     Sur  Tintdgrale  /     (2cosa;)«+^co8(a— 6)  arcix. 


0 

Darb,  Bull.  (2)  V.  387-388.  1881. 


Durch  Einführung  der  imaginären  Exponentialfunctionen    in 
das  Integral 

1      /•    ^ 
J  =—   I         (2co8a?)«+'' co8(a— 6)  x.dx 


71 

T 


und  Integration   der  beiden  einzelnen  Glieder   ergiebt  sich   die 
von  Gauchy  gefundene  Formel 

j^n^        r(l  +  a+6) 


2    Ai+fl)r(i+6) 


C.  B.  S.  Cavallin.    Ett  satt  att  härleda  och  generalisere 

/In 
pdüß  =  L,    Zeuthen  T.  (4)  VI.  1-2. 

0 

Beweis  der  genannten  Formel  zur  Berechnung  der  Länge 
einer  geschlossenen  convexen  Gurve,  nebst  der  folgenden  Erwei- 
terung. Bezeichnet  tp  fttr  einen  Punkt  P  der  Gurve  das  Gewicht 
der  Längeneinheit,  q  den  Krümmungsradius  des  Punktes,  und 
iü  wie  in  der  obigen  Formel   den  Winkel,   welchen  die  Senk- 


1 

I 
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reehte  vom    Pole  0   aaf  die   Tangente  in  P    mit  einer  festen 
Aie  bildet,  so  wird  das  Gewicht  der  Garve  durch  die  Formel 

I    Qilßdfo  ausgedrückt  sein.  Gm. 


J.  \V.  L.  Glaishbr.     Forrüulae  for  the  r^  integral  of  a 
Legendrian  coefficient  and  of  the  logarithm- integral. 

MeBS.  (2)  XII    120-128. 

I.   Legendre'sche  Coefficienteu.     Es  wird  eine  Formel   ge- 
geben für 

ausgedrückt  durch  P„+r,  Pn-^-r^i,  -  - .  Pn^r-     Für  r  =  3  heisst  die 
Formel  z.  B. 


ITf 


'  P.dxdxdx  =  ''-+='  ^^'  " 


I      1 


(»1+4)  (»1+2)1»         (»»+4)  m(7rt-2) 

^    (»1+2)  OT(f»-4)         m(»i— 2)(m— 4)   ' 
wo  in  =  2ii+I. 

II.    Logarithmische  Integrale.    Die  Formel,  die  Verallgemei- 
oerung  einer  BesseFschen  Formel,  lautet: 

\J  S  (»i+l)(»i+2)...(»i+r) 

1  a^"^  1  af-'^ 

*  ^  lia»>»+*4-i  +  — L-  ^    ^,.     .  lia;»»-H"+^ 


»»+1     (r-1)!  '    m+2   (r-2)I  l! 


i»+3tr-3)!2!  '        iv      /  ^^^    (r-1)! 

Die  Formel  wird  auch  in  symbolischer  Form  aufgestellt. 

Glr.  (0.). 


A,  Bl'chheim  and  Evans.    Solutions  of  a  question  (6257). 

Ed.  Times  XXXVI.  75. 
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Erstreckt  man  die  Integration  des  dreifachen  Integrals 
-? — ^-t: dx.  dx„  dx^ 


(^ ''' ) 


über  den  Raum  ausserhalb  der  Fusspunktenfläche  eines  EUipsoids 
mit  den  Halbaxen  a,  b,  c  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  derselben, 
als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist  der  Wert  dieses  Inte- 

4n 


grals  gleich 


Sabc' 

M. 


A.  J.  Davidoff.     üeber  eine  allgemeine  Formel  in  der 
Theorie    der  bestimmten    Integrale.    Moek.  s.  X.  Lief,  i 

(RnsBiscb). 


Die  Formel  ist: 

Hier  ist  q)(x)  eine  Function,  die  sich  nach  steigenden  Potenzen 
von  X  für  alle  Werte  von  x  entwickeln  lässt,  und  deren  Modul 
kleiner  als  q  ist;  f{x)  bezeichnet  eine  ganze  Function  vom 
Grade  n,  deren  n  Wurzeln  a  sämmtlich  im  Convergenzkreise  der 
Reihe  liegen;  die  Summation  erstreckt  sich  auf  alle  diese  Wurzeln; 
e  ist  eine  Grösse,  deren  Grenze  für  n  =  cc  Null  ist.  Diese  Formel 
wird  auf  verschiedene  Formen  der  Function  F{x)  angewendet,  wie 
zum  Beispiel  auf  F(x)  =  a?"— p",  wo  p<^  ist,  was  durch  Grenz- 
übergang zur  Formel  von  Cauchy: 

ü 
führt;   ferner  auf 

F(x)  =  sin  mx, 
was  die  Formel 

/•<t                         rfw         n 
qp(M)  sin  mu =  --  qpCO) 
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ergiebt,  u.  s.  w.    Zuletzt  wird  daraus  die  GausB'sche  Methode  zur 
angenährten  BerecbnuDg  der  bestimmten  Integrale  entwickelt. 

Ty. 


P.  Mansion.     Sur  les  cubatures  approch^es.     Brux.  s.  sc. 

VL  B   228-232. 

Man  denke  sich  eine  convexe  Fläche,  horizontal  auf  ein 
Parallelogramm  abcd  mit  dem  Mittelpunkt  e  und  der  Fläche  B 
projicirt.  Es  mögen  sein  f,  Qj  t,  h  die  Mitten  von  ab,  bcj  cd,  da] 
ferner  ä„  ä„  ä,,  A^,  H,  A^,  A,,,  Äj^,  A^^  die  Höhen  der  Punkte 
-I,  i?,  C,  Dj  Ey  F,  G,  ff,  J  über  der  horizontalen  Ebene,  endlich 

4A  =  Äj+Aj+Aj+A^;  4i?  =  A,8+A,a+As4+*4i  5 
r  das  Volumen  abcd  ABCD.    Dann  hat  man: 

K=  4-Ä(2A+fl),  Fehler  e<:^B(H~li) 

Der  Verfasser  bestimmt  auch  den  Fehler  für  die  zweite  und 
dritte  Formel.  Die  zweite  Formel  ist  neu,  die  beiden  anderen 
siud  schon  von  Wooley  gegeben  worden,  aber  ohne  Bestimmung 
des  Maximalfehlers.  Mn.  (0.). 


V.    Mansion.      Sur    les    quadratures    et    les    cubatures 

approch^es.    C.  R.  XCV.  384-386. 

Durch  Figurbetrachtung  wird,  gefunden:  Das  ebene  Flächen- 
stück zwischen  einer  Curve,  welche  der  Abscissenaxe  die  concave 
Seite  zugekehrt,  dieser  Axe  und  zwei  Ordinaten  ist  ein  Mittel 
zwischen  dem  Sehnenpolygon  für  gleiche  Sehnenprojectionen  und 
demselben  nach  Substitution  der  zweiten  und  vorletzten  Ordinate 
für  die  erste  und  letzte.  Bei  derselben  Construction  ist  der 
Fehler  der  Simpson 'sehen  Inhaltsformel  kleiner  als 
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wo  Ä(ii— 1)  die  Projection  der  Curve  ist.  Der  Fehler  der  Wooley'- 
schen  Formel  für  den  Projectionsraum  einer  krummen  Fläche, 
concav  gegen  die  Projectionsebene,  ist  kleiner  als  die  halbe 
Differenz  der  ein-  und  umbesehriebenen  Prismensumme  mit  schrä- 
gen Endflächen.  H. 


Ch.  Frenzkl.     Die  arithmetische  Integration  der  Dämme 

und    Einschnitte.     Wien.    Bloch  n.  Hasbach. 

Es  handelt  sich  um  Berechnung  des  Volumens  der  zur  Her- 
stellung einer  gleichmässig  breiten  horizontalen  oder  in  gegebe- 
nem Verhältnis  auf-  oder  absteigenden  Bahn  auf-  oder  abzu- 
tragenden Erde,  wenn  die  Böschungen  constante  gegebene  Nei- 
gungen haben.  Hierzu  kommen  die  Inhalte  und  statischen 
Momente  der  verticalen  Längsschnitte  des  Erdkörpers  in  Anwen- 
Wendung.  H. 


H.  DE  LiSLEFERME.     Notc  d'analysc  göom^trique  d'aprfes 

Rossin.     Brux.  S.  sc.  VI.  B.  VI.  242-246. 

P.  Mansion.      Rapport  sur  cette  note.    Brux.  s.  sc.  vi.  a. 

49-51. 

Graphische  Integration  nach  einer  Methode,  die  der  von  Solin 
(F.  d.  M.  IV.  1872.  p.  129)  analog  ist.  Mn.  (0.). 


B.  Abdank-Abakanowicz.     Sur  Tintögration  möcanique. 

C.  R.  XCIV.  78.3-785. 

In  den  C.  R.  XCII.  402.  ist  ein  Integrationsapparat  beschrieben, 
worüber  F.  d.  M.  XIH.  1881.  p.  227  berichtet  worden  ist.  Im 
Gegenwärtigen  werden  Modificationen  desselben  besprochen.  An 
die  Stelle  des  Lineales,welches  durch  Friction  einen  axial  geschobe- 
nen Gylinder  drehte,  kommt  jetzt  ein  Rädchen,  dessen  Ebene 
gegen  die  Cylinderaxe   eine  Neigung  =  y  erhält,   während  die 

Drehung  des  Cylinders  die  Grösse  /  ydx  angiebt.     Anwendung 


Capitel  5.    Gewöhnliche  DifferentialgleichnngeD.  233 

bat  VernoD-Boys  gemacht,  indem  er  die  Bewegungen  durch  zwei 
Solenoide  reguliren  lässt.  U. 


B.  Abdank-Abakanowicz.     Sur  un  nouvel  int^gromfetre. 

C.  K.  XCIV.  1047-1049,  (auch  polnisch  Ogniska). 

Der  vorgelegte,  hier  abgebildete  und  beschriebene  Integra- 
tionsapparat ist  wesentlich  identisch  mit  dem  vorgenannten.  Eb 
wird  hervorgehoben,  dass  nirgends  Gleitung  stattfindet. 

H. 


Weitere  Auswertungen  bestimmter  Integrale  von  ü.  Ed- 
wARDES,  U.  J.  Knisley,  T.  R.  Terry,  W.  H.  Blythe, 
B.    Easton,    Nash,    Ch.  Ladd   finden   sich    Ed.  Times 

XXXVIL  29,  49,  57-58,  100. 

0. 


Capitel  5. 
G  ewöhnliche  Differentialgleichungen. 

Nowotny.       üeber     die     Lösungen    der     Dififerential- 

gleichungen.    Pr.  Jasto.   (Qalizien).   (Polnisch). 

Dn. 


E.  West.      Exposö    des    m^thodes    en    mathdmatiques, 

d'aprfes    Wronski.     RösalJ.  (3)  VIII.  19-54,  125-160. 

Das  Vorliegende  handelt  von  der  Integration  der  Differen- 
tialgleichungen und  Differenzengleichungen,  insbesondere  für 
eine  unabhängige  Variable.  Der  Verfasser  reducirt  eine  belie- 
bige algebraische  Gleichung  zwischen  x,  y  und  den  Differential- 
quotienten  bis  zur  n^°  Ordnung  auf  eine  approximative,  indem  er 
fbr  alle  Factoren  jedes  Terms  ausser  einem  Differentialquotienten 
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Mittelwerte  setzt,  die  dann  als  coDstant  betrachtet  werden.  Es 
wird  vorher  allgemein  die  TransformationsfuDction  der  gegebenen 
Gleichung  mit  EiofUhrung  eines  unbestimmten  approximativen 
Wertes  von  y  dargestellt,  welche  der  Convergenz  der  successiven 
Approximation  entspricht.  H. 


S.  LiE.     üeber  gewöhnliche  Differentialgleichungen,  die 
eine  Gruppe  von  Transformationen  gestatten.    Lie  Arch. 

VII   443-444. 

Im  Jahre  1874  lenkte  der  Verfasser  die  Aufmerksamkeit  auf 
die  allgemeine  Theorie  aller  Differentialgleichungen 

die  eine  bekannte  oder  unbekannte  contiuuirliche  Gruppe  von 
Transformationen  gestatten.  Teile  der  Theorie  wurden  successive 
io  verschiedenen  Ajbhandlungen,  die  jedoch  noch  allgemeinere 
Probleme  behandelten,  entwickelt.  Die  vorliegende  Note  giebt 
ein  Schematisches  Resumä  aller  Fälle,  die  eintreten  können,  und 
giebt  für  jeden  Fall  die  erforderlichen  Illilfsgleichungen  an,  die 
häufig  linear  sind.  Es  möge  hier  ausdrücklich  hervorgehoben 
sein,  dass  hiermit  die  grösstmogliche  Reduction  der  betreffenden 
Probleme  erreicht  ist.  L. 


\j.  Königsberger.    Allgefmeine  Untersuchungen  aus  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen.    Leipzig.  Teubner. 

Der  Verfasser  hat  in  den  letzten  Jahren  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen  einige  Sätze  und  Methoden  zur  Theorie  der  all> 
gemeinen  Differentialgleichungen  veröffentlicht.  Im  vorliegenden 
Werke  wird  eine  zusammenhängende  Theorie  der  hierauf  bezüg- 
lichen Untersuchungen  entwickelt,  wobei  die  einzelnen  dort  ent- 
haltenen Sätze  eine  beträchtliche  Erweiterung  und  Verallgemeine- 
rung erfahren.  In  dieser  Gestalt  wird  ersichtlich,  welche  weit- 
ausgedehnten Gebiete  durch  die  neuen  Prinzipien  der  Forschung 
erschlossen  sind,  und  wie  befruchtend  die  daraus  fliessenden 
Methoden  zurückwirken  auf  die  Behandlung  und  Lösung  der  im 
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Gebiete  der  Aberschen  Integrale  auftretenden  Probleme,  die  in 
der  neuen  verallgemeinerten  Fassung  an  Tiefe  und  Durchsich- 
tigkeit zugleich  gewinnen. 

Zur  Einleitung  dient  die  Feststellung  des  Begriffs  der  Irre- 
ductibilität  einer  beliebigen  algebraischen  Differentialgleichung. 
Die  betreffende  Definition,  sowie  die  Irreductibilitätsuntersuohung 
der  linearen  Differentialgleichungen  (siehe  das  folgende  Referat) 
bilden  den  Inhalt  des  ersten  Gapitels.  Die  letztere  Untersuchung 
fällt  ftlr  die  einfachsten  linearen  nicht  homogenen  Differential- 
gleichungen 2^' Ordnung  mit  der  Auffindung  der  Bedingungen 
zusammen,  unter  denen  das  Integral  einer  durch  ein  AbeFsches 
Int^^al  definirten  Transcendenten  durch  eben  diese  Transcen- 
dente  algebraisch  ausdrückbar  ist.  Das  2^  Capitel  enthält  die 
Aufstellung  und  Begründung  des  vom  Verfasser  bereits  im  Jahre 
1878  (Borchardt  J.  LXXXIV.  p.  284,  vgl.  F.d.  M.  X.  1878.  243) 
veröffentlichten  und  in  späteren  Arbeiten  erweiterten  Fundamen- 
talsatzes, der  die  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehung  zwischen 
Integralen  von  Differentialgleichungen  und  deren  Ableitungen  be- 
trifft und  die  Basis  bildet  für  die  Ausdehnung  des  Aberschen 
Theorems,  sowie  der  Aberschen  Untersuchungen  über  die  Re- 
ductiou  von  Integralen  algebraischer  Functionen  auf  Integrale 
linearer  Differentialgleichungen.  Es  trifft  hierbei  der  eigentüm« 
liehe  Umstand  ein,  dass  der  gedachte  Satz  selbst  zugleich  das 
Mittel  bietet,  die  Form  jener  unveränderlichen  Relation  zwischen 
den  Integralen  verschiedener  Differentialgleichungen  und  ihren 
Ableitungen  festzustellen.    Auf  die  einfachste  Form  des  Systems 

-^  =  y*  (/c=l,...A) 

angewandt,  ergiebt  der  Satz  das  Resultat,  dass  die  einzig  mög- 
liche Form  einer  algebraischen  Beziehung  zwischen  Abel'schen 
Integralen  die  lineare  mit  constanten  Goefficienten  ist,  während 
der  von  den  Integralen  freie  Teil  eine  algebraische  Function 
von  X  dargestellt;  hierbei  gelten  die  Logarithmen  algebraischer 
Functionen  als  Abersche  Integrale.  Besonders  bemerkenswert  für 
den  Znsammenhang  der  Aberschen  Integrale  mit  anderen  Trans- 
scendenten  ist  die  weitere  Feststellung,  dass  in  eine  algebraische 
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Beziehung  zwischen  AbeFsehen  Integralen  solche  analytischen 
Functionen,  die  ein  Additionstheorem  besitzen,  also  z.  B.  Ex- 
ponentialfunctionen ,  nicht  eintreten  können.  Im  Verlaufe  der 
Untersuchung  tritt  die  wichtige  Frage  auf,  ftir  welche  Glasse  von 
Differentialgleichungen  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische 
Function  particulärer  Integrale  und  willkürlicher  Constanten  ist, 
eine  Frage,  welche  identisch  ist  mit  der  nach  der  Zahl  der  selbst- 
ständigen Transcendenten ,  die  durch  eine  gegebene  Differential- 
gleichung definirt  werden.  Die  Behandlung  dieses  Problems 
kehrt  im  Folgenden  häufig  wieder;  an  dieser  Stelle  wird  die 
Gestalt  der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
ermittelt,  für  welche  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische 
Function  eines  particulären  Integrals  und  einer  willkürlichen 
Gonstanten  ist,  und  gefunden,  dass  solche  Transcendenten  über- 
haupt (die  ein  Additionstheor6m  besitzenden  analytischen  Func- 
tionen bilden  davon  einen  besonderen  Fall)  nicht  mit  Aberschen 
Integralen  in  algebraischer  Beziehung  stehen  können.  Das  dritte 
Capitel  bringt  die  Erweiterung  des  AbeFschen  Theorems  auf  In- 
tegrale von  Differentialgleichungen.  Die  Aufgabe  besteht  darin, 
nicht  blos  eine  additive,  sondern  irgend  eine  algebraische  Be- 
ziehung zwischen  den  Werten  eines  und  desselben  particulären 
Integrals  einer  beliebigen  Differentialgleichung  für  algebraisch 
von  einander  abhängige  Werte  der  unabhängigen  Variabein  fest- 
zustellen. Die  Zahl  p  der  angenommenen  Relationen  zwischen 
den  unabhängigen  Variabein  bezeichnet  das  Geschlecht,  dem  das 
Abersche  Theorem  angehört.  Hier  liefert  der  Beweis  der  Existenz 
eines  erweiterten  Aberschen  Theorems  zugleich  die  Form  des- 
selben. Diese  wird  für  die  Integrale  linearer  homogener  Diffe- 
rentialgleichungen beliebiger  Ordnung  angegeben.  Hierbei  bietet 
sich  der  Anlass,  weitere  Sätze  über  den  erwähnten  Zusammenhang 
des  allgemeinen  Integrals  einer  Differentialgleichung  mit  den 
particulären  aufzustellen.  So  wird  z.  B.  gezeigt,  dass  irreductible 
Differentialgleichungen,  denen  ein  dem  Geschlechte  1  zugehöriges 
Abersches  Theorem  zukommt,  von  der  ersten  Ordnung  und  so 
beschaffen  sein  müssen,  dass  das  allgemeine  Integral  algebraisch 
von  einem  particulären,  einer  Constanten  und  der  unabhängigen 
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Variablen  abhängt,  und  es  werden  sodano  derartige  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  f&r  welche  die  genannte  Beziehung  das 
partieoläre  Integral  in  rationaler  (ganzer  oder  gebrochener)  Form 
mit  in  x  algebraischen  Goefficienten  enthält.    In  ähnlicher  Weise 
kommt  das  AbeFsche  Theorem  vom  Geschlecht  2  ausschliesslich 
den  irrednctiblen  Differentialgleichungen  zweiter  oder  erster  Ord- 
nung zn,  für  welche  das  aligemeine  Integral  eine  algebraische 
Function  zweier   particulärer  Integrale    und  zweier  oder  einer 
willkfirlichen  Gonstanten  ist,  und  die  notwendige  Form  der  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  von  dieser  Beschaffenheit  wird 
festgestellt    Ein  grosser  Teil  der  hier  berührten  Sätze  findet  sich 
bereits  in  den  Abhandlungen  des  Verfassers  über  den  Zusammen- 
bang  zwischen  den  allgemeinen  und  particulären  Integralen  von 
Differentialgleichungen  (Gott.  Nach.  1880.  p.  625  ff.  u.  Borchardt  J. 
XCI.  p.  265ff.  vgl.  F.  d.  M.  XII.  1880.  238.  XÜI.  1881.  233).    Das 
vierte  und  letzte  Gapitel  handelt  von  der  Form  der  durch  Quadratu- 
ren darstellbaren  Integrale  linearer  nicht  homogener  Differential- 
gleichungen.   Dem  Umfange  nach  fast  die  Hälfte  des  Buches  ein- 
nehmend, bietet  es  eine  Fülle  des  Neuen  und  Interessanten  sowohl 
in  den  mannigfaltigen  Ergebnissen,  die  zum  Teil  auf  eine  merk- 
würdige Verknüpfung  analytischer  und  zahlentheoretischer  Ver- 
hältnisse hinweisen,   als  in  den  dazu  führenden  eigentümlichen 
Methoden.     Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  knüpfen  an 
diejenigen  AbeVs  über  die  Reduction  von  Integralen  algebraischer 
Functionen  an,  und  dehnen  dieselben  auf  Integrale  linearer  Differen- 
tialgleichungen aus.    So  wird  der  bekannte  Satz,  dass,  wenn 


=J  ydx , 


wo  y  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  selbst  alge- 
braisch ist,  2  stets  rational  durch  x  und  y  ausdrückbar  ist,  in 
folgender  Gestalt  erweitert:  Wenn  eine  lineare  nicht  homogene 
Differentialgleichung  mit  CoefGcienteo,  die  algebraische  Functionen 
der  unabhängigen  Variabein  x  sind,  ein  algebraisches  Integral 
bat,  so  hat  sie  auch  ein  in  den  Goefficienten  rationales  Integral. 
Dieser  und  ein  ähnlicher  Satz  bezüglich  derjenigen  Differential- 
gleichungen,  die   algebraisch-logarithmische   Integrale   besitzen, 
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dienen  zur  Vorbereitung  fttr  den  Beweis  des  folgenden  durch 
seine  Allgemeinheit  merkwOrdigen  Theorems:  Wenn  eine  lineare 
Differentialgleichung  der  vorgedachten  Beschaffenheit  ein  jintegral 
von  der  Form 

j5  =  M-f^i iog«'i  +  •••  +  ^i i<^g «'*+  /    yx^^-\ — +  /    yi^« 

besitzt,  in  welchem  u^  c,,.'.,t7jt,  ^,.^1/  algebraische  Functionen 
der  unabhängigen  Variablen,  ^,,.-.,^2  eben  solche  von  z  bezüg- 
lich von  den  Geschlechtern  Pi,..',P2  und  A,,...,  A^  Constanten 
bedeuten 9  so  genügt  dieser  Differentialgleichung  stets  auch  ein 
Integral  von  der  Form 

a  =  L>ß,  log  F,  +  -  +  Ä^  log  y.'r^'^^  f''^^\.ds 


«=;»x     ^  'i^^ 


worin  t/,  K,,...,F^  rationale  Functionen  der  Coefficienten  der 
Differentialgleichung;  d  eine  ganze  Zahl  und  rli^  die  Lösungen 
einer  Gleichung  pa"" Grades  bedeuten,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  derer  der  Differentialgleichung  sind;  zugleich 
sind  die  Werte  der  y  für  «  =  ly(^)  rational  durch  ly^e)  und  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  ausdrückbar.  Eine  höchst 
wichtige  Eigenschaft  der  Integrale 


/ 


'a 


VadS 

ist  femer,  dass  die  Summe  eines  jeden  Systems  von  p«  der 
Irrationalität  y«  zugehöriger  Integrale  erster  Gattung  gleich  einem 
Integrale  erster  Gattung  von  der  Form 


/ 


"^Ydx 


wird,  worin  Y  eine  rationale  Function  von  x  und  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichungen  ist.  Wie  folgenreich  der  Satz  ist,  zeigt 
eine  reiche  Fülle  von  Anwendungen,  die  wir  auch  nur  andea- 
tungsweise  wiederzugeben  uns  versagen  müssen.  Sie  betreffen  die 
Frage  der  rationalen  Reduction,  d.  h.  einer  solchen,  worin  die 
Coefficienten  der  Gleichung  fUr  die  Grenzen  nur  rational  aus  x 
zusammengesetzt  sind.    Für  den  einfachsten  Fall  einer  linearen 
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Differentialgleichung  --i—  =  y  ergiebt  sich    hieraus   die  Zurlick- 

f&brung  der  algebraischen  Reduction  der  Aberschen  Integrale  auf 
niedere  Integralgattungcn  (wo  eine  solche  vorhanden  ist,  auf  die 
rationale  Reduction)  wobei  bemerkenswert  ist,  dass  Abel,  der 
diese  ZurttckfÜhrung  für  die  Reduction  elliptischer  und  hyper- 
elliptischer  Integrale  auf  elliptische  Integrale  bewirkt  hatte,  schon 
die  Ausdehnung  dieses  Verfahrens  für  den  nächsten  Fall  der 
Reduction  eines  Aberschen  Integrals  auf  elliptische  mit  Schwierig- 
keiten yerknttpft  fand,  die  er  nicht  meinte  überwinden  zu  können. 
Hier  wird  das  Reductionsproblem  sogar  für  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  auf  das  rationale  zurückgeführt.  Mit 
speciellerem  Eingehen  wird  die  Frage  der  Reduction  hyperellip- 
tiseber  Integrale  auf  elliptische  und  hyperelliptische  niederer  Ord- 
nung beantwortet  und  an  Beispielen  erläutert.  Zur  vollständigen 
Erledigung  des  Problems  gehört  ausser  dem  erwähnten  Satze 
noch  eine  Untersuchung  der  Irrationalitäten  solcher  AbeFscher 
Integrale,  die  linearen  Differentialgleichungen  genügen.  Diesem 
Gegenstand  ist  der  letzte  Abschnitt  dieses  inhaltreichen  Gapitels 
gewidmet,  der  besonders  lehrreich  ist  wegen  des  merkwürdigen 
Zusammenhangs  dieser  Frage  mit  der  Theorie  der  complexen 
Mnltiplication  einerseits  und  der  Ereisteilungslehre  andererseits. 
Um  die  darin  vorkommenden  Entwickelungen  zu  charakterisiren, 
heben  wir  folgenden  Satz  heraus:  „Die  Differentialgleichung  habe 
die  Gestalt 


nnd  y  gehe  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  x,  für  welchen 
die  algebraischen  Coefficienten  Y  unverändert  bleiben,  in  ey  über, 
wo  e  wegen  der  Irreductiblität  der  algebraischen  Function  y  eine 
Einheitswurzel  sein  muss.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
reducirte  Gleichung  überhaupt  kein  Abersches  Integral  hat,  kann 
die  complete  Differentialgleichung  nur  dann  durch  ein  elliptisches 
Integral  erster  Gattung  befriedigt  werden,  wenn  der  Integralmodul 
des  elliptischen  Integrals  ein  Modul  der  complexen  Multiplication 
ist,  wofern  e  nicht  =  —  1  ist.'^    Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man 


240  VI.  Abschnitt.    Differential-  and  Integralrechnang^. 

u.  A.  die  einzigen  Formen  der  elliptischen  Integrale  angeben, 
auf  welche  ein  AbeFsches  Integral 


Jydx, 


worin  y  eine  algebraische  Function  der  bezeichneten  Art  bedeutet, 
reducirbar  ist.  Die  transformirten  Variablen  sind  rationale  Func- 
tionen von  y.  Auch  in  dem  allgemeineren  Fall,  dass  zwischen 
mehreren  Werten  der  Function  y  auf  der  rechten  Seite  der  com- 
plexen  Differentialgleichung  eine  lineare  Relation  stattfindet,  wer- 
den die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  elliptischen  Integrals 
festgestellt.  Hierbei  kommen  Sätze  von  Zerlegung  der  Kreis- 
teilungsgleichung zur  Anwendung.  Hr. 


L.  Königsberger.     üeber  die  Irreductibilität  von  Diffe- 
rentialgleichungen.   Kronecker  J.  XCII.  291-301. 

In  der  Arbeit  ^Allgemeine  Bemerkungen  zum  Aberscben 
Theorem"  (Borch.  J.  X.  C.  109  ff.  vgl.  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  320.) 
hat  der  Verfasser  eine  Definition  der  Irreductibilität  einer  belie- 
bigen algebraischen  Differentialgleichung  gegeben,  die  im  Vor- 
liegenden  vereinfacht  wird.  Eine  algebraische  Differentialgleichung 
heisst  hiernach  irreductibel,  wenn  sie  in  Bezug  auf  den  höchsten 
Differentialquotienten  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist  und 
kein  algebraisches  Integral  irgend  einer  Ordnung  besitzt.  Dem 
entsprechend  lassen  sich  auch  die  in  späteren  Arbeiten  vom  Ver- 
fasser bewiesenen  Sätze,  die  die  Unveränderlichkeit  von  alge- 
braischen Relationen  zwischen  Integralen  verschiedener  Differen- 
tialgleichungen betreffen,  in  einer  neuen  Fassung  angeben,  be- 
ziehentlich erweitern.  Als  Anwendung  dieser  Bemerkungen  wird 
der  Beweis  des  folgenden  Satzes  angeAlgt:  „Wenn  eine  reductible 
lineare  homogene  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  ein  alge- 
braisches Integral  q^^  Ordnung  besitzt,  und  zwischen  den  m  par- 
ticulären  Integralen  und  deren  ^ — 1  ersten  Ableitungen  keine 
algebraische  Beziehung  besteht,  dann  ist  jenes  algebraische 
Integral  eine  lineare  Differentialgleichung  q^^  Ordnung." 

Hr. 
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L.  Königsberger.  Eigenschaften  der  algebraisch-loga- 
rithmiscben  Integrale  linearer  nicht  homogener  Diflfe- 
rentialgleichungen.    Gott.  N.  1882.  686-689. 

Der  Verfasser  ergänzt  die  am  Schlüsse  seiner  „allgemeinen 
Untersuchangen"^  (siehe  das  vorhergehende  Referat)  gegebenen 
Sätze  durch  eine  Reihe  von  Sätzen,  von  denen  in' dieser  Note 
einige  ohne  Beweis  veröffentlicht  werden. 

1.  Ist  die  rechte  Seite  y  einer  linearen  nicht  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung mit  algebraischen  Coefficienten  eine  solche  alge- 
braische Function  der  unabhängigen  Variablen  x,  dass  y  für  eine 
Umkreisung  von  Xj  für  welche  die  Coefficienten  auf  der  linken 
Seite  unverändert  bleiben,  in 

sy  =  e  ^  y 
übergeht,   so  ist  das  algebraische   Integral  einer  solchen  Diffe- 
rentialgleichung, wenn  es  existirt,  abgesehen  von  etwaigen  addi- 
tiven algebraischen  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung 
multiplicirt  mit  Constanten,  stets  von  der  Form 

wo  die  tfß  rationale  Functionen  von  x  und  den  Coefficienten  der 
linken  Seite  bedeuten,  oder  es  geht  bei  einer  Umkreisung  von  x 
ebenfalls  in  das  €-fache  über.  Unter  derselben  Voraussetzung  für  die 
rechte  Seite  der  Differentialgleichung  kann  dieselbe,  wenn  die 
reducirte  Gleichung  keine  logarithmischen  Integrale  besitzt,  nur 
dann  durch  ein  Integral  A  \ogv,  wo  A  eine  Constante,  e  eine 
algebraische  Function  von  x  bedeutet,  befriedigt  werden,  wenn 
^  =  l  oder  =  2  ist.  Aehnliche  Sätze  gelten  für  die  Existenz 
einer  Summe  von  mehreren  Logarithmen. 

2.  Hat  die  rechte  Seite  y  die  Eigenschaft,  dass  für  einen 
^-fachen  Cyclus  (q  eine  Primzahl)  drei  Zweige  in  einem  homo- 
genen linearen  Zusammenhang  stehen,  so  kann  unter  der  näm- 
lichen Voraussetzung  für  die  reducirte  Gleichung  wie  oben  die 
rolUtändige  Differentialgleichung  kein  logarithmisches  Integral, 
multiplicirt  mit  einer  Constanteu,  besitzen.  Stehen  vier  Zweige  in 
einem  linearen  homogenen  Zusammenhang,  so  kann  dieselbe  einen 
Logarithmus  zum  Integral  haben,  wenn  ^  ==  7,  und  die  Entwicke- 

FortMhr.  d.  Math.  XIV.  1.  [Q 
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lang  von  y 

y  =  Vi'(«)(^~«)'  +V'*(^)(^-«)'  +t^4(«X«-«V 

oder 

J_  ^  -L 

ist,  wo  die  ip  nach  ganzen  Potenzen  von  x—a  fortschreiten,  und 
die  Zähler  der  Exponenten  entweder  die  quadratischen  Reste  oder 
Nichtreste  von  7  sind. 

Aehnliche  Sätze  gelten  unter  der  Annahme  von  Integralen 
von  der  Form 

tilogt?+tt,  logVj+  •••, 
worin  die  u  und  v  algebraische  Functionen  bedeuten. 

Hr. 


L.Fuchs,  üeber  lineare  homogene  DifFerentialgleichuugeu, 
zwischen  deren  Integralen  homogene  Relationen  höhe- 
ren als  ersten  Grades  bestehen.    Berl.  Ber.  1882.  703-710. 

Es  werden  in  dieser  Note  die  hauptsächlichen  Resultate 
einer  demnächst  erscheinenden  ausführlicheren  Arbeit  angegeben, 
welche  die  Ergründung  der  Natur  der  Integrale  von  Differential- 
gleichungen der  im  Titel  charakterisirten  Beschaffenheit  zum 
Gegenstand  hat,  und  es  wird  das  Problem  für  den  Fall  der  Diffe- 
rentialgleichungen dritter  Ordnung  erledigt.     Es  sei 

eine  Differentialgleichung  3^®*^  Ordnung  mit  in  z  rationalen  Coef- 
ficienten,  deren  Integrale  in  der  Umgebung  aller  singulären 
Punkte  regulär  sind,  wobei  die  Wurzeln  sämmtlicher  determi- 
nirender  Gleichungen  rationale  Zahlen  sind.  E^  bestehe  femer 
zwischen  drei  Fundamentalintegralen  eine  irreductible  Gleichung 
»*•**  Grades 

wo  f  eine  ganze  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten 
ist;  dann  gelten  folgende  Sätze: 
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„Ist  n  =  2,  dann  ist  jedes  Integral  ein  Quadrat  eines  Inte- 
grals einer  Differentialgleichung  2^'  Ordnung  mit  rationalen  Coefli- 
eienten.  Ist  n  >  2,  dann  sind  die  Integrale  algebraische  Func- 
tionen von  a."    Hierbei  ergeben  sich  drei  Fälle. 

1)  Die  Klasse  p  der  Gleichung  (2)  ist  grösser  als  1 ;  dann 
ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen 
Gleichung,  der  das  allgemeine  Integral  von  (1)  genUgt,  ^4. 

2)  p  =  1,  dann  ist  diese  Anzahl  2,  3,4  oder  6. 

3)  p  =  0,  dann  ist  das  allgemeine  Integral  von  (1),  abge- 
sehen von  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  Factor, 
durch  eine  ganze  homogene  Function  n^^"  Grades  des  Fundamen- 
talsjstems  von  Integralen  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  2^®' Ordnung  mit  rationalen  Coeffi- 
ci^nten  in  s  ausdrückbar. 

Da  es  an  sich  einleuchtend  ist,  dass  jede  algebraisch  inte- 
^rirbare  Gleichung  (1)  die  Eigenschaft  hat,  dass  zwischen  drei 
Fundamentalintegralen  eine  Gleichung  (2)  besteht,  so  sind  im 
Vorstehenden  alle  Fälle  erschöpft,  in  welchen  eine  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung  3*"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficien- 
ten  nur  algebraische  Integrale  besitzt.  Hr. 


L.  Saüvage.  Sur  les  propridtös  des  fonctions  d^finies 
par  un  Systeme  d'öquations  diff^rentielles  Unfaires  et 
homogenes  ä  une  ou  plusieurs  variables  independantes. 

Ann.  de  Vtc.  Norm.  (2)  XI.  33-78. 

Die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs  über  die  linearen  und 
homogenen  Differentialgleichungen  einer  beliebigen Ordnung(1866) 
enthält  die  fundamentalen  Principien  der  Theorie  dieser  Glei- 
ehuBgen.  Der  Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist,  diese 
Theorie  auf  Systeme  von  Differentialgleichungen  mit  einer  oder 
mehreren  unabhängigen  Variabein  auszudehnen.  Die  beiden 
ersten  Capitel  enthalten  die  Haupteigenschaften  der  Lösungen 
eines  Systems  totaler  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

<^y.  =  (Oii  Vt  +<^a »3  +•••+  ainyn)dx^  +-+  ('ii^,  +  h+'-'  +  knyn)  dxpj 

16* 
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WO  t=  1,  2,...,fi,  in  denjenigen  Bereichen  der  Ebene  ist,  wo  die 
Coefficienten  a,  6,...,  /  analytische  Functionen  der  p  unabhängi- 
gen Variabelu  x,,  x^^,.,,Xp  sind.  Im  dritten  Capitel  beschäftigt 
sich  der  Herr  Verfasser  mit  linearen  und  homogenen  DiiFerential- 
gleichungen  einer  einzigen  unabhängigen  Variablen.  Wenn  man 
auf  diese  Systeme  die  aus  dem  Vorhergebeuden  bekannten  all- 
gemeinen Eigenschaften  anwendet,  so  erhält  mau  die  Formeu, 
welche  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  Lösungen 
in  der  Umgebung  eines  isolirten  singulären  Punktes  annehmen 
können.  M. 


F.  Casorati.     Sülle  equazioni  diflferenziali  lineari.    Rom, 

Acc.  L.  (3)  VI.  121-124. 

In  der  Arbeit  „Generalizzazione  di  alcuni  teoremi  etc."* 
(Brioschi  Ann.  (2)  X.  224,  s.  F.  d.  M.  Xlll.  1881.  261)  hatte  der 
Verfasser  einen  Weg  angegeben,  die  Coefficienten  der  algebraischen 
Gleichung  zu  bestimmen,  deren  Wurzeln  die  logarithmischen  Ab- 
leitungen von  particulären  Lösungen  einer  gegebenen  Differential- 
gleichung sind,  falls  ihre  Zahl  nicht  grösser  als  .H  ist.  Im  Vor- 
liegenden lenkt  der  Verfasser  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  in 
Acc.  R.  d.  L.  X.  enthaltene  Note  des  Herrn  Besso,  in  welcher  ein 
Verfahren  gezeigt  wird,  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Lösungen 
zu  den  Ausdrücken  für  die  fraglichen  Coefficienten  zu  gelangen. 
Es  seien  y,  ,.••?!/«»  »»  Lösungen  einer  Differentialgleichung  n'®' Ord- 
nung, ihr  Product  y,  ya  •  -  •  y^  =  «•  Differentiirt  man  z  beliebig 
oft  hinter  einander,  so  erhält  man  Glieder  von  der  Form: 

if  1       Sf'j       '  "lfm      7 

deren  Zahl  endlich  ist,  wenn  man  die  Indices  a  vermöge  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  unter  n  erniedrigt.  Man  fahre  nun 
mit  dem  Differeutiiren  so  lange  fort,  bis  man  die  Anzahl  von 
Gleichungen  erhält,  die  hinreicht,  diese  Glieder,  die  übrigens  in 
symmetrischen  Gruppen  vorkommen,  zu  bestimmen.  Unter  diesen 
Gruppen  befinden  sich  auch  die  folgenden: 

S  ^  %    Z  ^  ,  ....  3  •, 

u         Va  VaVß  ^1  ^1  •  •  •  y« 
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worin  die  Factoren  von  z  die  zu  bestimmendeo  Coefficienten  sind, 
die  sich  sonach  rational  darch  z,  die  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichang  und  die  Ableitungen  aller  dieser  Functionen  aus- 
drücken lassen.  An  diesen  Satz  knüpft  der  Verfasser  einige 
Bemerkungen.     Da  die  Grössen  z,  z' . . .  in  den  Ausdrücken  für 

z'     ^ä" 
die  Coefficienten  nur  in  den  Verbindungen   — ,  — ,...  vorkom- 

Z  8 

z(^)  z' 

mcn,  und  da sich  rational  durch  —    und    dessen    Ablei- 

'  z  z 

hingen  aasdrücken  lässt,  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Coefficien- 
ten der  in  Rede  stehenden  algebraischen  Gleichung.  Ferner 
kann  man,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  erhellt,  die  Coeffi- 
cieDten  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  ju'^'Ord- 
DQDg,  deren  ^  Lösungen  zu  ihren  logarithmischen  Ableitungen  fi 
gegebene  Ausdrücke  von  der  Form 

Jfi  ym  ^  Vi  ym    ^ 

haben  sollen,  falls 

y,»  y,,-..,  y«  =  » 

bekannt  ist,  in  x  und  den  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

z* 
darstellen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  — ,  den 

z 

Quotienten  der  gegebenen  Differentialgleichungen  und  den  Ablei- 
tungen dieser  Grössen  sind.  Hr. 


E.  Jürgens.     Das   Integral    /  -^ —    und   die  linearen 

a 

DiflFerentialgleichungen.    Klein  Ann.  xix.  435-461. 

Der  vorliegenden  Untersuchung  dient  folgender  Satz  zum 
Ausgangspunkt:  „Wenn  y  der  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten 

genügt,  und  man  setzt  in  dem  Ausdruck 
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für  97  das  Integral 

J       X— 


a 

z 

a 


ein,  so  ist  das  Substitutionsresultat  eine  rationale  Function  von  x.'' 
Hierfür  werden  zwei  Beweise  geliefert,  einmal  mit  Hülfe  von 
Reihenentwickelungen,  dann  durch  Zusammenstellung  von  D(7j) 
mit  seinem  adjungirten  Differentialausdruck.  (§§  1,  2).  Die  nächste 
Aufgabe  ist,  zu  ermitteln,  unter  welchen  Bedingungen  der  mit 
6r(x)  bezeichnete  ganze  Teil  der  rationalen  Function  wegfällt. 
Die  allgemeinste  Differentialgleichung,  bei  der  G(x),  unabhängig 
von  der  Wahl  des  particulären  Integrals  y  und  der  Integrations- 
grenzen a  und  j^,  verschwindet,  enthält,  wie  die  Discussion  ergiebt, 
n(n-\-l)  willkürliche  Constanten.  Gehört  die  zu  Grunde  liegende 
Differentialgleichung  nicht  in  diese  Classe,  so  hat  man,  um  G(x) 
zum  Verschwinden  zu  bringen,  entweder  das  particuläre  Integral 
geeignet  zu  wählen  oder  statt  der  einen  Grösse  a  ein  line- 
ares homogenes  Aggregat  solcher  Grössen  einzuführen.  (§  3).  Was 
den  mit  P{x)  bezeichneten  gebrochenen  Teil  betrifft,  der  die  Form 

[P(x^  z)']ß  hat,  so  sind  hier  lediglich  die  Grenzen  a  =  o  und 
z  =  ß  in  Betracht  zu  ziehen.  Ist  a  ein  nicht  singulärer  Punkt 
der  Differentialgleichung,  also  q>ria)  von  Null  verschieden,  so  re- 
ducirt  sich  P(x,  a)  flir  dasjenige  partikuläre  Integral  y,  welches 
nebst  seinen  n—2  ersten  Ableitungen  für  a  =  a  Null  wird,  an 

der  Grenze  »  =  et  auf  das  eine  Glied  ,  wo 

x-^-a  ' 


^=[-^^«1. 


ist.  In  dem  Falle,  dass  a  ein  singulärer  Punkt  ist,  werden  unter 
der  Annahme,  dass  die  Differentialgleichung  zu  der  von  Herrn 
Fuchs  (Borchardt  Journal  Bd.  66)  charakterisirten  Classe  gehört, 
durch  Betrachtung  der  Wurzeln  der  zugehörigen  determinir enden 
Gleichung  die  Bedingungen  festgestellt,  unter  denen  P(Xj  a),  sei 
es  für  alle  oder  einige,  particuläre  Integrale  an  der  Grenze  a  =  a 
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• 

Tersehwiodet  Unter  den  Ergebnissen  dieser  Discassion  heben 
wir  hier  das  eine  hervor,  dass,  falls  <p«(a)  von  der  w*«°  Ordnung 
Null  wird,  P(x,  s)  für  s  =  a  bei  beliebiger  Wahl  von  y  ver- 
sebwindet,  wenn  der  reelle  Teil  jeder  Wurzel  der  determinirenden 
Gleichung  grösser  als  —  l  ist.  Schliesslich  wird  noch  der  Fall 
a  =  X  betrachtet.  (§§  4,  5).  Giebt  es  zwei  singulare  Stellen  ä, 
fftr  welche  P{xy  z)  bei  einem  particulären  Integral  y  verschwindet, 
and  wählt  man  dieselben  zu  Grenzen,  so  fällt  Pftlr  dieses  Inte- 
gral weg.  Fehlt  nun  auch  G  für  dasselbe  Integral,  dann  besitzt 
die  Differentialgleichung  D(y)  =  0  ausser  y  noch  ein  zweites  In- 
tegral in  a  =  /   — .    Dies  trifft  bei  der  Differentialgleichung 

a 

ftlr  die  Kugelfunctionen  ein,  welche  die  beiden  Integrale 

Pn(x)  und  0„(x)  =    J         ^^ 

—1 

hat.  Die  entwickelten  Sätze  liefern  ferner  ein  bequemes  Mittel, 
die  vollständige  Differentialgleichung  D(y)  =  Rat.  F(x)  zu  inte- 
griren,  insbesondere,  wenn  für  die  reducirte  Gleichung  G{x)  fehlt, 
und  mindestens  eine  singulare  Stelle  z^  vorhanden  ist,  für  welche 
f(x,  s)  bei  beliebiger  Wahl  von  y  verschwindet.  Wählt  man  z.  B. 
dasjenige  Integral  y  =  f(x)  von  D{y)  =  0,  welches  für  a?  =  a 
nebst  seinen  «—2  ersten  Ableitungen  verschwindet,  während  die 

(a—  1)**  den  Wert  — 7-v  annimmt,  so  hat  die  Gleichung 


X- 


wie  aus  dem  Obigen  folgt,  das  Integral  a  =   /    '^^^  ^   .    Den 

•/       X — z 

a 

Beschlags  bildet  die  Aasftthrung  der  Rechnung  an   einem  Bei- 
spiel (§§  6.  7).  Hr. 


J.  BoussiNESQ.     Sur  les  integrales  asymptotes  des  ^qua- 
tions  diff^rentielles.    C.  R.  xciv.  200-210. 

Ist   q>(Xj  y)  ==  c    das    allgemeine    Integral    der  Gleichung 
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^  ==  p[x^y)j  80  werden  die  lotegrale,  die  der  Verfasser  »asym- 

ptotes"  nennt,  definirt  durch   die  Gleichung  ———  =  oo.    Ebenso 

müssen  im  Falle  eines  Systems  simultaner  Differentialgleichungen, 
falls  7<y,,  y,, ...,  J?)  =  c  ein  Integral  desselben  ist,  für  die  asym- 
ptotischen Integrale  die  Bedingungen 

dq>         Off 

erffellt  sein.  Hr. 


F.  HoCevar,     Zur   Integration   der  Jacobi'schen    Diffe- 
rentialgleichung Ldx+  Mdy  -{-  X(^xdy  —ydx)  =  0. 

Wieo.  Ber.  LXXXV.  J^8-t^i>4. 

Die  Gleichung 

dx  _^  dy 

a^x+b^y+c^—x (a,a:+6,y+c,)  "  a^x-rb^y  +  c^—yia.x+b.y+c^) 
wird  in  der  Form  integrirt: 

?^~^*  5i»~^'  ^i'~^  =  const., 
wo  zur  Abkürzung 

gesetzt    ist,   und    die   drei   Systeme   der  a,  /?,  y,  il   durch   die 
Gleichungen 

b,a+h,ß+b,Y  =  AA 

c^a-i-cj+c^y  =  Ay 
bestimmt  werden.  Es  werden  dann  die  Fälle  betrachtet,  wo  zwei 
Wurzeln  il  conjungirt  complex,  und  wo  sie  einander  gleich  sind. 
Das  Integral  ist  algebraisch,  wenn  zwei  Wurzeln  conjungirt,  und 
die  reellen  Teile  aller  einander  gleich  sind.  Sind  alle  drei  l 
einander  gleich,  so  ergiebt  sich  als  Integral: 


j.    — —^  =  const, 


dS 


wo  f  =  -jj-.    Es  folgt  der  Nachweis,  dass  die  in  den  abge- 
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leiteten  Integralen  auibetenden  Constanten  stets  in  endlicher 
Form  berechenbar  sind,  mit  Anwendung  des  Satzes,  dass,  wenn 
eine  Determinante  Null  ist,  die  Adjuncten  zweier  beliebiger 
Zeilen  einander  proportionirt  sind,  woraus  als  neuer  Satz  herge- 
leitet wird:  „Die  Determinante,  welche  aus  einer  Determinante 
herrorgebt,  indem  man  die  Elemente  der  t^°  Colonne  durch  die 
Ädjanction  der  k^"^  Zeile  ersetzt,  ist  mit  jener  gleichzeitig  Null.^ 

H. 


J.  W.  L.  Glaisher.     Examples    illustrative   of  Cayley's 
theory  of  singular  Solutions.    Mese.  (2)  XII.  l-U. 

Im  Messenger  C2)  IL  6—12  (siehe  F.  d.  M.  IV.  1872.  p.  148.) 
hat  Cayley  die  Theorie  der  singulären  Lösungen  der  Differential- 
gleichung qp(ar,  y,  p)  =  0  betrachtet,  wo  q>  eine  rationale  ganze 
Function  «**"  Grades  von  p  und  einwertig  in  Bezug  auf  x  und  y 
ist.  Im  Messenger  (2)  VI.  23—27  (s.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  p.  185)  hat 
er  dann  den  speciellen  Fall  n  =  2  betrachtet.  Herr  Glaisher 
recapitulirt  die  allgemeine  Theorie,  aus  der  folgt,  dass,  wenn 
Lp^'\-2Mp+N  =  0  die  Differentialgleichung  ist,  und  die  Inte- 
gralgleichung Pc'  +  20c  +  fi  =  O  ein  System  von  algebraischen 
Curven  darstellt,  die  singulare  Lösung  LiV—JB*  =  0  die  Cusp. 
und  den  Tac. -locus  giebt  und  die  singulare  Lösung  PÄ— 0'  =  0 
den  Cusp.-  und  den  Node-locus  giebt.  Diese  Theorie  wird  an 
21  Beispielen  erläutert.  Glr.  (0.). 


W.  P.  WORKMAN.       On    tac-loci.      Mess.  (2)  XII.  21-25. 

Dieser  Aufsatz  bezieht  sich  auf  die  vorstehende  Arbeit.  Der 
Verfasser  giebt  eine  Relation  zwischen  dem  Tac-locus  und  der 
Integralgleichung,  mit  deren  Hülfe  gewisse  von  Cayley  ohne 
Beweis  mitgeteilte  Resultate  bewiesen  werden.  Es  wird  auch 
bewiesen,  dass  wenn  r  der  Grad  der  Gleichung  in  c  ist,  der 
Tac-locus  r(r^  l)  Mal  vorkommt.  Glr.  (0.). 


1 
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H.  M.  Perry.     Note  on  singular  Solutions.    J.  Hopkins  Circ 

1882.  212. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades, 
für  die  ti  =  0  eine  singulare  Lösung  ist,  kann  immer  geschrieben 
werden:  y'  =  qp, +yL,  wo  yi  der  Wert  von  y'  ist,  den  man  aus 
ti  =  0  durch  Differentiation  erhält,  und  g>^  eine  Function  von  x 
und  u  ist,  welche  mit  u  =  0  verschwindet.  Die  Differentialglei- 
chung der  2'*°  Ordnung  wird  dann  für  «  =  0 : 

und,  wenn  qp,  mit  u  verschwindet,  die  der  3'"  Ordnung 

u.  s.  f.  Hieraus  zieht  man  folgende  Ergebnisse:  Wenn  in  der 
Entwicklung  von  q>^  nach  steigenden  Potenzen  von  u  der  Ex- 
ponent der  niedrigsten  Potenz  n  ist,  dann  ist  u  =  0  eine  singu- 
lare Lösung  für  alle  Differentialgleichungen,  deren  Ordnung  kleiner 

als ist.    Liegt zwischen   zwei  ganzen  Zahlen  r  und 

1— w  1  —  «  ^ 

r4- 1,  dann  genUgt  ii  =  0  der  r*«"  Differentialgleichung  und  macht  die 

Cr  +  l)^   und   alle  höheren  Derivirten  unendlich.     Wenn   — 

'  1 — n 

negativ    ist,   genügt   u  =  0  allen    Differentialgleichungen.     Ist 

endlich  0<w<  — ,  dann  ist  w  =  0  die  Gleichung  einer  Curve, 

welche  die  Curven  des  vollständigen  Integrals  in  deren  Spitzen 
berührt.  Hr. 


W.  Heymann.    Ueber  eine  Transformation  der  Differential- 
gleichung 

Schlömilch  Z.  XXVII.  374380. 

Durch  die  Substitution 

dv 


q>,      dx 
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geht  vorstehende  Gleichung  in  die  lineare  Differentialgleichung 
2^  Ordnung 

Aber,  worin  die  f  ganze  Functionen  in  x  sind ,  falls  die  g>  als 
solche  vorausgesetzt  werden.  Zweck  der  Note  ist  der  Nachweis, 
das8  die  letzte  Gleichung  durch  die  Substitution 


/-. 


rix 


worin  G  eine  passend  zu  bestimmende  Function  (n—l)^"  Grades 
bedeutet,  falls  qp^  vom  «'•"Grade  ist,  stets  in  eine  solche  Diffe- 
rentialgleichung übergeführt  werden  kann,  deren  linke  Seite  den 
Factor  g>^(x)  ausscheiden  lässt,  wodurch  der  Grad  der  Coeffi- 
cienten  um  den  Grad  von  9)^  erniedrigt  wird.  Diese  Trans- 
formation wird  auf  die  Gleichung 

(a+bx+cx^)-^+Ax'+By'+2Cxy  +  2Dx+2Ey+F  =■•  0 

angewandt,  welche  durch  die  ersterwähnte  Substitution  in  die 
Gleichung  2**'  Ordnung 

(a+bx+cxy  -^  +(ia  +  bx+cx')   (a.i^b.x)  -^ 

+  (a,+b,+c,x')v  =  0 

übergeht,  und  es  wird  gezeigt,  dass  ihre  lutegration,  wie  tibrigens 
anderweitig  bekannt,  von  der  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe  abhängig  ist.  Hr. 


W.  Heymann.  Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

Schlömilch  Z.  XXYII.  1-41. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Schlömilch  Z.  XXIV.  252  ff. ;  siehe 
F.  d.M.  XI.  1879.  p.  225 f.)  hatte  der  Verfasser  zur  Integration 
gewisser  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  f(x,  y,  y*)  =  0  die 

Substitution  x  =  — ^ — ,  y  =  u^ v   mit    Vorteil    verwendet. 

au   ^  ^  du 

Für  Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung    ergiebt   dasselbe 
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H.  M.  PERr  w/  ^^        V  dx>         d\ 


1882.  2V 


^,^+V'+^.0-^   +(«.+^«)-^  + 


a.v  =  0 


Einf  ''        hrff^^'     ^0^^^  ermitteln  kann,  die  obige 

für  die  pii'''^''      y-^. ''•''' '^,^,0  ^as  Integral  der  so  entstehenden 

werdf  ^^0 1^^\.3,  ^'  ^fL  /»»^ö'^ß^  Ordnung,  wenn  man  u  und  v 

'      ^Tßr/hÄren    wird    auf   die   linearen    homogenen 
/vu//'"'^        hnng^^  "^^  speciell  auf  die  Liouville'sche  (Journal 

^^  /^^-  P^  ..    d'v      .  .      .  ,     .    dt> 

ja^     Da  die  behandelte  Transformation  im  Grunde  mit 
Verta"8chung  von  Punkt-  mit  Liniencoordinaten  identisch 
^"'^    wird  im  zweiten  Abschnitt  der  Arbeit  ganz  allgemein  auf 
.    solche  Vertauschung  in  homogenen  Coordinaten  eingegangen. 
t'    jn  den  x  einerseits  und   in    den   u    andererseits   homogene 
ßjeicbung  /'(^n  ^*?  ^s]  «i,  «ti  "a)  =  ^   liefert  zwei  verschiedene 
Differentialgleichungen,  je  nachdem  man  die  x  durch  die  Deter- 
niinante   (u,du)  oder  die  u  durch  die  (x,  da?)    ersetzt;   ist  eine 
dieser  Gleichungen  integrirt,   so  ist  dann  auch  das  Integral  der 
anderen  auf  algebraischem  Wege   zu  ermitteln  (cf.  Clebsch  Geo- 
metrie; Art.  Connexe).     Dies  wird   durch  einige    specielle  Fälle 
illustrirt,  bei  welcher  Gelegenheit  die  Zweckmässigkeit  der  Ein- 
führung von  gewissen  überilttssigen  wülktlrlichen  Gonstanten  be- 
tont wird. 

Der  dritte,  umfangreichste  Abschnitt  liefert  Beiträge  zur  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  Mdy+Ndx  =  0,  wo  Jlf  und  N 
ganze  Functionen  zweiten  Grades  von  x,  y  sind.  Zunächst  wird 
der  Fall  einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen,  dass  M 
von  y  unabhängig  ist,  und  derselbe  auf  die  Bernoulli'sche  Glei- 
chung reducirt.  Liouville  hat  bei  der  Integration  der  nach  ihm 
benannten  Differentialgleichung  Differentialqnotienten  mit  allge- 
meiner Ordnungszahl  benutzt;  dasselbe  Verfahren  lässt  sich,  wie 
ferner   gezeigt  wird,    auch   auf  gewisse  Fälle  der  vorliegenden 
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DiffereDtialgleichung  anwenden.  Sodann  wird  untersucht,  in 
welchen  Fällen  die  Differentialgleichung  Mdy-\-Ndx  =  0  auf  den 
behandelten  Fall,  dass  M  von  y  unabhängig  ist,  reducirt  werden 
kaDD.  Damit  die  Substitution  x  =  ay-\'U  dies  leiste,  sind  zwei 
Bedingungen  von  den  Coefficienten  von  ilf  und  iV  zu  erfüllen,  und 
zwar  dieselben,  die  erforderlich  sind,  damit  zwei  parallele  Gerade 
der  Differentialgleichung  particulär  genügen.  Führt  man  homo- 
gene Coordinaten  ein,  so  besitzt  die  Gleichung  in  dem  betrach- 
teten speciellen  Falle  drei  in  einem  Punkte  sich  schneidende 
Gerade  als  particuläre  Integrale.  Diese  Eigenschaft  ist  umgekehrt 
f&r  die  Specialität  charakteristisch.  Hieran  wird  die  Frage  ge- 
knQpft,  ob  die  Integration  auch  dann  geleistet  werden  kann, 
wenn  sich  die  drei  particulären  Geraden  nicht  in  einem  Punkte 
schneiden;  jedoch  bereits  in  einem  ganz  speciellen  Falle  ist  man 
genötigt,  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
aufzusteigen. 

Schliesslich  werden  einige  Fälle,  nämlich: 

^dy  +  ^axy+ßy+y)  cte  =  0,   2xydy  -  (y^+axy  -(-  2ßx-yy)dx  =  0 

aod  der  Fall,  dass  üf  in  o;,  ^  linear  ist,  mittels  quadratischer 
Substitutionen  erledigt.  T. 


V.  G.  Imschknetzky.  Erweiterung  der  Euler'schen  Me- 
thode, alle  Fälle  zu  bestimmen,  in  welchen  eine  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  von  gewisser  Art 
sich  integriren  lässt,  auf  lineare  Differentialgleichungen 

im   Allgemeinen.    St.  Petersburg. 

Hat  man  eine  lineare  Differentialgleichung 

^^  Pt  q^  r,  i^.^.^u^  V  die  gegebenen  Functionen  von  x  sind,  so 
kann  man  sie  durch  partielle  Integration  nach  Multiplication 
beiderseits  mit  dx  auf  folgende  Form  bringen: 

(^)  f{p)ydx'^{q)y+{r)y' +'..-\-{u)y^^~'^)-^vy^^-^^=^ 

wo  zur  Abkürzung 
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(2) 


(r)  =  r-~«'+...+c(»-2)^ 


(u)  =  u—v' 

gesetzt  ist.     Differeotiirt  man  dieselbe  wieder  nach  x,  so  kann 
man,  indem  man 

1 


(3) 


^  ~  (P) 
und 

setzt,  das  Resultat  auf  die  Form  bringen 

(4)      y+^[  =  ^w. 

Differentiirt  man  diese  (w—  l)-mal,  und  multiplicirt  die  so  erhaltenen 
Gleichungen  ((4)  mitgerechnet)  der  Ordnung  nach  mit 

(q)_     0±     (^        ±    ^ 

so  kommt  man  zur  Gleichung: 
(5)         t.  =p.  y,^-y[q\'Vry,+s,y:'+'-  +  u,y^r'^+vy^-)  =  ,r, 

von  derselben  Art  wie  die  gegebenen,  deren  Coefficienten  durch 
algebraische  Operationen  nebst  wiederholter  DifTerentiation  aus 
Coefficienten  dieser  erhalten  werden.  Dieses  Verfahren  kann 
nun  immer  wiederholt  werden,  und  so  kommt  man  zu  einer  Reihe 
von  Gleichungen: 

(6)        L  =  0,  Lj  =  0,  L,  =  0,...,L,_,  =  0,  L;  =  0..., 

zwischen  Lösungen,  die  so  beschaffen  sind,  dass  zwischen  je  zwei 
benachbarten  derselbe  Zusammenhang  stattfindet,  welcher  durch 
die  Gleichung  (3)  und  (4)  für  die  beiden  ersten  ausgedrückt  ist. 
Die  Gleichung  (4)  lässt  sich  so  schreiben: 

y  =  X  (w—Dri) 

und  giebt  den  Ausdruck  der  Lösung  jeder  Gleichung  durch  die 
nächstfolgende.  Zur  Erläuterung  wird  diese  Methode  auf  die 
Gleichung  2*®'  Ordnung  angewendet,  und  hier  wird  die  Bemer- 
kung gemacht,  dass  dieser  Process  auch  rückwärts  geführt  wer- 
den kann,  indem  man  eine  Gleichung  L^  =  0  sucht,  von  welcher 


Oapitel5.    GewöhDliche  DiffereDtialgleichüDgeo.  255 

die  gegebene  L  ==  0  durch  denselben  Process  entstehen  konnte, 
was  aber  f&r  die  2^"*  Ordnung  die  Integration  einer  linearen 
Differentialgleichung  I**'  Ordnung  verlangt,  wodurch  dieser  Rück- 
gang weniger  vorteilhaft  wird,  als  der  directe  Gang.  Wird  nun 
irgend  eine  von  dieser  Reihe  von  Gleichungen  integrabel,  so 
werden  es  auch  die  anderen. 

Als   erstes   Beispiel    für   die  Methode   wird    die   Eulersche 
Gleichung: 

wo 

ist,  genommen. 

Hier  wird  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Formel 

PJx)  =  -— i— DXx^-^]\ 

^  "^         2"  .  1  .  2  .  5  . . .  «        ^  ^' 

welche  man  dem  Rodrigues  und  Ivory  zuzuschreiben  pflegt,  schon 
als  ein  particuläres  Integral  in  der  Euler'schen  Formel: 

P,(x)  =  &D-(x'^\) 

enthalten  ist.  Vergleicht  man  die  Euler'sche  Methode  mit  der  von 
Lionville  (Methode  der  Integration  durch  Differentiiren  mit  belie- 
bigem Ordnungsindex),  so  findet  man,  dass,  obschon  sie  für  die 
Ton  Euler  betrachteten  Gleichungen  in  der  von  Lionville  enthalten 
zu  sein  scheint,  ihr  doch,  da  sie  auch  auf  lineare  Differential- 
gleichungen überhaupt  ausdehnbar  ist,  eine  selbständige  Bedeu- 
tung zuzuschreiben  ist.  Nach  dem  erwähnten  Beispiele  folgen 
noch  vier  andere.  Ty. 


H.  PoiKCARE.     Sur  les  fonctions  fuchsiennes.   0.  R.  xciv. 

163-166,  1038-1040,  1166-1167. 

Die  erste  Note  enthält  die  Angabe  einer  neuen  Methode, 
eine  gegebene  Fuchs^sche  Function  durch  Theta-Fuchs'sche  Reihen 
aaszodrttcken.  Dieselbe  wird  an  der  besondem  Function  aus- 
einandergesetzt, die  sich  ergiebt,  wenn  man  x  als  Function  des 
Quotienten  zweier  Integrale  der  Gleichung 
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dx"^       ^    {x—a^y  . . .  (x^anf 

betrachtet,  wo  q>{x)  ein  Polynom  vom  Grade  "211—2  bedeutet, 
und  die  Integrale  die  Beschaffenheit  haben,  dass  sie  in  der  Um- 
gebung der  singulären  Punkte  aj,...,a„,  oc  regulär  sind. 

In  der  2**'"!Note  teilt  der  Verfasser  im  Zusammenhange  mit 
seinen  früheren  darauf  bezüglichen  Untersuchungen,  über  die  in 
diesem  Jahrbuch  berichtet  ist,  (vgl.  l\  d.  M.  XIII.  1881.  p.  247  ff.) 
einige  neue  Resultate  mit  betreffs  der  Darstellung  der  Integrale 
einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  von  der  Form: 
rf**©  d^~^f>  de 

worin  P^,  P^, . . . ^  Pn^2  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind, 
zwischen  denen  eine  algebraische  Beziehung  f(x,  y)  =  0  besteht. 
Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  werden  in  solche 
erster  und  zweiter  Kategorie  geschieden,  je  nachdem  die  zuge- 
hörige determinirende  Gleichung  lauter  rationale  Wurzeln  hat 
oder  nicht.  Es  giebt  im  Allgemeinen  zwei  Fuchs'sche  Functionen 
F(z)  und  F,(ä),  die  nur  im  Innern  des  Fundamentalkreises  existiren 
und  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  x  =  l^s),  y  =  F,(ä)  der 
genannten  algebraischen  Relation  genügen,  dass  ferner  der  Punkt 
(x,  y)  durch  keinen  singulären  Punkt  der  2^*°  Kategorie  geht,  so 
lange  z  innerhalb  des  Fundamentalkreises  verbleibt,  und  dass 
endlich,  wenn  (x,  y)  durch  einen  singulären  Punkt  der  ersten 
Kategorie  geht,  die  n—\  ersten  Ableitungen  von  F(zi)  und  F^(5) 
verschwinden.  Die  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  Zeta- 
Fuchs*8che  Functionen  von  z.  Für  den  besonderen  Fall,  dass 
die  Differentialgleichung  gar  keine  singulären  Punkte  hat  und 
f(x,  y)  =  0  vom  Geschlechte  p  ist,  werden  zwei  Formen  angege- 
ben, auf  welche  das  den  erwähnten  Fuchs'schen  Functionen  ent- 
sprechende Polynom  zurückgeführt  werden  kann.  In  jeder  dieser 
Formen  hat  das  Polygon  Seiten,  die  Ecken  bilden  einen  Gyclus; 
und  die  Summe  der  Winkel  ist  2n.  Ist  p  =  1,  so  reduciren  sich 
F  und  F,  auf  doppelt  periodische  Functionen.  Lässt  die  Differen- 
tialgleichung algebraische  Integrale  zu,  so  reduciren  sich  die 
Zeta-Fuchs'schen  Functionen,  durch  welche  die  Integrale  v  im  All- 
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gemeinen  dargestellt  werden,  auf  Fuchs'sche  Panctionen  von  der- 
selben Gruppe  mit  x,  die  daher  nach  einem  bekannten  Satze  mit 
X  durch  algebraische  Relationen  verbunden  sind.  Mit  Bezug- 
nahme auf  eine  am  Schluss  dieser  Note  gemachte  Bemerkung, 
dass  man  x  und  y  auch  durch  Fuchs' sehe  Functionen,  die  in  der 
ganzen  ;&-Ebene  existiren,  ausdrucken  könne,  wird  in  der  letzten 
Note  eine  entsprechende  discontinuirliche  Gruppe  von  Substitu- 
tionen durch  ein  Polygon  von  2n-f  1  Seiten  in  der  s-Ebene  be- 
stimmt. 2it  Seiten  desselben  bestehen  aus  Kreisbogen,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  reellen  Axe  liegen ,  und  eine  Seite  ist  ein 
Segment  dieser  Axe  selbst.  Die  2n  Kreisbogen  sind  einander 
derart  paarweise  conjugirt,  dass  es  eine  lineare  Substitution  mit 
reellen  CoefGcienten  giebt,  durch  die  der  eine  Bogen  in  den 
eonjugirten  tibergeführt  wird.  Die  Combination  dieser  n  Substi- 
tationen  ergiebt  eine  discontinuirliche  Gruppe,  welche  zur  Ent- 
stehung einer  unendlichen  Anzahl  Fucbs'scher  Functionen  mit 
folgenden  Eigenschaften  führt:  1)  Sie  sind  sämmtlich  rationale 
FuDctionen  einer  derselben,  F(^z);  2)  sie  existiren  in  der  ganzen 
Aasdehnung  der  s-Ebene,  ihre  wesentlich  singulären  Punkte  sind 
igolirt  in  unendlicher  Anzahl  und  liegen  alle  auf  der  reellen  Axe. 

Setzt  man  x  =  jFI^ä),  y  =  |^F(5),  dann  ist  -.-4  =  y(aJ)y,  wog)(a:) 

rational  in  x  mit  reellen  Coefficienten  ist.  Die  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sind  an  Zahl  2n  und  paarweise  con- 
JQgirt  imaginär;  in  jedem  derselben  sind  die  Integrale  regulär 
aod  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden 
quadratischen  Gleichung  ist  ein  aliquoter  Teil  der  Einheit. 

Hr. 


P.  Appell.      Sur    une   classe  d'^quations  ditF^rentielles 
Unfaires  binömes  k  ooefficients  alg^briques.    G.  R.  xciv. 

202-205. 

Kurze  Inhaltsanzeige  einer  der  Akademie  überreichten  Ab- 
handlung, deren  Gegenstand  lineare  Differentialgleichungen  der 
2^ Ordnung  von  der  Form  sind: 

PottHbr.  <L  M«fh.  ZIV.  1.  ]^7 
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-^  ~  V'C^.  y)  2  =  0, 

wo  tp  eine  rationale  Function  bedeutet,  und  y  mit  x  durch  eine 
algebraische  Gleichung  vom  Grade  m  und  dem  Geschlechte  p 
verbunden  ist  Es  wird  darin  eine  Methode  angegeben,  durch 
welche  man  erkennen  kann,  ob  eine  solche  Gleichung  ein  In- 
tegral von  der  Form  »  =  ^J  ^^^'^^"^  hat,  wo  rp  eine  rationale 
Function  ist,  und  welche  das  Finden  dieses  Integrals  möglich 
macht,  wenn  es  existirt.    Ist  p  =:  0  oder  1,  dann  kann  man  die 

Gleichung  auf  die  Form  -tt  =  f(J)z  zurückführen,  wo  f(i)  im 
ersten  Falle  eine  rationale,  im  zweiten  eine  doppelt-periodische 

Function  von  t  ist.  Das  Integral  wird  hier  e*^  *" '  ,  wo  fa{t)  für 
p  =  0  rational  in  t  und  für  p  =  1  eine  doppelt-periodische  Func- 
tion mit  den  nämlichen  Perioden  wie  f(J)  ist,  vorausgesetzt;  dass 
die  ursprüngliche  Gleichung  ein  Integral  der  beschriebenen  Art 
zulässt.  Die  befolgte  Methode  lässt  sich  auch  auf  die  allgemei- 
nere Gleichung 

anwenden.  Schliesslich  bemerkt  der  Verfasser  betreffs  einer 
linearen  Differentialgleichung  beliebiger  Ordnung  mit  algebraischen 
Coefficienten,  dass,  wenn  p>l  ist,  die  Integration  derselben  auf 
die  eines  Systems  von  p  linearen  simultanen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen zurückgeführt  werden  kann,  deren  Coefficienten 
eindeutige  Functionen  von  p  unabhängigen  Variabein  mit  2p 
Gruppen  von  conjugirten  Perioden  sind.  Hr. 


E.  GouRSAT.   Sur  les  integrales  algöbriques  des  ^quations 

Unfaires.    Darb.  Bull.  (2)  VI.  120-124. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass,  wenn  das  allgemeine 
Integral  einer  Differentialgleichung  2^' Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten 

0)     ^'»-S-^»» 
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« 

algebraisch  ist,  zwischen  zweien  ihrer  Integrale  eine  algebraische 
Beziehong  mit  constanten  Coefficienten  besteht  Im  Vorliegenden 
wird  die  Umkehrung  des  Satzes  bewiesen:  Besteht  zwischen  zwei 
linear-nnabhängigen  Integralen  von  (1)  eine  algebraische  Be- 
ziehung, so  ist  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Func* 
tion  von  X.    Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  der  Ausdruck 

c^-^-  ^)- 

?on  X  unabhängig  ist.  In  diesem  Falle  lässt  sich  die  Integration 
der  Gleichung  auf  Quadraturen  zurückführen.  Die  angewandte 
Methode  zeigt  übrigens,  dass  man  jedes  Mal,  wenn  eine  Beziehung, 
sie  sei  algebraisch  oder  nicht,  zwischen  zwei  verschiedenen  Inte- 
gralen der  Gleichung  bekannt  ist,  das  allgemeine  Integral  durch 
blosse  Differentiationen  und  Eliminationen  erhalten  kann. 

Hr. 


Th.   Pepin.     Methode  pour  obtenir  las  integrales  alg^- 
biiques  des  ^quations  diffdrentielles  Unfaires  du  second 

ordre.    Rom.  Acc  P.  d.  N.  L.  XXXIV.  243-389. 

Die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  eine  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nur  algebraische  Inte- 
grale habe,  ist  bekanntlich  zuerst  von  Herrn  Fuchs  in  der  wichtigen 
in  Borchardt's  J.  LXXXI.  p.  97  (siehe  F.  d.  M.  VII.  1875.  172)  er- 
schienenen  Arbeit  zum  Abschluss  gebracht  worden.  Herr  Pepin, 
der  dieselbe  Aufgabe  früher  in  seiner  in  Tortolini's  Ann.  1863 
veröffentlichten  Abhandlung  gelöst  zu  haben  glaubte,  war  darin, 
wie  Herr  Fuchs  gelegentlich  einer  von  Herrn  Pepin  erhobenen 
Reklamation  nachwies,  zu  falschen  Resultaten  gelangt,  die  dieser 
sp&ter  in  Brioschi's  Ann.  1877  rectificirt  hat  (siehe  F.  d.  M.  VHI. 
1876.  p.  188,  X.  1878.  228).  In  der  vorliegenden  umfangreichen 
Abhandlang  nimmt  der  Verfasser  den  inzwischen  mehrfach  be- 
handelten Gegenstand  wieder  auf,  mit  dem  Bemerken,  dass  die 
bisherigen  Methoden  zur  Lösung  des  Problems,  die  er  tlbrigens 

17* 
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weder  nach  ihren  Urhebern    noch   sonst  näher  bezeichnet,    der 
Vervollkommnung  bedürfen,  um  praktisch  zu  sein. 

Die  Arbeit  besteht  aus  drei  Teilen.  Der  erste  enthält  zu- 
nächst allgemeine  Sätze  über  das  Verhalten  des  als  algebraisch 
vorausgesetzten  Integrals  der  Differentialgleichung  2^*'  Ordnung 
von  der  Form 

(1)         y"  =  Fy 
bei  verschiedenen  Umkreisungen  der  unabhängigen  Variabein  x. 
Dieser  Abschnitt  ist  abgesehen  von  der  Vereinfachung  im   Be- 
weisverfahren, eine  Reproduction  des  Inhalts  der  erwähnten  Ab- 
handlung von  1863,  aus  der  wir  folgende  Sätze  hervorheben: 

1.  Ein  Integral  y  von  (])  gehe  durch  einen  geschlossenen 
Umlauf  von  x  in  Oy  über,  dieses  durch  denselben  Umlauf  in 
d'y,  u.  s.  f.;  dann  besteht  zwischen  den  Gliedern  dieser  Reihe 
die  recurrente  Gleichung  ö"'^^//  — (Jö"'^^«/+Ö'"y  =  0,  wo  deine 
Constante  ist.  Genügen  der  Gleichung  (1)  die  Wurzeln  einer 
irreductiblen  Gleichung  vom  Grade  n,  dann  giebt  es  immer  einen 
Umlauf  von  x,  durch  welchen  die  eine  Wurzel  y  in  die  andere 
6y  übergeht.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Glieder  der  Reibe 
V)  Oy,  0'y ...  ist  in  diesem  Falle  stets  endlich  =  fi  und/u  ein  Teiler 
von  n.  Obige  Grösse  d  hat  den  Wert  ^+^"-^,  wo  q  einee  pri- 
mitive fi}^  Wurzel  der  Einheit  ist.  dy  ist  eine  rationale  Function 
von  w  und  y. 

2.  Steht  dy  mit  y  in  keinem   constanten  Verhältnis,   dann 

haben  die  beiden  Integrale  ^(y)  =  6y y,  rj{y)  =  Oy—gy  die 

Eigenschaft,  dass  durch  denselben  Umlauf  von  x,  bei  dem  y  in 
Oy  verändert  wird,  gleichzeitig  §  in  ^f  und  tj  in  ^-^j;  übergehen. 
Bezeichnet  man  $  mit  y,  97  mit  i//(y),  so  folgt  hieraus,  dass  man 
jedes  Integral  in  der  Form  ay'\-btp{y^  darstellen  kann,  wo  y  einer 
Gleichung  der  Form  F{yf^)  =  0  genügt,  in  der  alle  Exponenten 
von  y  Vielfache  von  fi  sind,  während  y)(y)  die  Form  y^~^f(y") 
hat.  Aus  weiteren  Bemerkungen  über  das  Verhalten  von  y  und 
1^)  bei  Umkreisungen  von  x,  die  von  der  betrachteten  verschie- 
den sind,  ergiebt  sich  ferner  der  Satz: 

3.  Ist  q>(y)  ein  Integral  von  (l),  das  weder  mit  y  noch  mit 
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^y)  eiD  constantes  Verhältnis    bat,    und   substituirt   man  fbr  y 

^^^  _  • 

alle  Wurzeln  der  Gleichung  F(yf)  =  0,  so  ist  die  Anzahl  der 
Werte  von  q>(j/)j  die  unter  einander  in  keiner  constanten  Beziehung 

stehen,  stets  ein  Vielfaches  von  -^  oder  ju,  je  nachdem  /w  grade 

oder  ungrade  ist. 

Ina  Folgenden  kommt  der  Verfasser  zum  eigentlichen  Gegen- 
stande dieses  Teils,  der  in  der  Ermittelung  der  oberen  Grenze 
fbr  den  Grad  der  irreductiblen  algebraischen  Integralgleichung 
von  (1)  und  der  Aufstellung  der  reducirten  Wurzelsysteme  der 
letzteren  besteht,  eine  Aufgabe,  für  welche  die  frühere  Methode 
des  Verfassers  sich  als  unzulänglich  erwiesen  hatte.  Die  Lösung 
dieses  Problems  wird  im  Wesentlichen  nach  den  Principien  und 
Methoden,  die  Herr  Fuchs  in  der  erwähnten  Arbeit,  sowie  in  einer 
Dachfolgenden  ergänzenden  Abhandlung  in  Borchardt's  Journal 
LXXXV.  (F.  d.  M.  X.  1878.  p.  228)  entwickelt  hat,  durchgeflihrt. 
Eine  Erwähnung  des  Herrn  Fuchs  findet  man  dem  ungeachtet 
weder  in  der  Einleitung,  noch  bei  den  wichtigeren  Resultaten, 
sondern  in  der  ganzen  Arbeit  nur  einmal  gelegentlich  (p.  263), 
wo  für  „die  Bezeichnung"  des  reducirten  Wurzelsystems  auf 
Herrn  Fnchs  verwiesen  wird.  Aber  ebenso  verdankt  ihm  der 
Verfasser  die  EinfUhrung  des  Products  der  reducirten  Wurzeln, 
welches  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  x  ist,  in  der 
Form  einer  ganzen  homogenen  Function  (von  Fuchs  „Primform"  ge- 
nannt) derjenigen  beiden  Fundamentalintegrale,  die  oben  mit  y 
und  ^{y)  bezeichnet  sind,  desgl.  die  Anwendung  der  Hesse'schen 
Covariante  H  der  Primform  und  der  Hesse'schen  Covariante  von 
H  zur  Bestimmung  des  niedersten  Grades  einer  Primform.  In 
der  Sache  ist  nur  zu  bedauern,  dass  der  Verfasser  die  zweite 
Pachs'scbe  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand,  welche  die 
Orientirang  über  die  Gesammtheit  der  möglichen  Primformen  so 
erheblich  erleichtert,  nicht  ausgiebig  genug  benutzt  hat.  Er  würde 
zo  den  Resultaten,  die  die  Bestimmung  der  einzig  möglichen 
Typen  der  irreductiblen  algebraischen  Integralgleichungen,  sowie 
die  Herstellung  der  verschiedenen  zweckdienlichen  Typen  be- 
treffen, auf  bequemerem  und  kürzerem  Wege  gelangt  sein. 
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Der  zweite  Teil  eothält  die  Auseioandersetzang  einer  prak- 
tiseben  Methode,  die  algebraischen  Lösungen,  wenn  sie  existiren, 
wirklich  aufzustellen.  Er  zeichnet  sich  durch  eine  eingehende 
Behandlung  des  Gegenstandes  aus,  in  der  alle  notwendigen 
Rechnungen  bis  zu  Ende  geillhrt  werden,  um  zunächst  die 
zur  Existenz  algebraischer  Lösungen  notwendigen  Bedingun- 
gen für  P  zu  erhalten,  und,  falls  diese  erfüllt  sind,  die  Coeffi- 
cienten  der  algebraischen  Gleichung  zu  bestimmen.  In  allen 
Fällen  dienen  ausgeführte  Beispiele  dazu,  die  angewandte  Me- 
thode zu  erläutern.  Dieselbe  stimmt  mit  der  von  Herrn  Fuchs 
in  seiner  zweiten  Abhandlung  gegebenen  darin  überein,  dass  die 
Lösung  der  Aufgabe  von  der  Bestimmung  zweier  rationalen  Func- 
tionen von  X  abhängig  gemacht  wird,  weicht  aber  in  dem  Wege 
hierzu  gänzlich  ab.  Der  Verfasser  bildet  nämlich  zunächst  die 
„resolvirende"  Gleichung,  der  das  Product  u  =  y .  tp(y)  genügt. 
Zu  dem  Ende  werden  zwei  solche  von  einander  verschiedene 
aus  Primformen  zusammengesetzte  binäre  Formen,  f(y,  tp(y))  =  p 
und  F(y,  t^(y))  =  g,  ausgewählt,  die  rationale  Functionen  von  x 
sind.  Bedienen  wir  uns  der  Kürze  wegen  der  Fuchs'schen  Be- 
zeichnungen in  der  zweiten  Abhandlung,  so  lauten  diese  Formen 
in  den  drei  allein  in  Betracht  kommenden  Fällen:  iV  =  4,  L  =  6; 
iV  =  6,  L  =  8;  ^  =  12,  L  =  10  (iV  der  niedrigste  Grad-  einer 
Primform,  L  der  Index  des  zugehörigen  Wurzelsystems)  resp. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  Ky^yKy))  =  P>  '^(y»  VC^))  =  ^  ®^' 
hält  man  dann  in  derselben  Reihenfolge  die  nachstehenden  Glei- 
chungen in  u: 

u*+pu-q  =  0,  «•— ptt*+g  =  0,  tt^'-f  lO^tt'— pw'+ög*  =  0. 

Ist  u  bekannt,  so  erhält  man  y  und  tp(y)  durch  ti,  p,  9  alge- 
braisch, und  zwar  explicite  in  Wurzelgrössen  ausgedrückt.  Die 
Frage  ist  also  auf  die  Bestimmung  der  rationalen  Functionen 
p  und  q  zurückgeführt.  Hierzu  gelangt  man,  indem  man  in  der 
aus  (l)  herleitbaren  Differentialgleichung  für  u: 


2- 


rf'logw 


G 


dx' 


+  (ügü)*  +  il  =  4P     (ccoDBtant) 
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f&r  die  Differeotialquotienten  von  u  vermöge  der  algebraiBchen 
Gleicbangen  ihre  Aasdrücke  durch  u  substituirt.  Der  Umstand, 
dass  die  resultirende  algebraische  Gleichung  für  u  die  ursprüng- 
liche irredactible  Gleichung  als  Factor  enthalten  muss,  ergiebt 
eine  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen,  die  p,  q  und  deren  Ab- 
leitungen enthalten  und  durch  passende  Umformungen  in  allen 
Fällen  auf  die  einzige  Bedingung  zurückgeführt  werden,  dass 
einer  nicht  linearen  Üifferentialgleichung  3^^''  Ordnung  durch  eine 
rationale  Function  genügt  werde.  Mit  dieser  Function  stehen 
p  und  q  in  einfacher  Verbindung. 

Von  der  entwickelten  Methode  wird  im  3^°  Teile  eine  inter- 
essante Anwendung  auf  die  Untersuchung  der  algebraischen 
Fnnctionen  gemacht,  deren  Entwickelang  durch  eine  hypergeo- 
metriscbe  Reihe  gegeben  ist.  Die  Resultate  stimmen  mit  den  von 
Herrn  Schwarz  (Borchardt's  J.  LXXV.  292,  s.  F.  d.  M.  V.  1873.  249) 
aaf  gänzlich  verschiedenem  Wege  gefundenen  überein.        Hr. 


E.  PiCARD.     Sur  les  formes  des  integrales  de  certaines 
^uations  diflKrentielles  Unfaires.    C.  E.  xciv.  418-421. 

Die  betrachteten  Differentialgleichungen  sind  von  der  Form : 

^^)         "^^  "^  ^  ^''^^^  ^^  1^  +  ^^^""^  y^"  =  ^' 

wo  y  =  x^  (^  eine  beliebige  Constante)  und  F  und  F,  Func- 
tionen von  X  und  y  bezeichnen,  die  in  der  Umgebung  von  x^O 
und  ffSLr  jeden  Wert  von  y  eindeutig  und  stetig  sind.  Es  handelt 
sieh  um  die  Ermittelung  der  Form  der  Integrale  von  (1)  in  der 
Umgebung  von  x  =  0.  Die  angewandte  Methode  besteht  darin, 
ftr  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  (1)  ein  passendes  System 
partieller  Differentialgleichungen  zu  substituiren.  In  der  Voraus- 
setzung, dassfi— ]  nicht  eine  reelle  negative  Grösse  ist,  und  dass 
F[OJS)  nicht  auf  die  Form  «+m(fi— 1)  {n  und  m  ganze  positive 
Zahlen)  gebracht  werden  kann,  lautet  die  gesuchte  Form  der 
Integrale: 
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WO  g^  and  q^  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichang 

^(^-0+^no,o)+F,((),0)  =  0 

sind,  und  P,(a:,  y),  P»(a?,  y)  Functionen  bedeuten,  die  in  der  Um- 
gebung von  X  =  0  und  für  jeden  Wert  von  y  eindeutig  und 
stetig  sind.  Hr. 


G.  Darboux.     Sur  une  proposition  relative  aux  ^quations 
Unfaires.   0.  R.  xciv.  1456-1459. 

Kann  man  die  Gleichung 

y"  +  Py'  -f  ((?-mß)y  =  o 

für  einen  beliebigen  Wert   des   Parameters   m   integriren,    und 

ist  @  ein  Integral  der  Gleichung 

0"  +  P&'  +  0©  =  0, 

so  wird  die  Function 

.      & 


u  = 


y--Qy 


,„[-..-0,/Ä^(^)+0^«^(^)]  =  O 


ein  Integral  der  Gleichung 

sein.  Dass  man  durch  diesen  Satz  zu  einer  unbegrenzten  Zahl 
von  Gleichungen  gelangen  kann,  die  den  Parameter  in  der  näm- 
lichen Weise  enthalten  und  für  alle  Werte  des  Parameters  in- 
tegrirbar  sind,  ergiebt  sich  aus  dem  Beispiel  y*'  =  my.  Durch 
die  Anwendung  von  0  =  x  als  Lösung  von  @"  =  0  erhält  man 
die  Gleichung 

1  2 
aus  dieser  wieder,  indem  man  die  Lösung  Q  =  x*  von©"  =  — ^-  Ö 

wählt: 

y"  =  (-^  +  m)y,  u.  s.  f. 

Hr. 
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F.  Brioschi.     Sulla  origine  di  talune  equazioiii  differen- 
ziali   lineari.    Rom.  Acc.  L.  (3)  vi.  42-47. 

Aus  der  lioearen  DiffereDtialgleichung  2^"^  Ordnung 

»"  +  py'  +  W  =  0 

werden  lineare  Gleichungen  höherer  Ordnung  abgeleitet,  indem 
eiDe  neue  Variable  2,  deren  Beziehung  zu  x  durch  eine  Gleichung 
gegeben  ist,  eingeführt  wird.    Setzt  man  nun 

differentiirt  diese  Gleichungen  mehrmals  nach  x  und  combinirt 
in  passender  Weise  die  Resultate,  so  gelangt  man  zu  linearen 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  in  z,  von  denen  der 
Verfasser  folgende  zwei  aufstellt: 

(1)        *'"  +  3pa"  +  (p'+2p"  +  /og)Ä'+U?'+2pg)Ä  =  0, 


(2) 


^iv^.  6K"  +  (4p' +  llp« +  /,(/)«" 
4-  [P"  +  7pp'  +  6p'  +  /o P7  +  /,  (9'  +  2pq)]  ä' 
l  +  h  [(9'  +  2pqy  +  3p(q'  +  2p?)J  ä  +  h  Q'^  =  0, 


in  denen  die  /  numerische  Coefficienten  bedeuten,  unter  der  An- 
nahme, dass  zwischen  (p(A)  und  xfj^z)  folgende  Relationen  be- 
stehen: 

ftr    (1)        6(i5)+/,iK«)+^»«W  =  0, 
wo 

c(*)  =  6'(a)+36(s)a(a),  a(z)  =  y/(i)+2tp{z)a{z), 

ß{z)  =  a'(«)+3a(Ä)a(Ä). 

Für  /^  i=  4,  /,  =  2  stellt  1)  die  Gleichung  dar,  der  das  Product 
zweier  Fundamentalintegrale  der  ursprünglichen  Gleichung  genügt ; 
ftrij  =  10,  /,  =  10,  /j  =  3,  /,  =  9  wird  2)  durch  eine  cubische 
Form  der  Fnndamentalintegrale  der  ursprünglichen  Gleichung 
befriedigt.  Die  Resultate  werden  dazu  angewandt,  um  die  linearen 
Differentialgleichungen  abzuleiten,  denen  bei  den  Transformationen 
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5*w  und  7*"  Ordnung  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
die  transformirten  Moduln  als  Functionen  der  ursprünglichen 
genügen.  Die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  2^'  Ordnung  ist  in 
beiden  Fällen  eine  hypergeometrische.  Hr. 


D.  Besso.       Di    alcune   proprietk   deir  eqiiazione   diflFe- 
renziale  lineare,  non  omogenea  del  second'  ordine. 

Rom  ,  Acc.  L.  Mem    XIY. 

Casorati  e  BuLTRAMi.     Relazione.    Rom.,  Acc.  L.  (3)  VI.  226. 

Das  Product  von  m   particulären  Lösungen   einer   linearen 
vollständigen  Differentialgleichung  2^'^Ordnung  genügt  einer  linearen 

vollständigen  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  — ^  ^      ^  ; 

die  m  Lösungen  selbst  sind  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
TO**"  Grades,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  derer  der 
gegebenen  Differentialgleichung,  des  Productes  der  m  Lösungen 
und  der  Ableitungen  aller  vorbenannten  Grössen  sind.  Ist  m  =  2, 
so  ist  jedes  Integral  der  Differentialgleichung  ö^®'^  Ordnung  fttr 
das  Product  zweier  Lösungen  der  gegebenen  Differentialgleichung 
eine  ganze  homogene  Function  2^°  Grades  von  drei  particulären 
Lösungen  der  letzteren,  mit  constanten  Coefficienten,  deren  Summe 
gleich  1  ist,  und  umgekehrt  genügt  jede  so  beschaffene  quadra- 
tische  Form  von  drei  particulären  Lösungen  der  Differentialglei- 
chung 2**'  Ordnung  der  Differentialgleichung  ö*®'  Ordnung  für  das 
Product  zweier  Lösungen  der  ersteren.  Hr. 


D.  Besso.  Di  alcune  proprietk  delF  equazione  dififeren- 
ziale  lineare  omogenea  del  second'  ordine  e  di  alcune 
equazioni  algebriche.     Rom.  Acc.  L.  Mem.  XIV. 

Casorati  e  Beltrami.  Relazione.  Rom.  Acc.  L.  (3)  vi.  220. 

Bedeutet  z  das  Product  von  m  particulären  Lösungen  y,;...,^« 
der  Differentialgleichung  y"  +  py'  +  gy  =  0  und  Sm,n  die  Summe 
der  Producte  von  m—n  der  y  mit  den  ersten  Differentialquotien- 
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ten  der  übrigen  n,  so  bestimmen  sieh  die  S  successive  durch  die 
recorrente  Formel 

in  Verbindung  mit  den  Anfangsgleichungen  S^  o  =  ä,  Sm,  i  =  »'• 
Hieraus  erhellt,  dass  S«,«  von  der  Form 

ist,  worin  die  a  rationale  Functionen  von  p,  q  und  ihren  Ablei- 
tnogen  bedeuten,  z  selbst  genügt  der  Differentialgleichung 
»+!*•' Ordnung: 

Die  logarithmischen  Ableitungen  — ,  •  • ,  -—   sind  Wurzeln  der 

yi         y«» 

Gleichung  m^*' Grades 

Unter  den  hiervon  gemachten  Anwendungen  heben  wir  folgende 
hervor.  Eis  wird  vorausgesetzt,  dass  p  =  0,  und  die  Summe  der 
«^  Potenzen  zweier  particulärer  Lösungen  yl*  +  y^*  constant  sei. 
Alsdann  erhält  man  ftir  y^,  y^  die  Werte 


worin  a  eine  willkürliche  Constante  und  q  =  ^"-^  gesetzt  ist. 
Andererseits  kann  man  y7+y?  in  der  Form  eines  Products  der 
n  Particularlösungen 

darstellen,  worin  die  «  die  «i*«"  Wurzeln  von  —  1  sind.  Die 
Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung  (1)  sind  demnach 

s  _  y\ '  ^ry\ 
yi-^ry^ 

also  vermöge  der  bekannten  Ausdrücke  für  y^  und  y,  angebbar. 
Femer  ist  in  den  betrachteten  Fällen  S^ «  =  1 ,  S^,  i  =  0. 
Die  anderen  Goefficienten  der  Gleichung  (!)  lassen  sich  durch 
^M,2)  Sm,3  rational  ausdrücken.  Da  die  ir  sich  durch  eben 
diese  Grössen  als  Wurzelfunctionen  darstellen  lassen,  so  ist  auf 
diese  Weise  eine  Klasse  von  algebraischen  Gleichungen  fii*^°  Grades 
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cbarakterisirt,  in  denen  zwei  Coefficienten  willkürlich  bleiben, 
welche  durch  Warzelgrössen  auflösbar  sind.  Der  Umstand,  dass 
jede  binäre  Form  m'«"  Grades  in  die  Summe  der  m***»  Potenzen 
von  n  linearen  binären  Formen  transformirt  werden  kann,  wenn 
2n^m+l,  führt  den  Verfasser  auch  auf  die  Betrachtung  der 
Eigenschaften  solcher  Summen,  deren  Wiedergabe  wir  uns  hier 
versagen  mUssen.  Hr. 


D.  Besso.  Sul  prodotto  di  piü  soluzioni  particolari  d'un 
equazione  diflferenziale  lineare  omogenea  e  special- 
mente  dell'  equazione  differenziale  del  terz'  ordine. 

Rom.,  Acc.  L.  Mem.  XIV. 

Casorati  e  Beltrami.     Relazione.    Rom.,  Acc.  L.  (3)  vi.  226. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers, 
(Mem.  B*  Acc.  L.  X.)  die  sich  auf  das  Product  von  m  particulären 
Lösungen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  n^"^  Ord- 
nung bezieht,  werden  ausser  einigen  allgemeinen  Bemerkungen 
über  die  dort  aufgestellten  Sätze  einige  Eigenschaften  der  Diffe- 
rentialgleichung 3'®'  Ordnung 

(1)       y'''+py''+qy'+ry  =  0 

entwickelt,  die  das  Product  y^y^  ^  ^  zweier  Particularlösungen 
betreffen,  z  genügt  einer  linearen  homogenen  Differentialglei- 
chung 6^®"^  Ordnung.  Die  logarithmischen  Ableitungen  von  y^  und 
y^  sind  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  2*®°  Grades,  deren 
Coefficienten  rational  durch  ss,  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung und  ihre  Derivirten  sich  ausdrücken  lassen.  Die  Bedingung 
dafür,  dass  zwischen  drei  linear  unabhängigen  Integralen,  von  (1) 
eine  ganze  homogene  Function  2^°  Grades  mit  constanten  Coeffi- 
cienten besteht,  wird  durch  die  Gleichung 

4p'+18/?p'-f9p"-279'-f54r  =  0 

gegeben  Jede  Lösung  von  (I)  ist  dann  das  Product  von  zwei 
particulären  Lösungen  einer  Differentialgleichung  2^*^  Ordnung 
mit  Coefficienten,  die  rational  aus  p,  g,  r  und  ihren  ersten  Ablei- 
tungen  zusammengesetzt  sind.     ( Vergl.  die  p.  242  besprochene 
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Arbeit  des  Herrn  Fuchs).  In  dem  speciellen  Falle,  dass  p  =  0, 
9  =  0  und  über  r  so  verfügt  wird,  dass  das  Produet  constant 
wird,  lässt  sich  das  allgemeine  Integral  durch  Wurzelgrössen 
ausdrücken.  Hr. 


D.  Besso.     Sopra  una  classe  d'equazioni  del  sesto  grado 
resolubili  per  serie  ipergeometriche.     Rom.  acc.  l.  Mem. 

XIV. 
Gasorati  e  Bkltrami.     Relazione.     Rom.  Acc.  L.  (3)  Vi.  226. 

Die  Resultate  der  im  Vorhergehenden  besprochenen  Arbeit 
werden  durch  die  Annahme  m  =  6  specialisirt.    Ist 

eine  Differentialgleichung  von  der  Eigenschaft,  dass  das  Produet 
von  sechs  ihrer  particutären  Integrale  constant  ist,  dann  lautet 
die  Gleichung,  welche  die  logarithmischen  Ableitungen  dieser 
Lösungen  zu  Wurzeln  hat: 

Die  Differentialgleichung  kann  in  dem  betrachteten  Falle  mit- 
telst einfacher  Substitutionen  in  eine  hypergeometrische  trans- 
formirt  werden,  und  die  Wurzeln  tr  werden  durch  die  Formel 
gegeben: 


Vö 


Cr?>,(l)f9',(5)     ' 


vorin  die  g>  und  ihre   ersten  Ableitungen   mittelst  bypergeome- 
trischer  Reihen  sich  ausdrücken: 

Ca  oj  I 

Cr  = 


4jUrC08 


24 

and  wo  die  (ir  die  Wurzeln  der  Gleichung 
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sind.  BemerkeDSwert  hierbei  ist  die  Methode  der  Bestimmung 
der  Gonstanten  Cr,  zu  der  die  Ermittelung  der  Grenzwerte  der  tp 
für  ^  =  0  und  §  =  1  notwendig  ist.  Hr. 


Beltrami  e  Razzaboni.  Sopra  la  memoria  del  prof. 
D.  Besso  intitolata:  Alcune  proposizioni  sulle  equa- 
zioni  differenziali  lineari.    Rom.,  Acc.  L.  (3)  vi.  12. 


J.  C.  Malet.  On  a  class  of  invariants.    Phil.  Trane.  CLXXHi. 

751-756. 

Der  Verfasser  betrachtet  zwei  Klassen  von  Invarianten  einer 
Diflferentialgleichung ,  nämlich  — ^+2P, --^  ^P^y  =  0.      Man 

hat  erstens,  entsprechend  einem  Wechsel  der  abhängigen  Variabein 

dP 
y,  eine  Invariante  P^—P] -r^  s  d.  h.,  schreibt  man  »(x)  für  y, 

so  ist  die  in  /&  transformirte  Gleichung 

d^z  dz 

WO  die  Functionen  Q^  und  Q,  so  beschaffen  sind;  dass  identisch 

/)  Cl'i __       ^1    p  pa *i 

^»     ^>        dx    ~    *     ^'        dx'  • 
Zweitens  hat  man  entsprechend  dem  Wechsel  der  unabhängigen 

Q 

Variabein  eine  Invariante  P,    ^  \d^  "^  ^^i  ^O'  ^*'^''  ^^'^^^''^^  ^^^ 
g>(t)  für  X,  so  ist  die  transformirte  Gleichung 

Dann   sind  Q^   und  Q,  solche  Functionen,    dass  die    identische 
Gleichung 

gilt  Cly.  (0.). 
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A.  H.  CuRTis,  R.  Rawson.    Solations  of  a  question  (6780). 

£<L  Times  XXXVL  68-70. 

Boole  hat  bewiesen,  dass  die  Gleichung 

(Boole  Diff.  Equ.  p.  459)   in    endlicher  Form    integrirt   werden 
kann,  wo  Q  ein  Function  von  x  ist.    Hier  wird  das  erweitert  auf: 

wo  Ä  constant,  (2p+l)  m=  —4p,  p  eine  ganze  Zahl  ist. 

0. 


E.  PpANNENSTiBL.      ßidrag   tili    de    liniära   differential- 
eqvationernas  teori.    Göteborg  Handl.  1B82.  i-50. 

Diese  Abhandlung  ist  hauptsächlich  einer  Untersuchung  der 

Differentialgleichung 

(i'y  _     £krsf 
dx'  ""  (x*-ay  ^ 

fewidmety  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Inte- 
eral  von  der  Form 

ist.  Besonders  werden  die  Speciallfälle  v  =  2  und  v  =  4  be- 
handelt Der  Verfasser  referirt  auch  ttber  die  Methode,  die  Herr 
Holmgren  angegeben  hat,  um  die  Differentialgleichung 

(a,+a,x+a,x')  0  +  {b.+b,x)-^  +c,y  =  0 

zu  integriren  (siehe:  Svenska  Vetenskapsakademiens  Handlingar 
Band  5  und  7),  und  wendet  diese  Methode  an,  um  die  Glei- 
chungen zu  transformiren.  Schliesslich  fügt  der  Verfasser  noch 
einiges  hinzu  ttber  die  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
die  ein  Integral  von  der  Form 

zulassen.     Referent  kann  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  ihm  die 
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Methode  des  Verfassers  wenig  fruchtbar  scheint,  und  dass  die 
Darstellung  keine  leicht  übersichtliche  ist,  wozu  noch  kommt,  dass 
die  typographische  Ausstattung,  was  die  Formeln  betrifft,  sehr 
schlecht  ist.  £. 


R.  Rawson.     Note  on  a  trausformation  of  Riccati's  equa« 

tion.     Mess.  (2)  XII.  34-36 

Lösung  der  Differentialgleichung 


dx' 
wo 


-(-"•+^^)., 


~        2p±l  '' 


Glr.  (0.). 


J.  W.  L.  Glaisher.    On  Riccati's  equation  and  its  trans- 
formation,  and  on  some  defiuite  integrals  which  satisfy 

them,    Phil.  Trans.  CLXXII,  759-828. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  hauptsächlich  auf  die  Terschiedenen 
Formen  der  particulären  Integrale  der  Differentialgleichung 

(^)         -rf?--""-  x^ "' 

und  auf  die  Auswertung  gewisser  bestimmter  Integrale,  welche  mit 
ihr  in  Verbindung  stehen.     Die  betreffenden  Formen  sind: 

.  rf'o        n—V    dt         ,         - 

(4)         -^  -  a'Ä^^-^r  =  0, 

welche  letztere  als  die  Normalform  der  Riccati^schen  Gleichung 
betrachtet  werden  kann.  Die  Gleichungen  lassen  eine  Integration 
in  endlicher  Form  zu,  wenn  p  eine  ganze  Zahl,  n  eine  ungrade 
ganze  Zahl   und  fp   der   reciproke  Wert  einer  ungraden  ganzen 
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Zahl.  Die  Arbeit  zerfällt  in  acht  Teile.  Im  ersten  Abschnitt 
werden  sechs  particuläre  Integrale  der  Gleichung  (1)  hergeleitet 
ood  die  Beziehungen  zwischen  ihnen  geprüft.  Wenn  p  keine  ganze 
Zahl,  so  dehnt  sich  jedes  derselben  in's  Unendliche  aus,  im  an- 
deren Fall  sind  zwei  der  Reihen  begrenzt.  Es  giebt  dann  aber 
zwei  particuläre  Integrale,  deren  jedes  eine  endliche  Zahl  von 
Gliedern  hat.  Sie  entstehen  dadurch,  dass  die  Zähler  den  Coef- 
fieienten  Null  als  Factor  enthalten.  Wenn  die  Reihe  fortgesetzt 
wird,  treten  Factoren  Null  in  die  Nenner,  und  die  Reihe  muss 
dann  als  wieder  beginnend  und  in's  Unendliche  sich  erstreckend 
betrachtet  werden.  Jedenfalls  aber  genUgt  der  endliche  Teil  der 
Differentialgleichung.  Es  ist  daher  naturgemäss,  sich  mit  der 
Betrachtung  dieses  Teiles  zu  begnügen. 

Der  zweite  Teil  enthält  eine  neue  Form  der  Lösung  in  (1) 
fhr  den  Fall,  dass  p  eine  ganze  Zahl  ist.  Ist  p  =  t  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  genügt  der  Gleichung  der  Coefficient  von  h'^^  in 

der  Entwickelnng  von  6«*^**+**  nach  steigenden  Potenzen  von  ä. 
Der  dritte  Teil  enthält  die  sechs  particulären  Integrale  von 
(3)  und  (4),  die  denen  von  (1)  entsprechen.  Der  vierte  Ab- 
sehnitt  bezieht  sich  auf  die  speciellen  Fälle,  in  denen  die  Glei- 
chungen eine  Integration  in  endlicher  Form  zulassen.  Wenn  eine 
Differentialgleichung  durch  eine  unendliche  Reihe  befriedigt  wird, 
und  wenn  die  Reihe  für  gewisse  Werte  einer  in  ihr  enthaltenen 
Grösse  endet,  dann  kann  das  Integral  in  verschiedener  Form 
dargestellt  werden,  indem  man  die  endliche  Reihe  am  andern 
Ende  anfängt,  und  die  Glieder  in  umgekehrter  Ordnung  schreibt. 
Der  fünfte  Abschnitt  enthält  die  Auswertung  der  bestimmten 
Integrale 

/*  -x"»-a>aj-"»  .         /**      cos  6a; 

WO  m  eine  reelle  und  n  eine  positive  Grösse  ist,  und  zwar  wenn  m 

2t+l 
von  der  Form      ~.   und  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Die  allge- 
meinen Formeln  möchten  wohl  neu  sein.     Die  Integrale  genügen 
Differentialgleichungen  der  Form  (4)  und  (1),  so  dass  ihre  Werte  mit 

Fortachr.  d.  fiUth.  XIV.  1.  \^ 
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den  in  Abschnitt  (1)  und  (8)  erhaltenen  Lösungen  dieser  Gleicbang 
in  Verbindung  stehen  müssen.  Der  sechste  und  längste  Abschnitt 
der  Abhandlung  bezieht  sich  auf  die  zahlreichen  symbolischen 
Lösungen  der  Gleichung  (1)  und  ihrer  Transformationen  (8)  und  (4) 
in  den  Fällen,  in  denen  sie  in  endlicher  Form  integrabel  sind. 
Eine  grosse  Zahl  der  von  Ellis,  Boole,  Lesbesgue,  Hargreave, 
Williamson,  Donkin,  Gaskin  u.A.  gegebenen  symbolischen  Lösungen 
wird  erwähnt  und  mit  einander  verglichen.  Der  siebente  Ab- 
schnitt betrifft  den  Zusammenhang  der  hier  gegebenen  Besultate 
mit  den  Formeln  der  Bessel'schen  Functionen,  indem  die  Besserscbe 
Gleichung 

sich  durch  einfache  Substitutionen  aus  (1)  ableiten  lässt. 

Der  Sehlussteil  enthält  eine  Liste  von  Schriften,  deren  In- 
halt mit  der  Arbeit  in  Zusammenhang  steht 

Cly.  (0.). 


A.  E.  Steinthal.     On  the  Solution  of  the  equation 

Quart.  J.  XVIII.  330-346. 

Die  Lösung  der  bekannten  Gleichung  für  die  Legendre'schen 
Functionen  geschieht  hier  durch  bestimmte  Integrale.  Wählt  man 
die  Substitution 


«  =  /" 


"TT*' 


SO   geht  bei   gewissen  Grenzen  für  dieses  Integral  die   in  der 
Ueberschrift  stehende  Gleichung  in  die  der  Besserschen  Functionen 


dh        1    (ig 
dt'  "^  t    dt  '^ 


i'+i) 


I p l»  =  0 


über,  für  welche  Hankel  in  Clebsch  Ann.  I.  p.  467 ff.  eine  Reihe 
von  Lösungen  in  Form  von  bestimmten  Integralen  gegeben  hat. 
Mit  Benutzung    derselben  erhält   man  für  u    bestimmte  Doppel- 
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integrale,  die  sich  sofort  auf  bestimmte  einfache  Integrale  zarUck- 
Ähren  lassen.    Dieselben  haben  die  Formen 

die  teils  über  geschlossene,  die  singulären  Punkte  +li  a;,  oc  um- 
kreisende Linien,  teils  zwischen  den  Grenzen  +1,  +x;,  +x)t 
genommen  werden.  Die  mannichfaltigen  Lösungen  werden  für 
beliebige  n  discutirt,  fUr  den  Fall  eines  ganzzahligen  n  ihr  Zu- 
sammenhang mit  den  bekannten  Functionen  Pn(^)  und  On(^)  dar- 
getan and  die  Eigenschaften  dieser  aus  der  Form  des  bestimm- 
ten Integrals  abgeleitet.  Wir  bemerken  übrigens,  dass  Herr 
Schläfli  in  seiner  Schrift  »Ueber  die  zwei  Heiue'sohen  Kugel- 
foDctionen  mit  beliebigem  Parameter  etc.^  Bern.  1881,  diese 
Functionen  durch  dieselben  beiden  Integralformen  dargestellt  hat. 
(Vgl.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  395).  Br. 


Ad.  Stebn.     Integration  af  en  linear  Differentialligning 
af  anden  Orden.    Kjob.  skrift.  (6)  L  333-345. 

Die  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen 
y"  — (acotjj— 6tgir)y'  +  cy  =  0, 
©"+(«  cota;— 6tga;)o'  +  cc  =  0 

stehen  nach    den  vom  Verfasser  in   Darb.  Bull.   1881.  p.  30-36 
gegebenen  Entwickelungen  zu  einander  in  einer  solchen  Beziehung, 


y  =  ü'sin^'ajcos^a:, 
o  =  y'sin""<»a?  cos-^aj. 

Gewisse  Specialfälle  der  erwähnten  Gleichungen  sind  leicht 
integrabel,  andere  lassen  sich  durch  bestimmte  Integrale  integriren. 
Namentlich  wird  gezeigt,  dass  die  Gleichung 

y"-(acota?  — 6tga?)y'— 2p(a  +  6--2p)y  =  0 

ftrp>l  und  6>2p— 1  das  folgende  Integral  hat: 

/cos2x 
(C082ar— a)P  ( 1  +  a)4(«'-'p-i)  {y-aY^-'^v^^  da, 

18* 
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dagegen  für  p>l  und  a>2p— 1: 

/C08  2x 

Wenn  also  nicht  nur  p>l  (p  übrigens  ganz  willkttrlich),  sondern 
auch  sowohl  6>2p— 1  als  o>2p  — 1,  so  erhält  man  auf  diese 
Weise  das  vollständige  Integral  der  ersten  Gleichung.  Für  die 
andern  gelten  ganz  ähnliche  Formen.  Gm. 


E.   Mathieü.      Sur    T^quation    diflF^rentielle    ä    laquelle 
satisfait   la  fonction  F(a,  /?,  y,  x)  de  Gauss.    Bösai  J.  <3) 

VIII.  357-383. 

Es  werden  die  Fälle  untersucht,  in  welchen  sich  die  allge- 
meine Lösung  der  Gauss'schen  Differentialgleichung  in  endlicher 
Form  darstellen  lässt,  ohne  indess  auf  vorgängige  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete,  von  denen  wir  nur  die  bekannte  Abhandlung  des 
Herrn  Schwarz  in  Borchardt's  J.  LXXV.  erwähnen,  irgend  Be- 
zug zu  nehmen.  Der  Gegenstand  ist  insofern  nicht  erschöpfend 
behandelt,  als  nur  die  Fälle  in  Betracht  gezogen  sind,  in  denen 
ein  particuläres  Integral  P  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  logarith- 
mische Ableitung  eine  rationale  Function  ist.  In  einigen  dieser 
Fälle  sind  zwei  solche  particulären  Integrale  vorhanden,  die  sich 
unmittelbar  aus  dem  Eummer'schen  Tableau  von  24  Integralen  ent- 
nehmen lassen.  In  den  übrigen  Fällen,  wo  nur  ein  solches  P 
existirt,  folgt  aus  demselben  nach  einer  bekannten  Regel  ein 
zweites  particuläres  Integral  in  der  Form 

Vermöge  der  Reductionsformel 

F(^n,  ß,  y,  xy 

dxl  F(--n,  ffjy,  x)  .\  '  ' 

wo  x{^)  ein  Polynom   vom  Grade  w— 1   und  B  eine  Constante 
bedeutet,  lässt  sich  obiges  Integral,  in  dem  P  =  F(— «,  /S,  y,  x) 
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ZQ  setzen  ist,  durch  Abzug  eines  endlichen  Ausdrucks  auf  das 
Integral  eines  binonaischen  Differentials  reduciren,  welches  unter 
gewissen  Voraussetzungen  betreffs  ß  und  ;'  durch  Logarithmen 
und  Kreisfunctionen  in  endlicher  Form  dargestellt  werden  kann. 
Den  Schluss  bildet  die  Untersuchung,  in  welchen  Fällen  die 
Function  F{a^  ß,  y^  sin  '9))  in  Beziehung  auf  ff  die  Periode  2n  hat. 

Hr. 


E.  GoüRSAT.     Sur    las  fonctions  hyperg^om^triques   de 
deux  variables.    C.  E.  XCV.  717-719. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  von  Herr  Appell  eingeführte  der 
bypergeometrischen  Reihe  analog  gebildete  Function  zweier  Ver- 
änderlicher (C.  R.  XC.  296,  731,  977,  vgl.  F.  d.  M.  XII.  1880. 
p.  296) : 


V(^  R  ff  ^  ^  u\^^     («^ «»+«)  (/>>  m)  {ßf,  n) 


35'»  y", 


wo 

(i,i)  =  i(A+l).-.(A+Ä-l),  (A,0)=  1, 

und  bemerkt,  dass  die  zwei  simultanen  partiellen  Differential- 
gleichungen, denen  sie  genügt,  im  Allgemeinen  60  gemeinsame 
Integrale  haben  von  der  Form: 

worin  X,  /i,  fji!,  V  mit  a,  /9,  /T',  y  in  einfacher  Beziehung  stehen  und 
i,  i'  rationale  Functionen  des  ersten  Grades  von  x  und  y  sind. 
Der  Beweis  ist  demjenigen  von  Jacobi  für  die  hypergeome- 
trischen Reihen  einer  Veränderlichen  in  Crelle*s  J.  LVI.  gegebenen 
nachgebildet  und  nimmt  das  von  Herrn  Picard  als  Lösung  für 
die  partiellen  Differentialgleichungen  aufgestellte  Integral 

9 
(C.  R.  XC.  1119.  Ann.  de  l'Ec.  N.  (2)  X.  vgl.  F.d.  M.  XII.  1880. 
p.  328)  znra  Ausgangspunkt,  worin  g  und  h  zwei  der  fünf  Grössen 
0,  1,  ^,  y,  ^  bezeichnen.    Jedes  dieser  zehn  Integrale  wird  auf 


/ 
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sechs  verschiedene  Arten  mittelst  hypergeometrischer  Reihen  mit 
zwei  Veränderlichen  ausgedrückt.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich 
die  gedachten  60  gemeinsamen  Lösungen.  Hr. 


G.   Darboüx.     Sur   une   ^quation    Unfaire.    0.  E.  xciv. 

1645-1648. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Differentialgleichung 

■5?"  =  L — i;i^^— +  — ^n^ — 

+  jj^ +  n(ni-\)k'8n*x+hjy, 

welche  die  Lam^^sche  Gleichung  als  speciellen  Fall  enthält.  Wenn 
fiy  fi\  fi"j  n  ganzzahlig  sind,  dann  ist  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  überall  eindeutig  und  kann  daher  nach  dem  Picard'- 
sehen  Theorem  durch  doppelt-periodische  Functionen  der  zweiten 
Art  dargestellt  werden.  Um  das  Integral  zu  erhalten,  wird  zu- 
nächst die  Gleichung  durch  die  Substitution 

y  =  !6sn-f^xcn-f^'xdn''f*"x  =  ä-JJ 

in  die  Gleichung  für  z 

2"+— ^-5'  =  «[(«-0+1)  (n  +  ö)Ä**n'a?+A,] 

transformirt,  wo  ö  =  ju+^u'+j""»  «od  Ä,  eine  von  h  verschiedene 
Constante  bezeichnet,  und  nach  der  von  Herrn  Hermite  in 
Briüschi'sAnn.  (2)  IX.  21.  (s.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  235)  gegebenen 
Methode  die  Gleichung  dritter  Ordnung  betrachtet,  der  das  Pro- 
duct  u  zweier  Integrale  gentigt.  Diese  Gleichung  muss  als  par- 
ticuläre  Lösung  eine  ganze  rationale  Function  von  sn*x  zulassen. 
Ist  dieselbe  bestimmt,  so  vollzieht  sich  die  in  Kede  stehende 
Integration  ohne  Schwierigkeit.  Hr. 


F.  Brioschi.     Sur  une  application  du  th^orfeme  d'Abel. 

C.  R.  XCIV.  686-691. 

In  einer  früheren  Note  (C.  ß.  XCU.  325.  s.  F.  d.  M.  XIII.  1881 
p.  257)  hatte  der  Verfasser  gezeigt,  wie  man  das  AbeFsche  Theorem 
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ZDr  Lösung  der  Lamö'schen  Gleichung  in  ihrer  ganzen  Allgemein* 
heit  benutzen  kann.  In  dieser  Note  werden  für  den  Fall,  dass  der 
Parameter  n  ungrade  ist,  aus  den{  dort  gegebenen  Formeln  einige 
Conseqnenzen  gezogen,  die  für  n  =  3  zu  den  von  Herrn  Hermite 
in  den  C.  R.  (s.  Bericht  in  diesem  Bande)  veröffentlichten  Resul- 
taten fahren.  Bemerkenswert  ist,  dass  mittelst  der  im  allgemeinen 
Falle  zwischen  sn^w  und  h  bestehenden  Relation  ein  hyperellip- 
tisches Integral  der  (n— 1)^®"  Klasse  auf  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  zurQckgeftthrt  wird.  Hr. 


P.  J.  HoLLMAN.  Eenige  toepassingen  van  de  theorie 
der  singuliere  integralen  bijdiflFerentiaal-vergelijkingen 
van  de  tweede  orde.  Nienw  Arch.  viil.  23-56. 

EKe  Arbeit  erstreckt  sich  auf  einige  Anwendungen  der 
Theorie  der  singulären  Integrale  bei  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung.  Eine  Uebersicht  dieser  Theorie  geht  voraus. 
Dabei  wird  gezeigt,  wie  die  singulären  Integrale  gefunden  werden 
können,  sowohl  ans  der  Gleichung  selbst,  als  aus  dem  allgemeinen 
Integral. 

Als  Anwendungen  werden  folgende  Aufgaben  behandelt.  1.  Eine 
ebene  Curve  zu  bestimmen,  bei  der  der  Inhalt  der  rechtwink- 
ligen Dreiecke,  welche  durch  die  Goordinaten  der  Mittelpunkte 
der  Krttmmungskreise  bestimmt  sind,  gleich  einer  gegebenen 
Constanten  ist.  2.  Eine  Curve  von  der  Eigenschaft  zu  bestimmen, 
dass,  wenn  man  aus  den  Mittelpunkten  einiger  Krümmungskreise 
Gerade  nach  zwei  festen  Punkten  zieht,  die  Sjimme  der  Qua- 
drate dieser  Linien  constant  sei.  3.  Eine  ebene  Curve  zu  be- 
Btimmen,  deren  Krümmungskreise  so  liegen,  dass  das  Rechteck, 
welches  durch  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Krümmungs- 
kreises bestimmt  wird,  gleich  sei  dem  Quadrate  des  Radius  dieses 
Kreises.  4.  Eine  Art  von  Curven  zu  bestimmen,  bei  denen  die 
Lange  der  Krümmungskreise  und  die  Lage  der  Mittelpunkte 
der  Krümmungskreise  in  bestimmter  Weise  von  einander  ab- 
hängen. Weiter  wird  untersucht  und  durch  Beispiele  erläutert, 
auf  welche  Weise  die  Theorie  der  singulären  Integrale  zusammen- 
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hängt  mit  der  Abwickelung  der  Gurven,  und  schliesslich  auch 
die  umgekehrte  Aufgabe  gelöst,  wie  man  nämlich  eine  Differen- 
tialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aufstellen  kann,  welche  eine 
gegebene  Gleichung  zum  singulären  Integral  hat  G. 


S.  Spitzer.     Neue  Studien  über  die  Integration  linearer 
Differentialgleichungen.      Zweite    Fortsetzung.      Wien. 

Gerold's  Sohn. 

Diese  Fortsetzung  beginnt  mit  dem  1 V^^  Abschnitt,  in  welchem 
zunächst  die  Gleichung 

betrachtet  wird.  Dieselbe  lässt  sich  stets  nach  der  Laplace^schen 
Methode  durch  ein  bestimmtes  Integral  lösen.  Für  ein  positives 
ganzzabliges  n  ist  der  integrirende  Factor  eine  ganze  Function 
von  X.  Mit  Hülfe  desselben  erhält  man  durch  Integration  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung,  die  für  »=  1,  2,..., 5  aufge- 
stellt werden  und  offenbar  mit  der  obigen  integrirbar  sind.  Auf 
gleiche  Weise  wird  mit  der  allgemeineren  Gleichung 

y"'  =  a:"*  (xy'+ny) 

vorgegangen.    Im  12^''  Abschnitt  wird  gezeigt,  dass  die  Gleichung 

unter  einer  gewissen  Bedingung,  die  die  Goefficienten  a,  b  er- 
füllen müssen,  einen  integrirenden  Factor  von  der  Form  (n-]-x)e^ 
zulasse.  Die  Integration  ergiebt  wiederum  Differentialgleichungen 
2'"  Ordnung,  deren  Integration  mit  der  der  ursprünglichen  ge- 
geben ist.  Der  13'®  (letzte)  Abschnitt  enthält  verschiedene  Be- 
merkungen^ die  in  keinem  Zusammenhang  mit  einander  stehen : 
Die  Zurückführung  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
der  Form 

a;y(«)-i(m+n— l)yC"-^)  =  x'^y 

auf  die  der  Gleichung  y(")  =  x^-^y;  die  Angabe  der  Bedingung 
dafür,  dass  eine  Differentialgleichung  3'°^  Ordnung  mit  ihrer 
Multiplicatorgleicbung  identisch  ist,  endlich  die  Construction  der 
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Differentialgleichung  2^'  Ordnung,   deren   Integrale   die   beiden 
Worzein  einer  quadratischen  Gleichung  in  y,  resp.  y^*^  sind. 

Hr. 


G.  V.  EscHBRiCH.     Ueber  die  Gemeinsamkeit  particulärer 
Integrale  bei  zwei  linearen  Differentialgleichungen. 

Wien.  Denkschr.  XL  VI.  61-82. 

Sind 

zwei    homogene    Differentialgleichungen    n^'   und   m^'  Ordnung 
zwischeo  x  und  y,  so  erhält  man  unmittelbar  in  dem  Verschwinden 
der  Determinante  Ä  des  nach  y,  y',  ...,  y ("»+»-*)  linearen  Systems 
7on  m-f  n  Gleichungen 
F  =  0,  ^  =  0,...,  F("*-i)  =0;  f=Oy  r  =0,...,/^*"'^  =  0 

die  notwendige  Bedingung,  dass  die  beiden  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichungen ein  particuläres  Integral  gemeinsam  haben. 
Dass  diese  Bedingung  auch  hinreichend  ist,  wird  aus  der  Um- 
formung von  R  in 

erkannt,  wo  y,,...^y»  ein  Fnndamentalsystem  particulärer  Inte- 
grale von  F  =  0  darstellen.  Aus  dem  Verschwinden  der  Func- 
tionaldeterminante  folgt  nämlich,  dass  die  f  von  einander  linear 
abhängig  sind,  also  die  Gleichung  besteht: 

Das  Integral  y  =  c,  y,  -\ [-Cnyn  der  Gleichung  F  =  0  genügt 

demnach  auch  der  Gleichung  f  =  0.  Die  Bedingung  für  das 
Vorhandensein  von  &,  und  nur  k  gemeinsamen  Integralen  wird 
gegeben  durch  das  simultane  Verschwinden  der  Grössen : 

df*R 1  =  0,  l,...,iti 

[öai"-i"^P  [datl^'^y- '       iu  =  0,  1, ... ,  *-l 

mit  A,  ohne  dass  eine  dieser  Grössen  fnr  ^  =  /r  verschwindet. 
(Die  oberen  eingeklammerten  Indices  bedeuten  Differentiations- 
indicee).    Die  Gleichung  der  gemeinsamen  Integrale  lautet  dann 
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in  symbolischer  BezeichnuDg 


[ 


dR  dR      f      ^ 


Es  wird  noch  bemerkt,  dass  im  Falle  der  Differentialgleichung  mit 
constanten  Coefficienten  R  in  die  Resultante  der  zugehörigen  alge- 
braischen Gleichungen  übergeht,  die  Kriterien  fUr  die  Anzahl  der 
gemeinsamen  particulären  Integrale  ferner  in  die  über  die  Anzahl 
der  gemeinsamen  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen.  Unter 
den  Anwendungen,  die  an  die  vorhergehenden  Entwickelungen 
geknüpft  werden,  erscheint  uns  der  Hinweis  bemerkenswert,  dass 
man  die  Frage,  ob  eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung 
eine  ganze  rationale  Function  it^"*  Grades  als  Integral  besitzt,  auf 
die  andere  zurückführen  kann,  ob  es  eine  ganze  positive  Zahl  p 
giebt,  fllr  welche  die  gegebene  Gleichung  mit  der  Gleichung  y(p+^)«  O 
ein  gemeinsames  Integral  hat.  Als  Beispiele  hierfür  werden  die 
Differentialgleichungen  der  Kugelfunctionen  /^">(a;)  und  der  hyper- 
geometrischen Reihe  behandelt.  Zum  Schluss  wird  die  Frage 
nach  der  Gemeinsamkeit  eines  Integrals  bei  zwei  vollständigen 
linearen  Differentialgleichungen  auf  den  Fall  zweier  homogener 
linearer  Differentialgleichungen  zurückgeführt.  Hr. 


H.  PoiNCARÄ.     Sur   une  classe  d'invariaiits  relatifs  aiix 
^quations  Unfaires.    C.  R.  xciv.  1402-1405. 

Sind  zwei  lineare  Differentialgleichungen 

gegeben,  worin  die  Coefficienten  P  und  P'  rationale  Functionen 
der  Variablen  x  und  z  sind,  während  diese  durch  eine  alge- 
braische Relation  f{x,z)  =  0  verbunden  sind,  so  nennt  der  Ver- 
fasser die  beiden  Gleichungen  zu  derselben  Familie  gehörig, 
wenn  das  allgemeine  Integral  der  zweiten  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  wo  die  Q  rationale  Functionen  von  x 
und  z>  sind,  ^  eine  beliebige  Function  dieser  Variablen  und  y 
das  allgemeine  Integral  der  ersten  Gleichung  bezeichnet.    In  der 
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Vorauflsetzung,  dass  die  Funetionen  P  und  P  von  bestimmten 
Graden  sind,  giebt  es  gewisse  Funetionen  ihrer  Goefficienten,  die 
fiDr  alle  Gleichungen  derselben  Familie  den  nämlichen  Wert 
haben«  Diese  werden  „Invarianten  der  Familie'^  genannt.  Wie 
man  dieselben  bestimmen  kann,  wird  an  dem  einfachen  Beispiele 
der  Gleiehung  y"'+Oy  =  0,  wo  ö  eine  rationale  Function  von  x 
beieiehnety  andeutungsweise  gezeigt.  Hr. 


H.  Lemonnier.  Conditions  pour  qae  deux  ^quations 
differentielles  Unfaires  sans  second  membre  aient  p 
Solutions  communes.  Equation  qui  doune  ces  Solu- 
tion.   0.  R.  XCV.  476479. 

Sind  F  =  0,  f  =  0  zwei  rationale  homogene  DiflFerentialglei- 
changen  resp.  m^'  und  n^'  Ordnung  für  y  als  Function  von  x, 
die  p  verschiedene  gemeinsame  Lösungen  haben  sollen,  so  be- 
traehte  man  das  System  von  m-{-n— 2p-f~2  Gleichungen 
(1)     f  ==  0,  r  =  0, ..., fm-P)  =  0,  F  =  0,  F'  =  0,...  ,F('-^)  =  0. 

Die  Elimination  der  m+n— 2p+l  Grössen  y^^y^+^^...,  y("»+«-p) 
fllhrt  zu  einer  linearen  Gleichung  zwischen  y,  j^,.. .,  y^^^^\  die  als 
eine  lineare  Differentialgleichung  (p—l)*®'  Ordnung  für  p  verschie- 
dene Werte  von  y  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficien- 
ten  von  y,  y',...,y^'^^^  einzeln  verschwinden,  was  die  gesuchten 
p  Bedingungsgleichungen  ergiebt.  Das  System  von  m+n—2p 
Gleichungen,  das  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man  ^(»»-p)  =  0  und 
F^—f)  =  0  weglässt,  wird  nach  den  Grössen  y(i>),...,y (»»+"-?-*)  auf- 
gelöst werden  können,  falls  nicht  die  Determinante  .>7der  Coeffi- 
cieoten  dieser  Grössen  gleich  Null  ist.  Man  erhält  so  in  dem  Aus- 
drücke von  y^)  als  lineare  homogene  Function  von  y,  y',  •••  »y^*^*^ 
die  Differentialgleichung  p^'  Ordnung,  der  die  p  gemeinsamen 
Usimgen  genttgen.  Die  obigen  p  Bedingungsgleichungen,  vereint 
mit  der  Ungleichung  J^O,  stellen  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafOr  dar,  dass  p  und  nur  p  gemein- 
same Lösungen  existiren.  Das  hier  eingeschlagene  Verfahren  hat 
ror  demjenigen  des  Herrn    von   Escherich   (siehe   das   Keferat 
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p.  281)  oflFenbar  den  Vorzug,  dass  für  p>  1  mit  einem  System 
von  weniger  Gleichangen  (m -j-«— 2p-f-2  statt  nt-fn)  operirt  wird. 

Hr. 


H.  PoiNCARE.     Siir  les   points  singuliers   des   ^quations 
diff^rentielles.    c.  R.  XCIV.  416-418. 

In  den  simultanen  Differentialgleichungen 

dx  dy        d« 

seien  X,  F,  Z  ganze  Polynome  in  x,  y,  z.  Die  Raumcurven,  die 
durch  diese  Gleichungen  definirt  werden,  nennt  der  Verfasser 
Charakteristiken.  Im  Allgemeinen  geht  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  eine  und  nur  eine  Charakteristik.  Eine  Ausnahme  bilden 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Flächen 

(1)        X  =  0,    F=0,    Z  =  0. 

Das  Verhalten  der  Charakteristiken  hinsichtlich  des  Durchganges 
durch  diese  singulären  Punkte  hängt  von  der  Beschaffenheit  der 
Wurzeln  der  folgenden  Gleichung  in  ;SI  ab: 


dX 


dX 


dX 


dx 

dy 

dz 

dY 

dY       ^ 

dY 

dx 

ey-' 

du 

dZ 

dZ 

dZ 

dx 

du 

ds 

-s. 


0. 


Die  singulären  Punkte  werden  nach  der  Realität  und  dem  Vor- 
zeichen der  Wurzeln  in  vier  Arten  unterschieden.  In  dem  be- 
sondern Falle,  dass  die  drei  Flächen  (1)  eine  Curve  gemein- 
schaftlich haben,  werden  die  Punkte  dieser  singulären  Cur?e 
ebenfalls  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der  ihnen  zuge- 
hörigen Gleichung  in  S  in  drei  Arten  gesondert.  Die  Bogen  der 
singulären  Linie,  welche  Punkte  derselben  Art  enthält,  sind  von 
den  benachbarten  Bogen  durch  Punkte  getrennt,  die  Singulari- 
täten höherer  Ordnung  besitzen.  Hr. 
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H.  PoiNCARÄ.      Sur   Tint^gration  des  dquations  difF^ren- 
tielles  par  les  sdries.    c.  R.  xciv.  577-579. 

Es  handelt  sich  um  die  Möglichkeit,  jedes  System  simultaner 
algebraischer  Differentialgleichungen  durch  Reihen  zu  integriren, 
die  ftJr  alle  reellen  Werte  der  Variabein  convergiren.  Man  kann 
eio  solches  System  auf  die  Form  bringen: 

dx^       dx^  dxn 


wol,,...,X«  ganze  Polynome  in  x^^.,,,Xn  sind.  Führt  man  eine 
Hfilfsvariable  s  ein,  die  durch  die  Differentialgleichung 

dx^  ds 

^k        -XJ+XJ-f fX2 

definirt  ist,  so  lässt  sich,  wie  der  Verfasser  ohne  Beweis  mitteilt, 
stets  eine  Zahl  o  der  Art  finden,  dass  x,,...,^«  in  Reihen  ge- 
ordnet nach  Potenzen  von  (e"' — l):  (e*'*-l-l)  dargestellt  werden 
kOonen,  die  f&r  alle  reellen  Werte  von  s  convergiren.  Die 
CoefGcienten  sind  rationale  Functionen  der  Zahl  o,  der  Coeffi- 
deuten  der  Polynome  X  und  der  Anfangswerte  der  Variablen, 
80  dass  für  reelle  s  auch  die  Werte  für  die  x  reell  werden.  Eine 
besondere  Wichtigkeit  hat  der  Satz  in  den  Anwendungen  auf  die 
Gleichungen  der  Mechanik,  da  hiernach  die  Reihen  für  die 
Variabein  des  Systems  fUr  alle  reellen  Werte  der  Zeit  conver- 
giren  würden.  Hr. 

J.  J.  Sylvester.     On  a  certain  integrable  dass  of  diffe- 
rential   and   finite  difference  equations.    J.  Hopkins  Giro. 

18^2.  178. 

Hitteilung  des  Verfassers  über  eine  particuläre  Lösung 
einer  gewissen  Klasse  von  Differenzen-  und  Differentialgleichun- 
gen, worüber  in  dem  vorigen  Bande  dieses  Jahrbuches  p.  287 
berichtet  ist.  Hr. 


J.  J.  Sylvester.      Note  ön   the  theorv   of  simultaneous 
linear  diflFerential  or  difiference  equations  with  constaiit 

CoefficientS.     Sylv.,  Am.  J.  IV.  321-327. 
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Es  stelle  das  System 

<i<PA)^i  +  (<PA)^2  +  •  •  •  +(9n^t)Un  =  0, 
(V'.^JOW,  +  (iptäd«,  +  •  •  •  +  (ipnddu^  =  0, 

(w,  dt)  tt,  +  (Wj^O^a  H f-  i^nddun  =  0 

in  symbolischer  Gestalt  ein  System  von  n  linearen  Differential- 
gleichungen oder  Differenzengleichungen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  fUr  u^j. .  ,y  Un  als  Functionen  von  I  dar,  worin  jedes  der 
qp,  i//, . . . ,  (o  eine  ganze  rationale  Function  von  dt  bezeichnet,  und 

dt  u  im  ersten  Falle  durch  den  Differentialquotienten  --rr-  t  im  2^*" 

durch  den  Wert  Cu)t+jc  zu  ersetzen  ist.  Dann  lautet  die  algebraische 
Gleichung,  von  der  die  Integration  des  Systems  abhängt: 

qp,(Ä),  qp,(&),  ...,qp,(Ä) 


=  0. 


Sind  Aj,  A,,  ...,6^  ihre  Wurzeln,  dann  sind  die  u  lineare  Func- 
tionen von  c*»',. . .,  ^o^\  resp.  von  Ä',, . . .,  ha.  Hiervon  wird  Anwen- 
dung gemacht  auf  das  Problem  der  iterativen  Substitutionen. 
Um  die  Goefficienten  der  i'«"  Potenz  der  Substitution 

a,  a 

6,  ß 
zu  finden,  hat  man  die  Differentialgleichungen 

Ui  =  aui-i-f  a©,_i. 

Vi  ==  bui-i+ßVi^i 
aufzulösen,   u,-,  f>i  fallen,  wenn  m^  =  1,  e^  =  0,  mit  o,-,  6,-,  wenu 
Wjj  =  0,  t?^,  =  1 ,  mit  a,-,  /?,•  zusammen,  wo 


6.  /J. 


a  a 
b  ß 


=  0. 


Die  zugehörige  algebraische  Gleichung  lautet  hier: 

Sind  die  Wurzeln  reell,  so  nähert  sich 

OiX+ai 


(p^{x)  = 


biX+ß 
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(Ar  t  =  cc  einer  festen  Grenze.    Sind  sie  imaginär  und  so,  dass 

Q\  =  pi,  was  erfordert,  dass  (ö+/J)'  =  4(a/J  — oft)  cos  [^ — r-J 

für  einen  ganzzahligen  Wert  von  l  ist,  dann  ist  q>*(x)  =  x.  In 
ähnlieher  Weise  lassen  sich  die  analogen  Fragen  bei  Substitu- 
tionen höherer  Ordnung  behandeln,  was  aber  nicht  näher  aus- 
gefllhrt  wird.  Hr. 


Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

B.  RiEMANN.  Partielle  Differentialgleichungen  und  deren 
Anwendung  auf  physikalische  Fragen.  Vorlesungen, 
herausgegeben   von   Karl   Hattendorf.     3'"*  Aufl.    Braao- 

Bchweig.    Vieweg  a.  SohD. 

Diese  neue  Auflage  ist  ein  einfacher,  im  Einzelnen  durch- 
gesehener Abdruck  der  zweiten  Auflage  des  bekannten  Werkes. 

T. 


S.  LiB.    Untersuchungen  ttber  Differentialgleichungen.    1. 

CbrittiaDia  Forh.  1882.  No.  21,   M2. 

Diese  Note  zerfällt  in  mehrere  Teile.  Zuerst  werden  alle 
Flächen  bestimmt,  deren  Haupttangentencurven  (des  einen  Systems 
oder  beider  Systeme)  linearen  Liniencomplexen  angehören.  Dieses 
intetessante  Problem  deckt  sich  im  Uebrigen  mit  der  Bestimmung 
aller  Flächen  mit  sphärischen  Krümmungslinien.  Es  wird  dann 
versacht  nachzuweisen,  dass  alle  Flächen,  die  aus  einer  vorge- 
legten Fläche  constanter  Krümmung  durch  successive  Anwendung 
von  Bianchi's  Operation  hervorgehen,  dieselben  unendlich  ent- 
fernten Punkte  besitzen.  Da  indess  zwei  unendlich  entfernte 
pQokte  eine   unbestimmte  Distanz    (und  also  nicht   wie  in  der 
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Note  aDgenoromen  eine  unendliche  Distanz)  haben,  so  ist  der 
Nachweis  nicht  definitiv,  wenngleich  der  betreffende  Satz  wahr- 
scheinlicherweise richtig  ist.  Die  von  Schur  gegebene  Abbildung 
des  linearen  Gomplexes  im  Punktraum,  bei  der  eine  Fläche 
zweiten  Grades  als  Fundamentalgebilde  auftritt,  giebt  eine  Be- 
rührungstransformation, bei  der  Haupttangentencurven  in  nicht- 
euklidische Krilmmungslinien  ttbergehen.  Der  Schluss  der  Note 
beschäftigt  sich  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  Differential- 
invarianten. L. 


S.  LiE.    Untersuchungen  über  Differentialgleichungen.  II. 

Christiania  Forh.  No.  22. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

r)f  f)f  f^f 

9 

gestattet,  wenn  die  aj,^  bt,  Ck  beliebige  Functionen  von  2  bezeichnen, 
eine  bemerkenswerte  geometrische  Interpretation.  Betrachtet  man 
nämlich  o;,,  x^,  x^  als  homogene  Punktcoordinaten  eines  Punktes 
in  einer  Ebene,  welche  einfach  unendlich  viele  (parallele)  Lagen 
2  =  const.  annimmt,  so  schneidet  jede  lotegralfläche 

die  Ebenen  2  =  const.  nach  projectivischen  Curven.  Kennt  man 
daher  eine  einzige  Integralfläche,  so  findet  man  im  Allgemei- 
nen das  vollständige  Integral  durch  Differentiation.  Dies  ge- 
lingt immer,  wenn  die  besprochenen  Schnittcurven  keine  infini- 
tesimale und  lineare  Transformation  in  sich  gestatten.  Tritt 
dieser  Ausnahmefall  ein,  so  ist  eine  Quadratur  erforderlich  und 
hinreichend,  wenn  die  Schnittcurven  keine  Kegelschnitte  sind. 
In  diesem  speciellen  Falle  ist  die  Integration  einer  Riccati'scben 
Gleichung  1*«'  Ordnung  erforderlich. 

Eioe  verwandte  ebenfalls  fruchtbare  Interpretation  erhält 
man,  indem  man  x^,  x,,  x^  als  homogene  Punktcoordinaten  einer 
Ebene,  z  als  die  Zeit  auffasst.     Diese  Interpretation,  die  sich  auf 


Capitel  6.    Partielle  DifferentialgleichangeD.  289 

n  DimeDsioneu  erweitern  lassen,  spielen  eine  fundamentale  Rolle 
in  den  Untersuebungen  über  Differentialgleichungen,  die  eine  con- 
tioairlicbe  Gruppe  von  Transformationen  gestatten.  L. 


J.  Petersen.     Partielle  Diflferentialligninger.    Zeuthen  t.  (4) 

V  f.  3-4. 

Bemerkung   über  die  Darstellung  der  Lösung  der  partiellen 
DiflFerentialgleicbung  Pp-^Qq  =  Ä.  Gm. 


L  KöNiGSBBRGER.     lieber  eine  Eigenschaft  der  partiellen 
Differentialgleichungen.    Klein  Add.  XX.  587-594. 

Analog  der  fundamentalen  Frage  der  Algebra  nach  den  Be- 
dingungen, unter  welchen  sämmtlicbe  Wurzeln  einer  Gleichung 
einer  zweiten  Gleichung  genügen,  vorausgesetzt,  'dass  es  eine 
Wurzel  tut,  handelt  es  sich  im  vorliegenden  Aufsatze  darum, 
festzustellen,  wann  sämmtlicbe  particuläre  Integrale  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  einer  abhängigen 
and  zwei  unabhängigen  Variablen 

(unter  f  eine  rationale  Function  der  Argumente  verstanden)  einer 
zweiten  ebensolchen 

genfigen,  falls  diese  beiden  Gleichungen  überhaupt  ein  particu- 
läres  Integral  gemein  haben.  Das  Verfahren  zur  Aufsuchuog  des 
grössten  gemeinsamen  Teilers  ergiebt  als  hinreichende  Bedingungen 
hierfür:  ])  f  muss  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  nach 
der  einen  Variablen  in  algebraischem  Sinne  irreductibel,  und  2) 
das  als  gemeinsam  vorausgesetzte  Integral  so  beschaffen  sein, 
dass  es  nicht  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  1^"^'  Ord- 
nung nach  der  anderen  unabhängigen  Variablen  genügt,  in 
welcher  die  erste  unabhängige  Variable  algebraisch  enthalten  ist. 
Dies  Besultat   ist   weiterer  Ausdehnungen    fähig.     Hat  man  an 

FortKhr.  d.  Math.  XiV.  1.  {Q 
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Stelle  der  zweiten  Gleichung  F  ^  0  eine  Differentialgleicbong 
mter  Ordnung,  so  tritt  in  der  zweiten  der  obigen  Bedingungen  an 
Stelle  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  P®' Ordnung  eine 
solche  m^^'  Ordnung.  Noch  allgemeiner:  Liegen  zwei  partielle 
Differentialgleichungen  /i'",  resp.  v*«'  Ordnung  vor,  und  haben  die- 
selben ein  Integral  gemein,  enthält  ferner  für  v^fi  die  erste 
derselben  den  Differentialquotienten  /i^*^  Ordnung  nach  der  einen 
Variablen  in  der  Weise,  dass  sie  in  Bezug  auf  diesen  in  algebraischem 
Sinne  irreductibel  ist,  während  das  gemeinsame  Integral  der  Be- 
dingung unterliegt,  nicht  einer  partiellen  Differentialgleichung  v^' 
Ordnung  zu  genügen,  in  welcher  die  partiellen  Differentialquotien- 
ten, nach  .jener  einen  Variablen  genommen,  die  ju^  Ordnung  nicht 
erreichen,  so  wird  die  Gleichung  ^^'  Ordnung  alle  Integrale  mit 
der  Gleichung  v^^^  Ordnung  gemein  haben. 

Dieselbe  Bedingung  ist  auch  dafür  hinreichend,  dass,  falls 
zwischen  einem  Integrale  z^  einer  partiellen  Differentialgleichung 
ju^'  Ordnung  und  einem  Integrale  2,  einer  aolchen  y^'  Ordnung 
(v  >  fi)  eine  algebraische  Beziehung  besteht,  (in  welche  auch  die 
unabhängigen  Variablen  und  die  partiellen  Ableitungen  von  a, 
und  s,  nach  denselben  eintreten  dürfen),  jene  algebraische  Relation 
auch  erhalten  bleibt,  wenn  man  für  z^  ein  willkürliches  Integral 
der  Gleichung  ^^""^  Ordnung  setzt,  vorausgesetzt,  dass  für  s,  ein 
passendes  Integral  der  Gleichung  »^^'  Ordnung  substituirt  werde. 

T. 

E.  PiCARD.  Sar  rint^gration,  par  les  fonctions  ab^liennes, 
de  certaines  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  prämier 
ordre,    c.  E.  xciv.  1036-1038. 

Briot  und  Bouquet  haben  den  Fall  untersucht,  wo  die  Diffe- 
rentialgleichung f(uy  -j-j  =  0  doppelt-periodische  Functionen  zu 

Integralen  hat.     Analog  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  unter 
f  eine  ganze  Function  der  Argumente  verstanden,   die  partielle 

Differentialgleichung  f(^u,  -^,  -^— J  =  0  unter  der  Bedingung 

zu  behandeln,  dass  sie  Abersche  Functionen  der  beiden  Variabein 
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X  und  y  als  Integrale  besitze.  Die  vorliegende  Note  liefert  einen 
Beitrag  zur  Lösung  dieses  schwierigen  Problems,  indem  gezeigt 
wird,  wie  man  anter  der  gemachten  Voraussetzung  aus  der  ge- 
gebenen partiellen  Differentialgleichung  ein  System  von  zwei 
totalen  Differentialgleichungen  herleiten  kann,  welche  die  ge- 
suchten Lösungen  liefern.  T. 


E.  PiCARD.     Sur  une  classe  de  fonctions  uniformes  de 
deux  variables  indöpendantes.    o.  R.  XOV.  694-597. 

Die  vorliegende  Note  giebt  Andeutungen  über  Verallgemei- 
nemngen  der  wichtigen  Untersuchungen  des  Herrn  Poincar^  über 
gewisse  eindeutige  Functionen  (G.  R.  1881  und  Klein  Ann.  XIX. 
553  ff.,  cf.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  247  ff.)  auf  den  Fall  zweier 
Variabein.  Poincarö  hat  gezeigt,  dass  jede  Fuchs'sche  Function 
durch  Umkehrung  des  Quotienten  zweier  Integrale  von  gewissen 
linearen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  algebraischen  Coefficienten  erhalten  werden  kann.  Geht 
man  in  analoger  Weise  von  zwei  linearen  partiellen  Differential- 
gldcbungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein 
X  und  y  aus,  und  besitzen  dieselben  drei  gemeinschaftliche 
linear  unabhängige  Lösungen  co, ,  cd,  ,  oi,  ,  so  fahrt  der  Fall,  wo 

die  Gleichungen  — ^  =  i*,  — ^  =  t?  fllr  a?  und  «  eindeutige  Func- 

tionen  von  u  und  v  liefern,  auf  Functionen  zweier  Variabein, 
die  den  Fuchs'schen  Functionen  entsprechen.  Dies  wird  an  einem 
Beispiel  erläutert.  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Existenz  von 
eindeutigen  Functionen  von  zwei  Variabein  nachgewiesen  ist, 
welche  für  eine  Gruppe  von  linearen  Substitutionen  ungeändert 
bleiben,  kann  man  umgekehrt  und  dem  Gange  der  Poincar6'schen 
Arbeiten  entsprechend  von  der  Untersuchung  jener  linearen  Sub- 
stitutionen ausgehen.  Bier  stellt  sich  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  dem  Falle  einer  und  dem  zweier  Variabein  her- 
aus; während  zu  jeder  „discontinuirlichen^  Gruppe  im  Falle 
einer  Veränderlichen  eine  Fuchs'sche  Function  gehört,  giebt  es  in 
dem  FaUe  zweier  Variabein  nicht  immer  eindeutige  Functionen^ 

19* 
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welche  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  ungeändert  gelassen 
werden.  Indem  sich  der  Verfasser  vorbehält,  auf  diesen  Punkt 
noch  zurückzukommen,  beschränkt  er  sich  in  der  vorliegenden 
Note  auf  die  Betrachtung  einer  speciellen  Gruppe  (cf.  C.  R.  März 
1882.,  8.  diesen  Bd.  Äbschn.  VII.  Cap.  1),  die  auf  derartige  Functionen 
fllhrt;  zwischen  dreien  dieser  Functionen  besteht  eine  algebraische 
Relation,  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass  es  stets  zwei  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten 
giebt,  welche  drei  gemeinsame  Integrale  besitzen  und  durch  Um- 
kehrung  der  Quotienten  dieser  Integrale  irgend  zwei  jener  Func- 
tionen liefern.  T. 


M.  Hamburger.  Zur  Theorie  der  Integration  eines  Systems 
von  n  nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  und  n  abhän- 
gigen  Veränderlichen.    Kronecker  J.  XCIII.  188-215. 

In  einem  früheren  Aufsatze  (Borchardt  J.  LXXXI.  p.  243  ff. ; 
cf.  F.  d.M.  VIIL  1876  p.  203ff.)  hat  der  Herr  Verfasser  die  Inte- 
gration eines  Systems  von  n  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  und  n  abhängi- 
gen Veränderlichen  und  im  Anschluss  daran  die  Integration  einer 
speciellen  Klasse  nicht  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
unter  gewissen  Bedingungen  auf  die  von  Systemen  totaler  Diffe- 
rentialgleichungen zurückgeführt.  In  der  vorliegenden  Arbeit  hat 
sich  der  Verfasser  die  Aufgabe  gestellt,  auch  die  Integration  eines 
allgemeinen  Systems  von  n  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  den  unabhängigen  4^ariabeln 
X,  y  und  den  n  abhängigen  a ,2s« 

(i  =  l,...,«,     P*  =  -^,    ""^-dfJ 

zurtlckzufUhren  auf  die  Integration  von  unvollständigen  Systemen 
totaler  Differentialgleichungen.  Da  dies  Problem  daraufhinaus- 
kommt, folgendes  System  von  3n  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zwischen  den  Veränderlichen  x,  y  und  den  als  Func- 
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tionen  derselbeo  zu  betrachtenden  Variabein  s,,...,^.,  p, ,...,p„ 


?, 


t  Y« 


(2) 


dqk 


9x 

dzk 


+ 


+ 


dqk\_ 

ayJ- 


dy      r  dzk  '* 


3f. 


(t,  i  =  1, . . . ,  «) 


)=  -?(p.£  +  «.5f). 


dpi 


r)qi 


zu  iDtegriren,  so  i^t  die  I.  c.  entwickelte  Integrationsmetbode  so- 
fort anwendbar,  und  zwar  führt  dieselbe  in  dem  yorliegenden 
Falle,  statt  wie  im  Allgemeinen  bei  eioem  System  von  3fi  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  auf  3n  Systeme  von  je  zwei, 
nur  auf  n  Systeme  von  je  n-f  8  totalen  Differentialgleichungen 
zwischen  :-^n+2  Veränderlichen.    Ist  /i  eine  Wurzel  der  Gleichung 

dfn 


¥fi)  = 


'  'öq 


dfn 


^p, 


Bf,  _  „  df, 


5f. 


f 


dfn 


=  0, 


öq,       '^  öp»  '  ■•    ■     *  '  dq»       *"  öpn 

oiid  sind  /,,...,/,  n  Grössen,  proportional  den  Unterdeterminanten 
der  Elemente  einer  Horizoutalreihe  dieser  Determinante,  so  lautet 
eins  dieser  Systeme: 

dy  =  ftdx,  di,  =  {p,+qjt)dx, . . . ,  ds,  =  (p,+g„ju)dx. 


(3) 


dfi     dn 


Vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (f{^)  =  0  sämmtlicb 
von  einander  verschieden  sind,  und  dass  jedes  der  ftür  diese  Wur- 
leln  sich  ergebenden  Systeme  (3)  je  ein  Integral  tJ*  =  Ck  zulässt, 
80  bestimme  man  aus  diesen  n  Integralgleichungen  und  den  n  ge- 
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gebenen  Gleichungen  f,  =  0,...,/»  =  0  die  2n  Grössen  p,,.--»/^«^ 
^,, .  • . ,  9n  als  Functionen  von  a:,  y,  a, , . . . ,  a»;  dann  bilden  die 
Gleichungen 

dzi  =  pidx-^-qidy  (t=  1,...,«) 

ein  integrables  System,  dessen  Integration  z,  ,...,2„  als  Func- 
tionen von  rr,  y,  C|,...,Cn  und  n  neuen  Constanten  liefert,  und  diese 
Functionen  stellen  die  vollständige  Lösung  des  Systems  (1)  mit 
2n  Constanten  dar.  Ist  u>k  =  const  ein  zweites  von  r*  =  Ct  ver- 
schiedenes Integral  des  ein  und  derselben  Wurzel  fit  entsprechen- 
den Systems  (3),  und  bedeutet  ipki^k^  f^k)  eine  willkürliche  Func- 
tion von  Vk  und  Wk,  so  ergeben  in  derselben  Weise,  wie  oben  die 
Gleichungen  t?t  =  c*,  /"*  =  0,  die  2n  Gleichungen 

V/*  =  0,  /i  =  0  (i=l,...,ii) 

die  allgemeine  Lösung  des  Systems  (1)  mit  n  willkürlichen 
Functionen. 

Analog,  wie  das  in  der  citirten  Abhandlung  gegebene  Ver- 
fahren auf  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung n^'  Ordnung  zwischen  einer  abhängigen  und  zwei  un- 
abhängigen Variablen  angewendet  wird,  wird  in  einem  zweiten 
Abschnitte  der  vorliegenden  Abhandlung  nach  einer  ähnlichen 
Methode,  wie  der  oben  angegebenen,  die  Integration  einer  nicht 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  n^^"^  Ordnung  zwischen 
einer  abhängigen  und  zwei  unabhängigen  Variabein  auf  die  Inte- 
gration von  Systemen  totaler  Differentialgleichungen  zurückgeführt. 
Die  Resultate  stimmen  für  n  =  2  mit  denjenigen  überein,  die 
Herr  Darboux  (Ann.  de  TEc.  Norm.  VII.  163—173)  auf  anderem 
Wege  erhalten  hat.  T. 


G.    Darboux.      Sur    le    problfeme    de  PfafF.    c.  R.  xoiv. 

835-837;   Darb.  Ball.  (2)  VI.  14-36,  49-()8. 

Pfaff  fand   bekanntlich    die  Reduction   des   Differentialaus- 
drucks 

(1)  örf=X,  ctejH [-XndXn 

auf  eine  gewisse  canonische  Form  und  gab  damit  zugleich  die 
erste   Methode   für   die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
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gleichung  erster  Ordnung  mit  einer  beliebigen  Anzahl  unabhän- 
giger Veränderlichen.  Diese  Methode  erschien  gegenüber  den 
später  von  Caucby  und  Jacobi  veröffentlichten  Methoden  zur 
Losung  desselben  Problems  dadurch  im  Nachteil,  dass  sie  die 
Integration  mehrerer  Systeme  gewohnlicher  Differentialgleichungen 
erforderte,  während  die  genannten  Mathematiker  nachwiesen,  dass 
die  Integration  des  ersten  dieser  sogenannten  Pfaff'schen  Systeme 
zur  Lfösung  der  partiellen  Differentialgleichung  ausreicht.  Dies 
hat  nach  der  Meinung  des  Verfassers  die  Folge  gehabt,  dass  die 
Pfaff'sche  Methode  lange  Zeit  vernachlässigt  worden  ist.  Da  sie 
indess  in  anderer  Beziehung  wesentliche  Vorteile  bietet,  so  be- 
absichtigt der  Verfasser  durch  eine  neue  Darstellung  der  Theorie 
des  Pfaff*schen  Problems  zu  zeigen,  dass  die  Pfaff'sche  Methode, 
passend  angewendet,  ebenso  einfach  wie  die  anderen  wird,  und 
dass  insbesondere  der  Differentialausdruck,  der  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  entspricht,  vermittelst  der 
alleinigen  Integration  des  ersten  Pfaff'schen  Systems  auf  die 
eanoniscbe  Form  reducirt  werden  kann.  Es  ist  offenbar  dem 
Verfasser  entgangen,  dass  bereits  Herr  Natani  in  seiner  1860  in 
Crelle's  Journal  erschienenen  Abhandlung:  „Ueber  totale  und 
partielle  Differentialgleichungen^  (siehe  auch  das  Mathematische 
Wörterbuch  von  Natani,  besonders  abgedruckt  in  dem  Werke: 
„die  höhere  Analysis  in  vier  Abhandlungen'^,  Berlin,  Wiegandt 
and  Hempel  1866)  von  der  Pfaff'schen  Darstellungsweise  aus- 
gehend, eine  sehr  einfache  Darstellung  der  in  Rede  stehenden 
Theorie  gegeben  hat,  in  der  dieselbe  Auswahl  eines  besondern 
Systems  unter  den  Integralen  des  ersten  Pfaff'schen  Systems 
wie  beim  Verfasser,  getroffen  ist  und  fQr  die  partiellen  Differen- 
tialgleichungen insbesondere  das  erwähnte  einfache  Resultat  sich 
abgeleitet  findet.  Herr  Natani  nennt  die  betrachteten  durch  ge- 
wisse Eigenschaften  ausgezeichneten  Integrale  „Hauptintegrale^ 
und  bezeichnet  Jacobi  als  denjenigen,  der  sie  zuerst  charakterisirt 
hat  Aus  einer  Bemerkung  des  Herrn  Darboux  ersehen  wir  bei- 
läufig, dass  vorher  schon  Cauchy  diese  Integrale  betrachtet  hat. 
Die  Methode  des  Herrn  Darboux  ist  im  Uebrigen  dadurch  be- 
merkenswert, dass  er  unter  alleiniger  Benutzung  der  invarianten 
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Eigenschaft  der  Pfaff' sehen  Systeme  fast  ohne  alle  Rechnung  die 
notwendige  Form  der  reducirten  Ausdrücke  des  DifTerentialaus- 
drucks  (1)  in  allen  Fällen  ableitet  und  namentlich  die  Integra- 
bilität  des  ersten  Pfaff 'sehen  Systems  auch  in  den  Fällen,  wo 
die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  geringer 
als  im  allgemeinen  Falle  ist,  nachzuweisen  im  Stande  ist,  ein 
Punkt,  den  zuerst  Herr  Frobenius  (Ueber  das  Pfaff  sehe  Problem, 
Borchardt  J.  Bd.  LXXXII.)  auf  anderem  Wege  als  besondern 
Fall  eines  allgemeinen  Satzes  in  directer  Weise  erledigt  ist 

Die  Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen.    Zunächst  wird  gezeigt, 
dass  0a  stets  auf  eine  der  beiden  Typen 

dy—z^  dy^ —  Zpdy^  (unbestimmter  Typus), 

h^Vx  H 1"  *p  ^yp  (bestimmter  Typus) 

zurückgeführt  werden  kann.  Gebraucht  man  mit  dem  Verfasser 
für  die  Aufstellung  des  ersten  Pfaff'schen  Systems  die  symbolische 
Schreibweise 

(2)  dda—dds  =  lOsdt, 
aus  der  ihre  invariante  Eigenschaft  unmittelbar  hervorgeht,  so  tritt 
der  erste  Fall  ein,  wenn  die  Bestimmung  der  Verhältnisse  der 
dxi  aus  (2)  unmögli^,  ist,  so  lange  l  von  Null  verschieden  ist. 
Die  Zahl  2p  ist  gleich '^er  Anzahl  der  verschiedenen  Gleichungen, 
auf  die  sich  (2)  reducift,  wenn  1  =  0  gesetzt  wird,  und  die  dann, 
wie  gezeigt  wird,  stfets  integrabel  sind.  Die  Variablen  yi  und  s, 
der  reducirten  Form  sind  ihre  2p  Integrale.  Können  die  Ver- 
hältnisse der  dxi  aus  (2)  bestimmt  werden,  wenn  k  von  Null 
verschieden  ist,  dann  tritt  der  zweite  Fall  ein.  Die  Zahl  2p  ist 
wieder  die  der  verschiedenen  Gleichungen,  auf  die  sich  (2)  re- 
ducirt,  und  die  ebenfalls  in   allen  Fällen  integrabel  sind.    Ihre 

von  t  unabhängigen  2p— 1  Integrale  sind  y.,...,  yp,  ~^r">  "^* 

Den  Schluss  des  ersten  Teils  bildet  der  Nachweis,  dass  die  ver- 
schiedenen Pfafif'schen  Systeme,  deren  Integration  zur  Herstellung 
der  canonischen  Form  notwendig  ist,  durch  Einführung  der  er- 
wähnten Hauptintegrale  sich  unabhängig  von  einander  aufstellen 
lassen,  und  dass  im  Falle  der  partiellen  Differentialgleichung 
bereits  die  Integration  des  ersten  Systems  die  verlangte  cano- 
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nische  Form  liefert,  aus  der  dann  die  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  sich  ergiebt.  Der  zweite  Teil  beschäftigt 
sich  mit  den  Relationen,  die  zwischen  zwei  reducirten  Formen 
von  (1)  stattfinden,  und  enthält  insbesondere  den  Beweis  dreier 
Sätze  des  Herrn  Lie,  die  seiner  Gruppentheorie  zur  Basis  dienen. 
(Vgl.  den  Bericht  über  die  betr.  Arbeiten  des  Herrn  Lie  in  diesem 
Jahrbnche  Bd.  V.  p.  196ff.).  Den  Ausgangspunkt  bildet  hier  fftr 
den  Fall  eines  graden  n  die  invariante  Eigenschaft  der  beiden 
Ausdrücke 


(qp)  = 


fl.» 


a 


»1) 


"inj    •   •  •  J    "«M«      -^1 


dx,  '    '  dx. 


,  0 


:  /J  und  (<jp,  tp)  = 


dx. 


•  •  •  j  **n»ij 


)      1 


dXn 


dlf) 
,0 


-A 


wo 


*•*       dxk        dxi 

ist,  J  die  Determinante  der  a,,;^  und  (p^xp  beliebige  Functionen 
der  X  bedeuten.     Ist  ft  =  2m  und  sind 

zwei   reducirte    Formen    desselben    Differentialausdrucks ,    dann 
wird 


iv)  =  -P» 


dq>  _ 


2  P  ■- 


d(p 


dPi' 


(m  »/A  -  ^d^öV^^öip^S^  _  ^  dcp    dxf)        dtp  dcp  ^ 
^^'  V';  -  -  ßp,   ß^,       Qp,  ß^.  -  -  ßp^  ßx.       8p.  ßXi ' 

und  indem  man  diese  allgemeinen  Gleichungen  auf  die  Func- 
tionen Xi  und  Pj,  anwendet,  erhält  man  unmittelbar  die  bekannten 
Relationen 

(P,)  =  P,,(XO  =  0,(f>,X,)  =  1,(P,X,)  =  0,(X,X0  =  0,(P,P*)  =  0. 

Hierauf  folgt  die  Ableitung  des  Lie*schen  Satzes/ dass,  wenn  k 
unabhängige  Functionen  X,,...,  X;t  der  unabhängigen  Variablen 
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a;,,...,x,;,,  p,,---,Pm  gegeben  sind,  die  den  Gleichungen 

(X,)  =  0,  (X,-,  Xa)  =  0 

genügen,  sich  stets  2m -ä  andere  Functionen  Xi+i,...,X,„,P„...,P,„ 
angeben  lassen  derart,  dass  der  Identität 

genUgt  wird.     Daran  schliessen  sich  die  Beweise  zweier  anderen 
Lie'schen  Sätze  bezüglich  der  Identitäten 

dZ— PjrfX, PmdXm  =^  qidz—pi  dx, Pmdx^) 

und 

P,  dX,  +  . .  .  +  PrndX,,  +  dn  =  p,  (ix,  +  . . .  +p«drr„., 

die  dem  Falle,  dass  n  ungrade  und  =  2m4-l  ist,  entsprechen. 

Hr. 


H.  Lkmonnieu.      Integration  de  Tequation  aux  d^riv^es 
partielles  du  premier  ordre  k  n  variables  ind^pendantes. 

S.  M.  F.  Bull.  X.  223-250. 

T. 


(j.  Teixeira.     Sur  rint^gration  d'une  classe  d'^quations 
aux  ddriv^es   partielles  du  deuxifeme  ordre.    Belg.  Bull. 

(3)  III.  486-498. 

Der  Verfasser  sucht  die  drei  Bedingungen  dafür,  dass  die 
partielle  Dififerentialgleichung  Ar-\-Bs'}-Ct  +  D  =  0  ein  Integral 
habe  von  der  Form 

f(^^  y^  Äi  p.  q)  =  9>(«i  y\ 

wo  q>  eine  willkürliche  Function  ist.  Er  reducirt  die  Integration 
auch  für  andere  Fälle  auf  den  Fall,  wo  zwei  von  einander  unab- 
hängige lineare  partielle  Differentialgleichungen  vorhanden  sind. 

Mn.  (0.). 
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J.  \\,  L.  Glaishbr.     On  a  partial  difFerential  equation. 

Brit  Aas.  Rep.  1882. 

In  der  Rep.  of  the  Brit.  Ass.  von  1878  ist  bewiesen  worden, 
dass  der  partiellen  Differentialgleichung 

—  au  = 


genügt  wird   durch  u  =  c'''^'*+^'*.     ihr  wird  auch  genügt  durch 
die  Werte 


0 


+ 


Cly.  (0.). 


G.  Darboux.      Sur  une   Equation    linöaire  aux   ddriv^es 
partielles.    0.  R  xcv.  G9-72. 

Für  die  von  Euler,  Lagrange,  Laplace,  Poisson  und  Riemann 
behandelte,  in  der  mathematischen  Physik  und  in  der  Geometrie 
eine  Rolle  spielende  lineare  Differentialgleichung 

ö'a    _    m(l  — w) 
dxdy  ""      (x—yY 

werden  die  folgenden  Eigenschaften  angegeben  : 

1)  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  x  und  y  gleichzeitig 
derselben  linearen  Substitution  unterwirft,  so  dass  aus  jedem 
particulären  Integral  z  =  qp(a;,  y)  ein  Integral  mit  drei  willkür- 
lichen Gonstanten: 

^  p^+q      py+q  ^ 

folgt.    Aus  dem  particulären  Integral 

*  =  0-i-)'"<'"''"'i'i)' 
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das  man  leicht  findet,  wenn  man  diejenigen  Lösungen  sucht,  die 
nur  von  der  Verbindung  yix  abhängen,  leitet  man  daher  die 
allgemeine  Losung 

[(y-x)Cx'-y')]'»     /  (y-y')  (x-  x^)  N 

l(y-x')(x^)J    n"-'""'''    (y_x')(x-y')->' 

ab,  welche  Riemann  (Werke  p.  162)  auf  anderem  Wege  erhalten 
hat.  Die  vorliegende  Gleichung  ist  übrigens  die  einzige  unter 
den  linearen,  die  sich  der  genannten  Eigenschaft  erfreut,  aus  der 
man  ferner  schliesst,  dass  neben  z  =  q>(x,  y)  auch 

Lösungen  der  vorliegenden  Gleichung  sind. 

2)  Ist  i&m  eine  Lösung  der  obigen  Di£fentialgleichung,  so  ist 

öx  oy  ^—y 

stets  eine  Lösung  derjenigen  Gleichung,  die  aus  jener  entsteht, 
wenn  m  durch  m-f-1  ersetzt  wird.  Diese  zweite  Eigenschaft  ftthrt 
auf  das  allgemeine  Integral  fQr  den  Fall  eines  ganzen  m  und 
reducirt  im  Falle  eines  nicht  ganzzahligen  m  die  Integration  auf 
den  Fall,  dass  der  reelle  Teil  von  m  ein  positiver  echter  Bruch 
ist.  Das  Integral,  welches  für  diesen  Fall  angegeben  wird,  lässt 
sich,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  als  allgemein  nachweisen,  wenn 
man  ein  solches  im  Falle  einer  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  dadurch 
definirt,  dass  die  in  dem  Integral  auftretenden  willkürlichen  Func- 
tionen es  gestatten  sollen,  dass  die  das  Integral  darstellende 
Fläche  durch  eine  beliebig  vorgegebene  Gurve  gehe  und  längs 
derselben  eine  gegebene  Fläche  berühre.  T. 


l\  Appell.       Sur    une    dquation    iiniSaire    aux   ddriv(5es 

partielles.     Darb.  Bull.  (2)  VL  314-318. 

Setzt  man  in  der  von  Herrn  Darboux  (cf.  das  vorhergehende 
lleferat)  behandelten  Differentialgleichung  z  =  (jc— y)"*.«,  so  geht 
dieselbe  in  einem  speciellen  Fall  (/?  =  /5^  =  m)  in  die  folgende  über: 
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^       ^^  dxdy       ^     dx       ^  dy  ' 

auf  welche  der  Verfasser  schon  frtiber  gestossen  ist  (C.  R.  XC; 
ef.  F.  d.  M.  XII.  1880  p.  296)*     Es  wird  gezeigt,  dass  sich   die 
TOD  Darboux  für  jene  angegebenen  Eigenschaften  auf  diese  all- 
gemeinere Gleichung  übertragen  lassen. 
Ist  ^(a;,  y)  eine  Lösung,  so  ist  es  auch 

WO  a^byCj  d  beliebige  Gonstanten  sind.  Als  Lösungen,  die  nur 
von  —  abhängig  sind,  ergeben  sich  specielle  Fälle  von 

x-fiy^^F(ß,ix+ß',fi  +  l,^)  und  xfy-ß'F(ß',^i-\-ß,fi+k,^), 

(wo  l  eine  willkürliche  Grösse  ist),  die  auch  Lösungen  sind. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ergiebt  als  Lösung 
in  Form  einer  Potenzreihe  die  folgende: 

wo  tfß  eine  willkürliche  Function  bedeutet.  Eine  passende  Wahl 
von  \fß  liefert  die  hypergeometrische  Reihe  mit  zwei  Variabein 
^1  («1  ß^  i^t  y?  ^t  y)'  Ferner  kann  man  ip  so  wählen ,  dass  man 
fdr  tt  rationale,  ganze  Functionen  in  unendlicher  Anzahl  und  von 
jedem  beliebigen  Grade  erhält.     Ist  u  eine  beliebige  Lösung  der 

Differentialgleichung,  so  sind  -5—  und  -5—  Lösungen    der  Glei- 

ox  ay 

chungen,  die  man  aus  jener  erhält,  wenn  ß  resp.  ß'  um  eine 
Einheit  vermehrt  wird.  Diese  Eigenschaft,  ferner  die  Trans- 
formation u  =  (x^yy-ß'ß' ,  t  vermitteln  die  Herstellung  des  all- 
gemeinen Integrals  für  ganz  beliebige,  reelle  oder  complexe 
Werte  von  ß  und  ß".  T. 


J.  BoussiNESQ.  Definition  naturelle  des  paramfetres  diff^- 
rentield  des  fonctions,  et  notamment  de  celui  du 
second  ordre  J^.    CR.  xov.  479-482 
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das  lüan  leicht  findet,  wenn  man  diejenigen  I        ^        ^    g    ^^^ 

nur  von  der  Verbindung  y:x  abhängen, 

allgemeine  Lösung  uematische  Physik 

l(y-^)(^'-y')Y  pr^^  ^^  u  Begriff  des  (arith- 

i(y-x'){x-y')i       \  '     '  iinnte  «Differentialpara- 

ab,  welche  Riemann  (Werke  p.  '  :tion   in   einem  Punkte*' 

hat.     Die  vorliegende  Gleichu-  is  aller  Werte  des  zweiten 

den  linearen,  die  sich  der  r  .  ... 

«  .  1.      X    j  anction,  wenn  man  ihn  von  jenem 

man  ferner  schhesst,  das'  '  '' 

neu  Richtungen   des  Raumes  nimmt; 

^;(/uct  des  mittleren  Zuwachses  der  Function, 

Lösungen  der  vo*     .nj^^^^  Punkte  in  allen  möglichen  Richtungen 

2)  Ist  Zfn  ^  ^""'li/cb  ^*^'^®  Strecke   entfernt,   in  das  sechsfache 

.  ^^Mt  dieser  Strecke.     In  ähnlicher  Weise  ist  der 

^;^/^  ^gj-entialparameter  erster  Ordnung 


wen 


9«  /       ^  Sy  ^      ^  d& 


je^[  .refcehrt  lässt  sich  aber  auch  der  Parameter  z/,  zur  Dar- 
^  des  Mittels   nicht  blos  der  zweiten,   sondern  auch  der 
u  reü  Ableitungen  benutzen;  es  ist  nämlich 

Mittel  von  -^  =  0  für  ein  ungrades  m 


und  = — r-ri^S^f  för  ein  gradesm. 


T. 


J.  BoussiNESQ.     Sur  rint^gration  de  Tdquatioa 


dr      '\dx'     '    dy'' 
C.  R.  XCIV.  514-517. 


In  einer  früheren  Note  (C.  R.  t.  94.  p.  32;    cfr.  Abschn.  X. 
Cap.  4.  B.  dieses  Bandes)  war  gezeigt  worden,  dass  das  Integral 

»=/"K4)"'(Ä)'"> 


2« 
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^  hat^  seine  zweite  Ableitung  nach  x  zu  liefern, 
(p  resp.  durch  f  und  9)'  ersetzt.     Allgemeiner 
1er  vorliegenden  Note  gezeigt  wird,  in  der- 
Integral 


2 

^  =  7; ist,  wo  m  die  Anzahl  der  Veränderlichen  a;,v,... 

*^       2-m  ^' 

bedeutet.    Auf  Grund  dessen  ergiebt  sich  aus  der  citirten  Kote, 
dass  die  Functionen 


und 


»=/"f('±^)*(£r)*' 


0 


die  partielle  Differentialgleichung 

befriedigen,  wenn  g>  irgend  eine  der  n  verschiedenen  Lösungen 
der  Differentialgleichung  (Hhl)*i/;^")  +  ilt/;  =  0  bedeutet.  (Im  Falle 
Hl  =  2,  also  p  =  00,  sind  a^  durch  e^,  da  durch  dß  und  die  Grenzen 
darcb  —  00  nnd  -{-oo  zw  ersetzen).  An  dieses  Ergebnis  werden 
Erörterungen  tlber  seine  Anwendbarkeit  geknüpft  T. 


K.  M.  Pbterson.     üeber  Integration  partieller  Differen- 
tialgleichungen.     III.  Abhandlung.      Mosk.  s.  x.  Lief.  2. 

(Rvasisch). 

Diese  Abhandlung  ist  der  Entwickelung  von  tiefsinnigen 
Betraebtnngen  des  verstorbenen  Verfassers  über  die  Theorie  der 
Integration  partieller  Differentialgleichungen  verschiedener  Ordnun- 
gen mit  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger  Veränderlicher  ge- 
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widmet.     Die  beiden  früheren  Abhandlungen  (Bd.  VIII.  8.  291  nnd 
Bd.  IX.  S.  137)  beschäftigten  sich  mit  derselben  Frage  im  Falle 
zweier  unabhängiger  Veränderlichen. 
Hat  man  eine  Differentialgleichung: 

(1)        E  =  da)  +  Xdx+Ydy  +  Zdz  +  "'  =  0 

zwischen  den  Veränderlichen  w,  x,  y,  s,...,  wo  X,  Y,  Z, ... 
irgend  welche  gegebene  Functionen  derselben  Veränderlichen  be- 
zeichnen, und  sieht  man  w  als  Function  der  anderen  an,  so  hat 
man  auch  eine  Gleichung: 

(2)         du)  =  ^dx+i]dy  +  l^dz-\-''*, 

wo  durch  die  griechischen  Buchstaben  die  partiellen  Derivirteu 
bezeichnet  sind.  Lässt  man  nun  die  Veränderlichen  so  variiren, 
dass  zwischen  denselben  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

(3)         A  =  dy  —  udx  =  0;  fi  =  dz  —  vdx  =  0,  C  =  0, . . . 

(fi,  t;  beliebige  Functionen  derselben  Veränderlichen),  so  wird  die 
gegebene  Gleichung  (1)  folgende  Gestalt  annehmen: 

E  =  (^-f  M?7  4-rC+-'---}-Ä)^x  =  0, 

wo  k  =  X+uY  +  vZ  +  '"  ist,  und  also  wegen  Willkürlichkeit 
von  dx  in  folgende  partielle  Differentialgleichung  übergehen: 

(4)        F=  ^^utj  +  vK-i h^'  =  0. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  drückt  also  dieselbe  Ab- 
hängigkeit zwischen  u),x,yjZ...  aus,  wie  die  Gleichung  (I),  die 
jetzt  auch  geschrieben  werden  kann: 

(5)        E  =  dw-\'kdx=^0 

unter  den  Bedingungen,  die  durch  die  Gleichungen  (3)  aus- 
gedrückt sind.  Darum  unterscheidet  der  Verfasser  drei  Arten 
von  Gleichungen,  mit  denen  man  bei  Integration  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen zu  thun  hat:  1)  unbedingte  Gleichungen,  wie 
(2),  die  aus  dem  Begriff  der  Function  mehrerer  Veränderlichen 
folgen;  2)  bedingte  Gleichungen  wie  (5),  die  unter  den  Bedin- 
gungen (3)  stattfinden,  und  3)  die  Bedingungsgleichungen (3) 
selbst.  Dieselben  drei  Arten  von  Gleichungen  begegnen  uns  auch 
bei  der  Integration  linearer  partieller  Gleichungen  von  höheren 
Ordnungen.     Diese  Einteilung  der  Gleichungen  in  drei  Arten  ist 
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durch  ihr  verschiedenes  Verhalten  zu  einander  bei  der  Integration 
des  Systems  bedingt. 

Vergleicht  man  die  allgemeinste  lineare  Gleichung  «'"  Ord- 
nung F  =  0  mit  m  unabhängigen  Veränderlichen  mit  derjenigen, 
in  welche  die  Differentialgleichung 

(6)         E=^Pdp+Qdq-^ \-Xdx+  Ydy  +  Zdz  +--  =  0, 

wo  p,  g, ...  die  Derivirten  bis  zur  (n— 1)**"  Ordnung  bezeichnen, 
nach  der  Elimination  der  dpjdq^,.,  mit  HUlfe  der  Gleichungen 

*=ä +!-*+"'■ 

unter  den  Bedingungen  (3)  übergeht,  so  findet  man,  dass  diese 
letzte  Gleichung  jene  allgemeinste  Form  F=0  haben  kann, 
wenn 

iV"»  ,  +  !»— 1  >:iV"» 

(wo  JV°'=   ^        ^,    ;    \ — ^^-TT ^   ist).    Diese  Ungleichung 

>>  ■  1.2:...  {rn  —  1 )  / 

wird  erfüllt:  1)  wenn  n=  1,  m  beliebig;  2)  wenn  m  =  2,  n  be- 
liebig. Dadurch  zerfallen  alle  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen in  3  verschiedene  Klassen:  1)  Gleichungen  P®'  Ord- 
nang  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen;  2)  Glei- 
chungen beliebiger  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen; 3)  alle  andern  Gleichungen. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  I.  und  II.  Klasse  wird 
immer  in  eine  bedingte  Gleichung  Fdx  =0  übergehen,  lineare 
Differentialgleichungen  III.  Klasse  nur  in  einem  besonderen  Falle. 
Durch  den  Mechanismus  der  Integration  werden  diese  3  Klassen 
Ton  Gleichungen  scharf  von  einander  unterschieden.  In  Klasse  I. 
kommt  nur  eine  willkürliche  Function  vom  ttt— 1  Argumenten  vor, 
in  Klasse  IL  hängen  die  vorkommenden  Functionen  von  je  einem 
Argumente  ab;  was  nicht  mehr  in  der  III.  Klasse  der  Fall  ist. 

Es  würde  schwer  fallen,  in  einer  kurzen  Notiz  über  diese 
lierolich  grosse  Abhandlung  ihren  ganzen  Inhalt  zu  skizziren:  wir 
wollten  nur  die  Grundideen  andeuten,  um  so  mehr,  als  im  Nach- 
lass  des  Verfassers  eine  deutsche  Abhandlung  über  denselben 
Gegenstand  gefunden  worden  ist.  Ty. 


FoctMfar.  d.  Math.  XIV.  1.  20 
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Capitel  7. 

Variationsreclinung, 

E.  Fergola.     Richiamo  a  proposito  di  una  formola  re- 
centemente  pubblicata  dal  Sig.  G.  Erdmann.    Nap.  Bend. 

XXL  161. 

Herr  Fergola  macht  die  Mitteilung,  dass  die  Formel  für  die 
höheren  Differentialquotienten  der  Functionen  von  2  anderen 
Functionen,  welche  Herr  Erdmann  in  seiner  Abhandlung:  ^Ueber 
die  Variationen  n*«  Ordnung"  (Schlömilch  Z.  XXVI.  p.  76 ;  siehe 

F.  d.  M.  XIU.  (1881)  p.  303)  herleitet,  nur  ein  specieller  Fall  der- 
jenigen ist,  die  er  bereits  im  Jahre  1858  in  einer  Note:  „Sopra 
due  formole  di  Calcolo  differenziale^  (Tortolini  Ann.  I)  veröffent- 
licht hat.  M. 


A.  LivENZOFF.      Ueber  Maxima    und  Minima   der  ein- 
fachen bestimmten  Integrale.    Mosk.  s.  x.  Lief.  i.  (RaBsiBcb). 

Es  wird  in  dieser  Note  gezeigt^  dass  die  Bedingungen,  die 
das  Polynom 

(0        y  =  A,  +  A^x  +  A^x'  +  "^  +  A„,^iX'^'^ 
so  bestimmen,  dass  das  Integral 

a 

zum  Maximum  oder  Minimum  wird,  identisch  sind  mit  den  Be- 
dingungen, dass  der  Ausdruck 


a 


+^h')/'^l--. 


wo  M[x),  JV(x),  P(x) ,...  die  Derivirten 

dF       dF      JF_ 
dy   '     dy'  '    dy"  '' 
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nach  dem  Einsetzeu  der  rechten  Seite  -von  (1)  für  y  bezeichnen, 
einer  ganzen  Function  von  x  bis  zu  Gliedern  von  der  Ordnung 
x-^  gleich  wird.  In  dem  Falle,  dass  F  keine  höheren  Potenzen 
von  y  als  die  zweiten  und  nur  die  ersten  Potenzen  von  y',  y",... 
mit  Coefficienten,  die  nur  von  x  abhängen,  enthält,  nimmt  der 
Ausdruck  (2)  die  Gestalt  an:  . 


a 


und  die  Aufgabe  kann  dann  nach  der  Methode  von  Tschebischeff 
durch  Entwickelung  der  Function 

^'*  M(z)f{z)dz 


j 


X 


in  einen  Kettenbruch  gelöst  werden.  Ty. 


J.  J.  Walker.     Solution  of  a  question  (6571  und  6598). 

Ed.  Times  XXXVI.  40-42. 

Der  Inhalt  der  Note  betrifft  die  Variation  des  Groffcon'schen 
Integrals 


fi 


(Lond.  Trans.  1868  p.  188;  s.  F.  d.  M.  I.  (1868)  p.  75),  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Umfang  der  geschlossenen  Linie  L, 
welche  die  Fläche  Sl  begrenzt,  in  eine  andere  benachbarte  über- 
gebt, die  dadurch  erzeugt  wird,  dass  jeder  Krümmungsradius  q 
in  Q  um  ein  Stück  ^/'(^)  verlängert  wird,  wo  fi  eine  unendlich 
kleine  constante  Grösse  ist.    Es  wird 

V  1  »  J  y 

WO  (,,/,  die  Längen  der  Tangenten  sind,  die  von  dem  Punkte 
j?,  y  an  Sl  gezogen  werden,  ^^  und  q^  die  Krümmungsradien  der 
entsprechenden  Berührungspunkte,  q  der  Krümmungsradius  in 
einem  beliebigen  Punkte  der  Gurve  und  tf  die  Neigung  des 
Radius  zu  einer  festen  Linie  in  der  Ebene.  Die  Integration  er- 
streckt sich  auf  die  ganze  Ebene  ausserhalb  i2. 

20* 
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Geht  man  von  dein  Crofton'schen  Integral' 

u 

(ib.  p.  190)  aus  und  lägst  nur  die  innere  Begrenzung  variiren, 
so  erhält  man 

WO  ^  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Tangenten  ist,  die  von 
irgend  einem  Punkte  an  die  innere  und  äussere  Begrenzung  ge- 
zogen werden,  c  ist  eine  Sehne,  die  von  der  äusseren  Begren- 
zung ein  Segment  3  abschneidet  und  die  innere  berührt;  w  ist 
der  Winkel,  den  c  mit  einer  festen  Linie  bildet. 

Lässt   man  allein    die  äussere   Begrenzung  variiren,  so  er- 
hält man 

y  (n-  ^) Qf(g)dq^  =  ^ "  \/%f(Q)dq>  \  rfcti, 

0  U  0 

worin  q  jetzt  der  Krümmungsradius  der  äusseren  Begrenzung 
an  der  Stelle  ist,  wo  die  Tangenten  der  inneren  den  Winkel  & 
bilden;  ß  ist  der  Winkel  zwischen  den  Normalen  in  den  End- 
punkten von  c.  Die  Integration  erstreckt  sich  auf  den  Ring 
zwischen  beiden  Begrenzungen.  M. 


Siebenter  Abschnitt. 

Functionentheorie. 

Capitel  1 
Allgemeines. 

■ 

P.  DU  Bois-Reymond.  Die  allgemeine  Functionentheorie. 
I.  Teil.  Metaphysik  und  Theorie  der  mathematischen 
Grundbegriffe:  Grösse,  Grenze,  Argumentund  Function. 

Täbingeo.    Laapp. 

Die  neueren  Theorien  der  irrationalen  Zahlen  suchen  den 
Boden  der  Arithmetik  festzuhalten,  indem  sie  sich  eines  Ver- 
fahrens der  mathematischen  Begriffsbildung  bedienen,  dem  man 
schon  im  fünften  Buche  von  Enclid  begegnet.  Gestützt  auf  die 
Annahmen  der  Alten  über  die  gerade  Linie  kann  man  dann  leicht 
zeigen,  dass  jeder  Strecke  eine  Zahl  zugeordnet  werden  könne; 
während  der  umgekehrte  Satz^  dass  auch  jeder  Zahl  eine  Strecke 
entspreche,  als  ein  Axiom  oder  als  gleichbedeutend  mit  der  An- 
nahme der  Stetigkeit  der  Geraden  anzusehen  ist.  Früher  wur- 
den die  irrationalen  Zahlen  manchmal  aus  der  Geometrie  abge- 
leitet, jedoch  die  eigentliche  Bedeutung  dieses  Vorgehens  wurde 
nicht  erkannt. 

Herr  du  Bois-Reymond  betrachtet  die  letztere  Methode  als 
consequent  In  der  Tat  ist  die  Arithmetik  wie  die  Geometrie 
eine  Naturwissenschaft,  und  zwar  hervorgegangen  aus  dem  linea- 
ren Grössenbegriff,  d.  i.  aus  der  Vorstellung  von  Grössen,  welche 
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dieselben  Eigenscharten  besitzen  wie  die  Strecken  einer  begrenz- 
ten Geraden,  so  dass  sie  sich  ihr  Punkt  für  Punkt  zuordnen 
lassen;  so  wird  als  Grundproblem  der  Analysis  der  Nachweis 
derjenigen  Grösse  auftreten,  welche  einem  arithmetischen  Grenz- 
übergänge entspricht.  Diese  Aufgabe  wird  formulirt  durch  das 
,,allgemeine  Convergenzprincip",  d,  i.  den  Satz:  Wenn  der  Unter- 
schied f(Xj)  —  f(x),  x^>x  gedacht,  von  einem  hinreichend  grossen 
Wert  von  x  an  und  für  beliebige  Werte  des  Unterschiedes  x^  —x 
unter  einer  beliebig  kleinen  Zahl  bleibt,  so  hat  die  Function  /(x) 
einen  bestimmten  Grenzwert  7,  d.  h.  es  existirt  eine  Grösse  Y  mit 
der  Eigenschaft,  dass  der  Unterschied  Y—f{x)  von  einem  hin- 
reichend grossen  Werte  von  x  an  kleiner  ist  als  eine  beliebige 
kleine  Zahl.  Der  Herr  Verfasser  stellt  jedoch  nicht  diese  ali- 
gemeine Aufgabe  an  die  Spitze,  sondern  das  darunter  enthaltene 
Problem  der  Grenze  eines  endlosen  nicht  periodischen  Decimal- 
bruches.  Er  zeigt,  dass  das  Problem  der  Decimalbruchgrenze 
nach  zwei  einander  schroff  gegenüberstehenden  Anschauungen, 
der  idealistischen  und  empiristischen,  behandelt  und  gelöst  wer- 
den könne.  Um  ihren  unversöhnlichen  Gegensatz  hervortreten 
zu  lassetv,  entwickelt  er  sie  ganz  unabhängig  von  einander,  in- 
dem er  abwechselnd  einem  Vertreter  der  einen  und  einem  der 
anderen  Ansicht  das  Wort  erteilt.  Die  Discussion  derselben  führt 
zu  folgendem  Ergebnis.  Der  Idealist  glaubt  an  die  Wirklichkeit 
unvorstellbarer,  durch  unsern  Denkvorgang  geforderter  Begriffs- 
grenzen. Dazu  gehören  die  geometrischen  Grundbegriffe:  Punkt 
Linie,  Fläche;  die  vollkommene  Gerade  und  das  genaue  Mass, 
endlich  das  Unendlichgrosse  und  das  Unendlich  kleine.  Wahrend 
der  Empirist  bei  der  Tatsache  stehen  bleibt,  dass  die  Einheits- 
strecke unbegrenzt  viele  Punkte  enthalte,  schreitet  der  Idealist 
zur  Erklärung  fort:  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  unendlich  gross. 
Daraus  folgert  er  die  Existenz  des  Unendlichkleinen,  indem  diese 
Strecke  entsprechend  der  unendlichen  Anzahl  ihrer  Punkte  in 
unendlich  viele  Teilstrecken  zerfallen  muss,  deren  keine  end- 
lich sein  kann.  Die  unendlichkleinen  Strecken  bilden  gegen- 
über den  endlichen  eine  neue  Art  von  Grössen,  die  unter  sich 
jedoch    dieselben    Eigenschaften    besitzen,    wie    die    endlichen 
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Grössen.  Die  Null  mnss  dem  Idealisten  in  der  Analysis  entbehr- 
lieh erscheinen.  Der  Empirist  verharrt  stets  innerhalb  der  Gren- 
zen des  natttrlichen  Vorstellungsgebietes.  Er  giebt  zwar  das  be- 
liebig Genaue  in  der  Geometrie  zu,  nennt  aber  das  ideal  Genaue 
ein  Axiom.  Der  Punkt  ist  ihm  ein  nach  allen  Richtungen  hin 
beliebig  kleiner  Raum,  die  Linie  ein  Faden  von  beliebig  kleinem 
Querschnitt  Für  ihn  giebt  es  nur  endliche  Grössen,  darunter 
auch  solche,  die  über  Jedes  noch  so  grosse  Mass  wachsen  oder 
unter  jedes  noch  so  kleine  sinken.  Der  Idealist  löst  das  Grenz- 
piDblem,  indem  er  den  Unterschied  zwischen  der  Grenze  und  den 
sie  bestimmenden  Strecken  schliesslich  dem  Vorstellungsgebiet 
entrückt,  der  Empirist  aber,  indem  er  die  letzteren  schliesslich 
mit  der  Grenze  zu  einer  Vorstellung  sich  vermengen  lässt.  Die 
Systeme  des  Idealismus  und  Empirismus  sind  bisher  schwerlich 
scharf  auseinandergehalten  worden.  (Selbst  auf  dem  Gebiete 
der  Geometrie,  wo  einzelne  Einwürfe  des  Empirismus  doch  schon 
lange  vorgekommen  sind,  wurde  derselbe  erst  von  Herrn  Pasch 
in  seinen  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie  (1882,  s.  d.  Bd. 
Abschn.  VIII.  Cap.  .o  A.)  consequent  durchgeführt.)  Für  die  Func- 
tionentheorie  fordert  der  Herr  Verfasser  eine  neutrale  Darstellungs- 
weise, d.  h.  eine  solche,  die  keiner  der  beiden  Anschauungen 
widerspricht.  Es  darf  die  idealistische  Metaphysik,  das  Unend- 
lichgrosse und  das  Unendlichkleine  nicht  benutzt  werden,  eben- 
sowenig aber  auch  die  empiristische  Idee  des  beliebig  Genauen, 
80  dass  Begriffe  wie  Grösse,  Wert,  Strecke  im  idealistischen  Sinne 
gebraucht  werden  können.  Die  vorstehende,  vorwiegend  erkennt- 
nistheoretische Untersuchung  des  Grenzproblems  bildet  den  In- 
halt des  ersten  und  zweiten  Capitels.  Das  dritte  Gapitel  „über 
das  Argument"  giebt  die  Lehre  von  der  Punktverteilung,  ferner 
die  Lehre  von  der  Abzählbarkeit  und  den  relativen  Mächtigkeiten 
unbegrenzter  Vielheiten  nach  Herrn  G.  Cantor.  Nach  der  Ter- 
minologie des  Herrn  Verfassers  werden  die  unendlichen  Punkt- 
systeme auf  der  Argumentstrecke  eingeteilt  in  Pantachien,  Apan- 
tachien  und  solche,  die  sich  nicht  in  eine  endliche  AnzahKpan- 
taehiseher  und  apantachischer  Strecken  zerlegen  lassen.  Zu  den 
Apantachien  gehören  die  integrirbaren  Systeme^  was  aber  nicht 
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umgekehrt  werden  darf.  Das  Capitel  schliesst  mit  der  idealistisch- 
empiristischen  Kritik  der  vorsteheuden  Theorie,  aus  welcher  her- 
vorgeht, dass  das  Zahlencontinuum  (0,1)  nur  für  den  Idealisten 
existire,  d.  h.  eine  veränderliche,  endliche  Punktmenge,  die  durch 
Vermehrung  sich  der  Menge  aller  möglichen  Punkte  unbegrenzt 
näherte,  giebt  es  nicht.  Das  vierte  Capitel  „über  die  Function** 
erklärt  den  allgemeinen  Functionsbegriff,  erörtert  die  Beziehun- 
gen des  einzelnen  Functionswertes  zu  seinen  Nachbarwerten  und 
knüpft  hieran  die  wichtigsten  Sätze  über  stetige  Functionen.  Aus 
dem  letztgenannten  Gebiete  sei  hervorgehoben  der  Begriff  des 
Grades  der  Stetigkeit  r[x,J)  in  einem  Punkte  x,  Ist  f(x)  im 
Intervalle  (0,1)  durchaus  stetig,  so  existirt  eine  Function  r(a?,^/), 
die,  ohne  je  zuzunehmen,  mit  J  unter  jede  Grenze  sinkt  und  zu 
f(x)  in  folgender  Beziehung  steht: 

Im  fünften  Capitel  „über  den  Endverlauf  der  Functionen"  findet 
man  den  Beweis  des  oben  erwähnten  Convergenzprincipes  und 
daraus  abgeleitete  Sätze,  die  Lehre  von  den  Unbestimmtheits- 
Grenzen  und  -Enveloppen  und  den  Beweis  des  allgemeinen  Diver- 
genzprincipes:  „Wenn  der  Unterschied  f{^i)—f(x)  nicht  für  alle 
Werte  x  und  x^,  die  oberhalb  einer  hinlänglichen  Grösse  befind- 
lich sind,  unterhalb  einer  beliebig  kleinen  Grösse  bleibt,  so  bat 
f(x)  keinen  festen  Limes."  Am  Schlüsse  des  Capitels  wird  der 
vollständigen  Pantaehie  der  linearen  Grössen,  d.  i.  dem  Zahlen- 
continuum, die  infinitäre  Pantaehie  gegenüberstellt.  « St. 


J.  HoüEL.     Considörations    ^lÄiientaires    sur  la  g^ndra- 
lisation  successive  de  Tid^e  de  quantitö  dans  Tanalyse 

mathömatique.     Bord.  M6m.  (-2)  V.  149-196. 

Eine  elementare  und  übersichtliche  Darlegung  der  successiven 
Entwickelung  des  Grösscnbegriffs.  Der  Ideengang  der  Darstelluog 
ist  folgender:  Von  den  ganzen  Zahlen  und  den  mit  denselben 
vorzunehmenden  elementaren  Rechnungsoperationen  ausgehend, 
werden  zunächst  die  formalen  Gesetze  für  diese  Operationen  auf- 
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gestellt,  die  amgekehrt  wieder  zur  Definition  der  Operationen 
dienen  können.  Die  Geometrie  lässt  gewisse  in  der  Ebene  mit 
Strecken  vorzunehmende  Operationen  als  jenen  formalen  Ge- 
setzen unterworfen  erkennen,  die  sonach  mit  den  obigen  Rechen- 
operationen identificirt  werden  können,  und  an  denen  sich  fQr 
die  abstracte  Grössenlehre  die  Formulirungen  successive  der 
negativen,  gebrochenen  irrationalen  und  complexen  Grössen  ent- 
wickeln lässt. 

Die  Arbeit  soll  ersichtlich  einer  ersten  Einfuhrung  in  den 
Gegenstand  dienen.  Dadurch  ist  das  Absehen  von  der  vorhan- 
denen Literatur  des  Gegenstandes  gerechtfertigt,  und  das  Nicht- 
eingeben auf  eine  Discussion  der  Bedenken,  welche  einer  un- 
mittelbaren Gleichstellung  des  aus  geometrischen  Vorstellungen 
gewonnenen  Grössenbegriffs  und  des  successive  aus  den  Zahlen- 
operationen abgeleiteten  der  abstracten  Grössenlehre  entgegen- 
stehen. Doch  hätten  Incorrectheiten  des  Ausdrucks  vermieden 
werden   können,    wie  pag.  183,  184  der  Satz,  dass  die  Punkte 

1 1,  wo  n  eine  incommensurable  reelle  Zahl  bedeutet,  die  ganze 
Peripherie  des  Einheitskreises  ausmachen.  Dk. 


H.  DuREGE.     Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexen  veränderlichen  Grösse.    Dritte  Aufl.  Leipzig. 

Tenboer. 

Ueber  den  Plan  des  Buches  ist  F.  d.  M.  V.  (1873)  p.  217 
berichtet  worden.  Die  vorliegende  dritte  Auflage  hat,  abgesehen 
von  zahlreichen  kleineren  Verbesserungen  folgende  Aenderungen 
erfahren.  Nach  der  Einfuhrung  der  Riemann'schen  Kugelfläche 
wird  der  Nachweis  hinzugefügt,  dass  fUr  eine  gegebene  alge- 
braische Function,  unter  Berücksichtigung  des  unendlich  grossen 
Wertes  der  Variabein,  die  Bildung  der  Riemann'schen  Fläche 
immer  möglich  ist.  Der  Abschnitt  über  die  allgemeinen  Eigen- 
Bchaften  der  Functionen  schliesst  mit  der  Darstellung  einer  Func- 
tion durch  eine  convergente  Reihe  in  der  Umgebung  eines  Punktes, 
der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  in   welchem  aber  die  Function 
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unstetig  wird.  Im  folgenden  Abschnitt  werden  die  beiden  Arten 
der  Unstetigkeit  genauer  erörtert.  In  dem  neunten  Abschnitt, 
der  von  den  einfach  und  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen 
handelt,  ist  der  Riemann'sche  Hauptsatz  über  die  letzteren  mehr- 
fach ergänzt.  In  einer  nachträglichen  Bemerkung  am  Ende  des 
Buches  ist  gezeigt,  dass  man  bei  der  von  Riemann  ursprünglich 
aufgedtellten  Fassung  seines  Satzes  alle  Schwierigkeiten  ver- 
meidet und  sofort  die  Folgerungen  erhält.  FUr  den  Satz  selbst 
wird  ein  von  Herrn  Lippich  gegebener  Beweis  hinzugeftigt,  der 
einige  Eigenschaften  allgemeiner  Liniensysteme  voraussetzt.  Hier- 
aus ergeben  sich  noch  Folgerungen  für  eine  beliebige  mit  Rand- 
curven  behaftete  Riemann'sche  Fläche,  und  eine  Erweiterung  des 
Euler'schen  Satzes  von  den  Kanten,  Ecken  und  Flächen  eines 
Polyeders.  M. 


C.  G.  J.  Jacobi.     Gesammelte  Werke.   IL  Band.    Heraus- 
gegeben  von    K.    Weierstrass.    Berlin.   G.  Reimer. 

Wie  wir  bereits  in  unserem  Referate  über  den  ersten  Band 
(8.  F.  d.  M.  Xm.  (1881)  p.  20)  erwähnt  haben,  sollten  die  beiden 
ersten  Bände  der  auf  Veranlassung  der  Königl.  Preussischen 
Akademie  der  Wissenschaften  herausgegebenen  Werke  Jacobi's 
alle  Abbandlungen  desselben  über  elliptische  und  Abersche  Tran- 
scendenten  umfassen.  Die  in  den  vorliegenden  2^°  Band  auf- 
genommenen 21  von  Jacobi  bereits  veröffentlichten  Abbandlungen 
sind  streng  chronologisch  geordnet.  Ihnen  folgen  fünf  Abhand- 
lungen aus  dem  Nachlasse  Jacobi's,  welche  bis  auf  die  letzte 
nach  seinem  Tode  von  Anderen  im  Borchardt'schen  Journal  ver- 
öffentlicht sind.  Der  reinen  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
gehören  folgende  Abhandlungen  an:  15)  „lieber  die  unmittelbare 
Verification  einer  Fundamentalformel  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen",  Grelle  J.  XXXVI.  p.  75-80,  worin  die  Reihe 

l^.^rs+Ä-')+9V+Ä"')-  9^(a'+Ä-')+  etc. 
als  unendliches  Product  dargestellt  wird;     16)  „lieber  die  par- 
tielle Differentialgleichung,   welcher  die  Zähler  und  Nenner  der 
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elliptischen  Functionen  6en»ge  leisten^  Grelle  J.  XXXVI.  p.  80-88; 
IT)  „Ueber  die  Differentialgleichung,  welcher  die  Reihen 

l±2q  +  2q*±2q'+  etc.,  2\^q  +  2)^q^ +2^7^  +  etc. 
Genüge  leisten",  Grelle  J.  XXXVL  p,  97-112;  und  aus  dem  Nach- 
lass:  23)  ^Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  Potenz- 
reihen, Grelle  J.  LIV.  p.  82-97,  mitgeteilt  durch  G.  W.  Borchardt. 
Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  enthalten  folgende  Ab- 
handlungen: .3)  „üeber  die  Figur  des  Gleichgewichts,"  Poggen- 
dorff  Ann.  XXXIII.  p.  229-233.  18)  „üeber  eine  particuläre  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung 

Grelle  J.  XXXVI.  p.  113-134.  Die  Differentialgleichung  wird  auf 
elliptische  Goordinaten  transformirt,  dann  mit  Benutzung  der 
elliptischen  Functionen  ein  particuläres  Integral  derselben  auf- 
gestellt. 19)  „Ueber  unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zu- 
gleich in  zwei  verschiedenen  quadratischen  Formen  enthalten 
sind",  Grelle  J.  XXXVII.  p.  61-94  u.  222-254,  wp  die  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  auftretenden  ^-Reihen  auf  Probleme 
der  Zahlentheorie  angewendet  werden.  21)  „Auszug  eines  Schrei- 
bens von  G.  G.  J.  Jacobi  an  E.  Heine",  Grelle  J.  XLII.  35-40, 
welches  die  elliptischen  Functionen  zur  Lösung  der  von  Lamö 
betrachteten  Gleichung 

benutzt  24)  „Ueber  die  Abbildung  eines  ungleichaxigen  EUip- 
soids  auf  einer  Ebene,  bei  welcher  die  kleinsten  Teile  ähnlich 
bleiben",  Grelle  J.  LIX.  74-88,  mitgeteilt  von  S.  Gohn.  25)  „So- 
lution nouvelle  dun  problöme  fondamental  de  geodösie",  Astr. 
Nachr.  XLL  p.  210  u.  f.,  Grelle  J.  Uli.  p.  335-341,  mitgeteilt  von 
E.  Luther.  Und  endlich  die  berühmte  Abhandlung:  20)  „Sur  la 
rotation  d'un  corps."  Extrait  d'une  lettre  adress^e  k  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Paris,  Grelle  J.  XXXIX.  p.  292-350,  worin  die 
neun  Cosinus  des  Problems  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 

^y j  und  Hi^ j   als   Functionen   der  Zeit   ausgedrückt 
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werden.  Aus  dem  Nacblass  wird  als  FortsetzuDg  dieser  AbbaDd- 
lung  hier  zum  ersten  Mal  veröffeDtlicbt:  26)  Fragments  sur  la 
rotation  d'un  corps  tir^s  des  manuscrits  de  C.  6.  J.  Jacobi  et 
communiqu^s  par  E.  Lottner.**  A.  „Second  memoire  sur  la 
rotation  d*un  corps  non  souniis  k  des  forces  acc6l^ratrices^ 
(p.  427-467).  .nSuppliment  au  memoire  pr^cedent.  Expressions 
elliptiques  des  cosinus  des  angles  qu'un  Systeme  quelconqae 
d^axes  reetanguiaires  fixes  dans  le  mobil  fait  avec  les  axes  des 
Xj  y,  2  fixes  dans  Tespace"  (p.  468-476).  B.  „Nouvelle  thöorie 
de  la  rotation  d*un  corps  de  r^volutiou  grave  suspendu  en  un 
point  quelconque  de  son  axe"  (p.  477-492).  C.  „Sur  la  rotation 
d^un  Corps  de  r^volution  grave  autour  d'un  point  quelconque  de 
son  axe"  (p.  493-514). 

Mit  der  Integration  eines  Systems  byperelliptiscber  Differen- 
tialgleichungen beschäftigt  sich  die  Abhandlung  13)  „lieber  eine 
neue  Methode  zur  Integration  der  byperelliptischen  Differential- 
gleichungen und  über  die  rationale  Form  ihrer  vollständigen 
algebraischen  Integralgleichungen"*,  Grelle  J.  XXXII.  p.  220-226- 

Das  Abersche  Theorem  behandeln:  1)  „De  theoremate 
Abeliano  observatio^',  Grelle  J.  IX.  p.  99,  und  7)  „Demonstratio 
nova  theorematis  Abeliani",  Grelle  J.  XXIV.  p.  28.  Die  Theorie 
der  Aberschen  Functionen  wird  weiter  ausgebaut  in  folgenden 
Abhandlungen:  2)  „Gonsiderationes  generales  de  transcendentibus 
Abelianis",  Grelle  J.  IX.  p.  394-40*3,  worin  die  Analogie  mit  den 
elliptischen  Transceudenten  durchgeführt  wird.  4)  „De  functio- 
nibus  duarum  variabilium  quadrupliciter  periodicis,  quibus  theoria 
transcendentium  Abelianarum  innititur"*,  Grelle  J.  XIII.  p  55-78. 
H)  „Ueber  die  Additionstheoreme  der  Aberschen  Integrale  2*" 
und  3**^  Gattung^  Grelle  J.  XXX.  p.  120-126.  9)  „Note  sur  les 
fonctions  Aböliennes'*,  Bull.  P^tersb.  II.  No.  7,  Grelle  J.  XXX.  p. 
183-184.  10)  und  11)  „Extrait  de  deux  lettres  de  Gharles  Hermite 
ä  G.  G.  J.  Jacobi  et  d'une  lettre  de  Jacobi  adress^e  ä  Hermite"", 
Grelle  J.  XXXII.  p.  277-299;  XXXII.  p.  176-181,  worin  die  Teilung 
der   Argumente  der  Aberschen  Functionen,   der  Ausdruck    von 

sinam  (n,  k)  durch  sinamf — ,  ).\   der   Beweis  des  AbeVschen 
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Theorems  für  elliptische  FuDctionen,  die  Addition  der  Argumente 
and  der  Parameter  in  den  Aberschen  Integralen  3*^^  Gattung  und 
die  Vertauschung  von  Argument  und  Parameter  zur  Sprache  kom- 
men. 12)  „Ueber  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment bei  der  dritten  Gattung  der  Aberschen  und  höheren  Tran- 
seendenten^  Grelle  J.  XXXII.  p.  185-196.  Und  aus  dem  Nach- 
las»:  22)  „Ueber  die  Substitution 

(ax^+2bx+c)y^  +  '2{a!x'+^Vx+cf)y+a''x'+2Wx+c"  =  0, 
and  tlber  die  Beduction  der  Aberschen  Integrale  erster  Ordnung 
in  die  Normalform",  Grelle  J.  LV.  p.  1-14,  mitgeteilt  durch 
F.  Richelot.  Ferner  ist  hier  zu  erwähnen  der  Nekrolog  Göpers: 
14)  „Notiz  über  A.  Göpel",  Grelle  XXXV.  p.  313-317,  worin  eine 
Uebersicht  der  Resultate  der  GöpeUschen  Dissertation:  „De 
aeqnationibus  secundi  gradus  indeterminatis",  Berlin  1835;  gegeben 
wird,  und  der  wichtigen  Abhandlung:  „Theoriae  transcendentium 
AbeliaDarum  primi  ordinis  adumbratio  levis",  welche  die  Aufgabe 
behandelt,  die  umgekehrten  Functionen  der  ersten  Klasse  der 
Abel'schen  Integrale  wirklich  darzustellen. 

Anwendungen  der  Aberschen  Transcendenten  enthalten 
folgende  Abhandlungen:  6)  „Note  von  der  geodätischen  Linie  auf 
einem  Ellipsoid  und  den  verschiedenen  Anwendungen  einer  merk- 
wQrdigen  analytischen  Substitution^,  Grelle  J.  XIX.  p.  309-313. 
Und  5)  „De  nsu  theoriae  integralium  ellipticorum  et  integralium 
Abelianornm  in  analysi  diophantea",  Grelle  J.  XIII.  p.  353-355. 

Die  Anmerkungen  enthalten  ausser  einigen  Notizen  über 
Aenderungen,  die  hier  und  da  nötig  gewesen  sind,  einen  kürzlich 
von  Herrn  Prof.  Weierstrass  unter  den  Papieren  Borchardt's  auf- 
gefandenen  Aufsatz  Jacobi's  „Zur  Geschichte  der  elliptischen 
und  Abel'schen  Transcendenten",  dem  ein  Teil  der  obigen  Notiz 
&ber  Göpel  entnommen  zu  sein  scheint,  und  der  für  die  Geschichte 
der  Theorie  der  elliptischen  und  hyperelliptischen  Functionen 
yieies  Interessante  enthält  M. 


L.  Saltel.      Siir   un    moyen   d'6tendre    la    thöorie    des 
imaginaires  sans  faire  usage  des  imaginaires.  C.  R.  XCIV. 

160-169.  Dk. 
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P.  DziwiNSKi.      Richtungszahlen ,    ihre    Bedeutung    und 
Anwendung  in  der  Mathematik.    Pr.  Jaroelaw.  (Polnisch). 

Darstellung  der  elementaren  Theorie  complexer  Zahlen, 
welche  als  Repräsentanten  der  Punkte  einer  Grundebene  definirt, 
Drehungs-  und  Richtungszahlen  genannt  und  durch  das  Symbol 
Aa  (A  Länge  des  Radius  vector  des  Punktes,  a  der  Winkel, 
welchen  dieser  Radius  mit  der  positiven  Richtung  der  x-Axe 
bildet)  dargestellt  sind.  Den  Inhalt  der  Schrift  bildet  die  Theorie 
der  Operationen  mit  den  Drehungs-  und  Richtungszahlen,  ihre 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Logarithmen,  auf  goniometriscbe 
Functionen  und  auf  einige  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie. Dn. 


P.  Cazzaniga.     II  calcolo  dei  simboli  d'operazione  ele- 
mentaremente  esposto.   Batt.  G.  xx.  48-78,  194-230. 

Zweck  der  umfangreichen  Abhandlung  ist,  eine  elementare 
Theorie  der  Operationen,  wie  sie  Ton  Gregory,  Boole,  Rob.  Car- 
michael  und  Andern  entwickelt  ist,  nebst  Anwendungen  zu  geben. 
!Nach  Auseinandersetzung  der  Bedeutung  der  distributiven  Eigen- 
schaft einer  Operation  und  anderer  Principien  werden  die  distri- 
butiven und  commutativen  Eigenschaften  zusammengesetzter 
Operationen  entwickelt.  Dann  werden  Anwendungen  auf  lineare 
Differentialgleichungen  mit  constanten  Goefficienten  und  auf  lineare 
Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  gegeben.  Die  Fortsetzung 
enthält  die  Theorie  der  inversen  Operationen  nebst  Anwendungen, 
ferner  Criterien,  ob  mehrere  Functionen  eine  Abhängigkeit  von 
gegebener  Form  von  einander  haben,  endlich  Systeme  von  Diffe- 
rential- und  Differenzengleichungen.  M. 


J.  C.  Glashan.     Forms  of  Rolle's  theorem.     SyW.  Am.  J. 

IV.  282-292    1881. 

Mit  Hülfe  eigentümlicher  symbolischer  Bezeichnungen  werden 
folgende  Formeln  aus  der  Theorie  der  Functionen  einer  reellen 
Variabein  dargestellt:  Rolle's  Fundamentalsatz,  Ausdehnung  des- 
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selben,  LagraDge's  Form,  Gauohy's  Form,  specielle  Fälle  der 
letzteren,  Erweiterung  derselben,  Ausdrücke  durch  bestimmte 
lotegrale,  Restglied  bei  Taylor,  Cayley,  Lagrange.  Dann  folgen 
die  Functionen  einer  complexen  Variabein:  allgemeine  und  be- 
sondere Formen  des  Theorems,  Restglied  in  Taylor's  Satz. 

M. 


A.  Cayley.      On   the  geometrical   representation   of  an 
eqnation  between  two  variables.  J.  Hopkine  Oirc.  1882.  210. 

Wird    die   Darstellung    zweier    Variablen  » =  x  +  iy   und 
s^oZ+ty'   durch  Punkte  in   zwei   Ebenen   auf  die  Gleichung 

^  =  y»* — 1  angewandt,  so  entspricht  einem  System  yon  Halb- 
kreisen (ans  dem  Goordinatenanfang)  in  der  einen  Ebene  eine 
Schaar  yon  lemiscatenartigen  Gurven  in  der  anderen. 

Schg. 

A.  Cayley.     On    associative   imaginaries.    J.  HopkiDs  Giro. 
1882.  211-212. 

Die  imaginären  Grössen  Xj  y  werden  deiinirt  durch  folgende 
Gleichungen : 

aj'  =  ax-^-by 
xy  =  cx-fdy 
yx  =•  ex+fy 

y*  =  ^^+%; 

es  werden  die  Bedingungen  untersucht,  die  zwischen  den  Goef- 
fieienten  o,  6,  c,  d,  e,  f,  9,  h  bestehen  müssen,  damit  die  imaginä- 
ren Grössen  associative  Grossen  sind.  Es  ergeben  sich  zwölf 
wschiedene  Relationen  zwischen  jenen  acht  Goefficienten. 

M. 


6.  Plarr.      On   the    establishment    of   the   elementary 
principles   of  qnaternions  in  an  analytical  basis. 

Brit  Abs.  Rep.  1882. 

Gsy. 
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W.  J.  Stringham.      Determination    of  finite  quateriiion 

groups.    Sylv.  Am.  J.  IV.  345-358. 

Habon  zwei  Quaternionen  derselben  endlichen  Gruppe  eine 
Axe,  80  ist  jede  von  beiden  die  Potenz  einer  und  derselben 
Quaternion.  Sind  q,r  zwei  Quaternionen  einer  solchen  Gruppe, 
q  mit  einem  Miuimalargument,  r  so  gewählt,  dass  der  Winkel  (qr) 
möglichst  klein,  aber  von  Null  verschieden  ist,  dann  ist  r  ein 
Yector  mit  der  Periode  4.  Hat  q^  eine  Periode,  die  grösser  als 
10  ist,  so  liegen  die  Axen  aller  übrigen  Quaternionen  der  Gruppe 
in  der  zur  Axe  von  q^  senkrechten  Ebene,  und  alle  Quaternionen, 
die  nicht  Potenzen  von  q^  sind,  haben  die  Periode  4  oder  2. 
Die  grösste  Periode  einer  endlichen  Gruppe,  welche  nicht  eine 
Kreisteilungsgruppe  ist,  wird  grade  sein.  Mit  Hülfe  dieser  Sätze 
gelingt  es,  die  endlichen  Gruppen  aufzustellen. 

No. 


H,  Hankkl.       Untersuchungen    über   die  unendlich  oft 
oscillirenden  und  unstetigen  Functionen.  Klein  Ann.  xx. 

63-112. 

Wörtlicher  Wiederabdruck  der  letzten  Arbeit  von  Hankel, 
die  bisher  durch  die  Art  ihrer  Veröffentlichung  nur  schwer  zu- 
gänglich war.  lieber  dieselbe  wurde  im  zweiten  Bande  (IST 
dieses  Jahrbuches  p.  190  berichtet.  Sie  hat  auf  die  neuere  En:- 
Wickelung  der  Theorie  der  Functionen  von  reellen  Verlnder- 
lichen  einen  bedeutenden  Einfluss  ausgeübt.  Darüber,  sowie  V^: 
das  interessanteste  Gapitel  derselben,  „das  Condensationsiprir ; : 
der  Singularitäten^,  möge  man  die  Auseinandersetzangen  ot-« 
Herrn  G.  Cantor  (Klein  s  Ann.  XII.  p.  588 ,  siehe  das  Mrez.it 
Referat)  vergleichen.  Die  Schrift  enthält  im  Einzelnen  e:L.j: 
Unrichtigketten,  z.  B.  den  Satz,  dass  die  punktirt  lusTrTjrM 
Functionen  immer  integrabel  sind,  an  welchem,  wenn  wir  nur 
irren,  zuerst  Herr  Stephen  Smith  Anstoss  genommen  haL  ^r. 
d.  Jahrbuch  VII.  (1875)  p.  247.).  St. 
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6.  Cantor.     üeber  ein  neues  und  allgemeines  Conden- 
sationsprincip  der   Singularitäten  von  Functionen. 

Klein  Ann.  XIX.  588-594. 

Hankel  hat  in  seinen  „Untersuchungen  über  die  unendlich 
oft  oscillirenden  und  unstetigen  Functionen;  ein  Beitrag  zur  Fest- 
BtelluDg  des  Begriffes  der  Function  überhaupt^  (Ttibinger  Uni- 
Tersitätsprogramm  1870,  wieder  abgedruckt  in  Klein's  Ann. 
Bd.  XX.  63,  cf.  das  vorhergehende  Referat)  eine  Methode  „Con- 
densationsprincip  der  Singularitäten^  gegeben,  wonach  sich  aus 
Functionen  qp(^),  die  an  einer  gegebenen  Stelle  irgend  ein  sin- 
guläres  Vorkommnis  darbieten,  andere  Functionen  herstellen 
lassen,  welche  die  genannte  Unstetigkeit  an  unendlich  vielen  Stellen 
annehmen,  und  zwar  an  einer  tiberall  dichten  Mannigfaltigkeit 
TOü  Stellen.  Die  von  Hankel  gegebene  Methode  besitzt  aber 
einerseits  nicht  die  wünschenswerte  Einfachbeit,  weil  die  auf- 
gestellte Function  noch  durch  secundäre  Vorkommnisse  complicirt 
erscheint,  andererseits  nicht  volle  Allgemeinheit,  insofern  die  Man- 
nigfaltigkeit der  Stellen,  für  welche  die  Singularität  in  der  gebil- 
deten Function  auftritt,  sich  auf  die  Menge  der  rationalen  Zahlen 
beschränkt,  ohne  dass  in  der  vorliegenden  Form  eine  Erweiterung 
auf  beliebige  abzählbare  Zahlenmengen  möglich  erscheint. 

Herr  Cantor  giebt  nun  ein  Bildungsgesetz  (eine  absolut  und 
gleichmässig  convergente  Reihe)  für  eine  solche  Function  an,  welche 
die  singutären  Stellen  flir  eine  ganz  beliebige,  nur  abzählbare 
Mannigfaltigkeit  von  Zahlenwerten  besitzt,  und  wo  die  einzelne 
Singularität  für  sich  jedesmal  durch  ein  Glied  in  der  Reihenent- 
wickelung der  Function  charakterisirt  erscheint.  Ist  nämlich  q){x) 
eine  Function  mit  der  einzigen  singulären  Stelle  a;  =  0,  und  ist 
eine  beliebige,  abzählbare  Menge  von  Stellen  cO|,cti„...,  Wy,... 
gegeben,  so  setze  man 


V^  OD 


WO  durch  passende  Wahl  der  CoefScienten  stets  die  Reihe  von 
/(x)  absolut  und  gleichmässig  convergent  herzustellen  ist.  Da- 
durch ist  dann  eine  Fuuctiou  gebildet,  welche  an  allen  Stellen 

Fortichr.  d.  Math.   XIV.  1,  21 
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X  =  ü)y  die  durch  die  Function  q)(x)  vorgegebene  Singalarität 
besitzt  und  dabei  im  Allgemeinen  sich  sonst  völlig  regulär  ver- 
hält. An  diese  allgemeine  Formulirung  reihen  sich  zwei  specielle 
Beispiele,  welche  der  Verfasser  einer  Mitteilung  von  Weierstrass 

verdankt  Einmal  setze  man  q>(x)  =  }^x,  so  erhält  man  bei 
passender  Wahl  der  Goefficienten  Cy  in  f(x)  eine  Function,  die 
jedesmal  für  x  =  Wy  einen  unendlich  grossen  Differentialquotien- 
ten besitzt,  sonst  aber  für  alle  endlichen  Werte  von  x  endlich 
und  stetig  ist.    Zweitens  sei 

qp(x)  =  a:— —  a;.sin(— logCO)' 
wo  unter  log(a;')  der  reelle  Wert  verstanden  ist.    Bildet  man  jetzt 

f(x)  =    2;  Cyq>{x—Wy), 

WO  die  Cp  c,,...,  c^,...  positive  Grössen  sind,  welche  nur  den  Be- 
dingungen, dass 

2      Cy  und  2      [Wy]Cy 

convergente  Reihen  sind,  unterliegen  (und  das  lässt  sich  fllr  ganz 
beliebige  Werte  Wy  realisiren),  so  wird  gezeigt,  dass  f(x)  eine 
stetige  Function  ist,  welche  ebenso  wie  q>ix)  gleichzeitig  mit  x 
wächst  und  abnimmt,  und  dass  sie  mit  Ausnahme  der  Stellen  oi, 
stets  einen  bestimmten  endlichen  Differentialquotienten  besitzt, 
für  jene  Stellen  aber  einen  innerhalb  gewisser  angebbarer  Gren- 
zen unbestimmten  Differentiaiquotienten.  Dk. 


W.  Veltmann.     lieber  die  Anordnung  unendlich  vieler 
Singularitäten  einer  Function.  Schlömilch  z.  xxvil.  176-179. 

W.  Veltmann.     Zur  Theorie  der   Punktmengen. 

Schlömilch  Z   XX VII.  313-315. 

Der  Verfasser  giebt  in  den  vorliegenden  Noten  die  ersten 
Beispiele  für  discontinuirliche  Punktmengen,  die  in  keinem  noch 
so  kleinen  Intervalle  ttberall  dicht  sind,  und  fllr  welche  doch 
die  Summe  der  Umgebungen  dieser  Punkte  sich  nicht  beliebig 
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verkleiDem  lässt,  sondern  einen  endlichen  Grenzwert  besitzt.  Die 
Beispiele  betreffen  einmal  die  Anordnung  solcher  Punktmengen 
auf  einer  Curve  und  weiter  in  der  Ebene.  Es  wird  dabei  das 
Vorhandensein  von  Functionen  einer  complexen  Variablen  ange- 
deDtet,  für  welche  die  Punkte  der  Menge  wesentliche  Unstetig- 
keitsstellen  sind.  Hierauf  beziehen  sich  noch  weitere  Unter- 
guchuDgen  des  Verfassers  über  „Die  Fourier'sche  Reihe"  gleich- 
falls im  XXVII.  Bande  von  Schlömilch*s  Z.  (vgl.  diese  Fortschr. 
p.  185-187).  Auf  das  Vorhandensein  derartiger  Punktmengen  und 
weitere  zugehörige  Beispiele  haben  inzwischen  auch  Harnack 
(Klein  Ann.  XIX.  p.  239)  und  Cantor  (Klein  Ann.  XXI.  p.  590) 
aufmerksam  gemacht.  Man  vergl.  ferner  hierzu  den  Aufsatz  von 
Harnack  im  XXIII.  Bande  von  Kleines  Ann.  „Deber  die  Abbil- 
dung einer  stetigen  linearen  Mannigfaltigkeit  auf  eine  unstetige.^ 

Dk. 


H.  PoiNCARE.     Sur  les  tränscendantes  eutiferes.   0.  B.  xcv. 

23-26. 

Ffir  die  von  Weierstrass  gegebene  Darstellung  einer  ganzen 
Fonetion  in  Productform 


e<i(')  .n\{i-—)'eP(-)\ 


hat  Laguerre  den  Begriff  des  Geschlechtes  eingeführt  als  den 
Grad  n  des  höchsten  Polynoms  P(x).  Die  Note  bezweckt  einzelne 
Eigenschaften  der  ganzen  Functionen  zu  kennzeichnen,  für  welche 
der  80  eingeführte  Geschlechtsbegriff  in  gewissem  Sinne  charak- 
teristisch ist.    Insbesondere  werden  die  Sätze  angeführt:  Ist  F(x) 

eine  ganze  Function  vom  Geschlechte  n  und  ist  lim  c"**"^^  =  0, 

80  ist  auch  lim  F(aj)-  c*""^^  =  0  bei  beliebig  kleinem  |a|.  Daraus 
folgt,  dass 

y   e^^^)""^' . F[z)  .  dz, 

0 

eiue  ganze  Function  (D  von  —  repräsentirt,  und  weiter  die  Dar- 

so 

21* 
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Stellung  der  Function  F{x)  in  der  Form 


1 

z 

wo  0(ä)  jene  ganze  Function  bezeichnet  und  das  Integral  um 
den  Punkt  ä  =  0  genommen  ist.  In  etwas  weiterer  Ausführung 
sind  diese  Resultate  seither  im  Bulletin  de  la  societ^  mathema- 
tique  de  France  vol  XL  (1883)  veröffentlicht.  Dk. 


P.   Cazzaniga.      Espressione   di    fiinzioni   intere   che  in 
posti  dati  arbitrariamente  prendono  valori  prestabiliti. 

BrioBchi  Ann.  (2)  X.  279-290. 

Der  Verfasser  leitet  den  allgemeinsten  analytischen  Ausdruck 
einer  Function  /*(s)  von  z  her,  welche  an  beliebig  vorgeschriebe- 
nen Stellen  a,,  er,,  Og, .  .  .  (welche  nur  so  verteilt  sind,  dass  in 
jedem  endlichen  FlächenstUck  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher 
Stellen  sind)  vorgeschriebene  Werte  /",,  /*j,  /j,  ...  annimmt,  und 
lässt  dabei  die  Analogie  mit  der  Lagrange'schen  Interpolations- 
formel hervortreten,  welche  das  analoge  Problem  für  eine  end- 
liche Anzahl  vorgegebener  Stellen  a  durch  eine  rationale  ganze 
Function  löst.  Die  Construction  der  gemeinten  Function  gelingt 
sofort  mit  Hülfe  der  von  Weierstrass  zuerst  principiell  einge- 
führten Primfactoren.    Setzt  man 

und 


9)(ä)=  nE[—,  py), 

y  =  l  ^Oy  ^ 


WO  die  ganzen  Zahlen  py  so  gewählt  sind,   dass  für  jeden  end- 
lichen Wert  von  z  die  Reihe 


y=^l  Oy      ^Oy/ 
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coD?ergirt,  bedeutet  ferner  wX^)  eine  beliebige  ganze  Function 
TOD  s,  so  ist  durch  den  im  Endlichen  eonvergenten  Ausdruck 


^r.a    = 


(pXay)E[~,p,).e-'^(''v)' 


(wo  der  Accent  die  Differentiation  nach  z  bedeutet)  eine  Func- 
tion von  2  dargestellt,  welche  für  »  =  of^  zu  Eins,  fttr  a  =  a, , 
a,,...,  ay_i,  a^fi, ...  ZU  Null  wird.  Multipliciren  wir  das  d^^a^ 
mit  fr  und  bilden 

so  ist  damit  die  eingangs  verlangte  Function  ^(js)  hergestellt. 
För  ir,{s)  =  0  nimmt  der  Ausdruck  eine  Form  an,  welche  un- 
mittelbar der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  analog  gebaut 
ist,  und  welche  in  die  letztere  übergeht,  wenn  man  (was  bei  der 
dann  endlichen  Anzahl  der  a^  gestattet  ist)  alle  py  zu  Null 
macht 

Es  folgt  noch  die  Untersuchung  der  Gonvergenz  des  für  f{z) 
abgeleiteten  Ausdrucks  unter  der  Annahme  w^^)  =  0,  und  end- 
lich die  Entwickelung  desselben  in  eine  Potenzreihe  nach  z, 

Dk. 


K.  Weierstrass.     Recherches   sur  les  fonctions   2r-foi8 
periodiques  de  r  variables.    Darb.  BüU.  (2)  vi.  111-120. 

Eine  von  Herrn  J.  Molk  veröffentlichte  Uebersetzung  der 
Abhandlung  Borchardt  J.  IXC.  1—8,  über  welche  F.  d.  M.  XII. 
(1880)  313  berichtet  worden  ist.  M. 


G.  Mittag-Leffler.     Sur   la  thöorie  des  fonctions  uni- 
formes d'une  variable.     Extrait  d'une  lettre  adress^e 

k  M.  Hermite.     C.  R.  XCIV.  414-416,  511-514,  713-715,  781-783, 
938-941,  1040-1042,  1105-1108,  1163-1166;  XCV.  335-336. 

Fortsetzung  der  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  über 
die  Darstellung   eindeutiger  analytischer  Functionen.    Für   das 


326  ^^^'  Abschnitt.    FanctioneDtheorie. 

Frühere  vergl.  F.  d.  M.  XL  (1879)  p.  264;  XII.  (1880)  p.  311  ff; 
XIII.  (1881)  p.  307.  Nach  der  von  Herrn  Weierstrass  (Berl.  Ber. 
1880)  gegebenen  Methode  lässt  sich  folgender  allgemeine  Satz 
beweisen:  „Sind  a^,  a.,  a,,...  eine  unendliche  Rieihe  verschiedener 
Werte,  für  welche 

LimOv  =  OG 


'V 


ist,  und 

G.(y)  =  j:c<r)r         (1^  =  1,2,...,^) 

m 

ganze,  rationale  oder  transceudente  Functionen,  die  fllr  y  =  0 
verschwinden,  so  lässt  sich  immer  eine  analytische  Function  F{x) 
bilden,  die  keine  andern  singulären  Punkte  als  a,,  a^,  a,,  .  .  .  hat, 
und  die  so  beschaffen  ist,  dass  für  jeden  bestimmten  Wert  von 
V  die  Differenz 

wenn  man  x  =  a^  setzt,  einen  endlichen  und  bestimmten  Wert 
annimmt,  so  dass  sich  F(x)  in  der  Umgebung  von  a;  =  a^  in 
der  Form 

entwickeln  lässt/^  Wenn  nun  in  dieser  Darstellung,  welche  die 
Form  hat: 


CO 


F{x)=  ^F,(x)+C(x),. 


WO 

und 

F(x)  eine  bekannte  Function  ist,  und  man  will  sie   durch  eine 
Reihe  von  obiger  Form  ausdrücken,  so  handelt  es  sich  darum, 

solche  Zahlen  m^  zu  finden,  dass  die  Reihe  ^  Fy(x)  eindeutig 

»'=1 

convergent  wird,  und  die  Function  G{x)  zu  bestimmen.    Es  wird 
im  Folgenden  eine  Formel  entwickelt,   welche  ein  Mittel  bietet, 
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dieses  Problem  in  einem  sehr  allgemeinen  Falle  zu  lösen.  Diese 
Formel  wird  noch  verallgemeinert  zu  folgender: 

F(x)==G{x)i'2:Fy{x) 

WO  die  B  willkürliche,  von  z  und  x  unabhängige  Grössen  sind. 
Es  folgen  Anwendungen  auf  den  Fall,  wo 

F(a;)  =  Ä(y).r(x),     y  =  c*, 

worin  r  eine  algebraische  rationale  Function  von  a?,  und  R(y) 
eine  algebraische  rationale  Function  von  y  ist,  die  für  y  =  0 
and  ]y  =  3c  endlich  bleibt.  Unter  Anderm  ergeben  sich  daraus 
die  Entwickelungen  von  n  Gotnx,  von  denen  Herr  6yld6n  bei  der 
Störangsrechnung  Gebrauch  gemacht  hat.     Ferner  wird 

F{x)  =  f(ix),r{x) 
gesetzt,  wo  f(x)  eine  endliche  monogene  Function  mit  einer  end- 
lichen Anzahl  singulärer  Punkte,  und 

f(x  +  2fr)  =  iu/^(x),    fix  +  2«?')  =  ^'  fix), 

tc' 
wo  fp,  lo'  fij  fi'  Constanten, nicht  reell,  und  [f.t]  <  1 ,  [|u']  <  1 . 

Alsdann  giebt  der  Herr  Verfasser  einen  Auszug  aus  einer 
grösseren  Abhandlung,  die  in  den  Berichten  der  Akademie  zu 
Stockholm  erschienen  ist,  und  welche  auf  dem  obigen  allge- 
meinen Satze  die  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Func- 
tionen einer  Variabein  aufbaut.  Auch  wird  dieses  allgemeine 
Theorem  angewendet  auf  das  Studium  der  von  Herrn  Poincarö 
eingeitlhrten  analytischen  Functionen.  M. 


F.  Casorati.     Aggiunte  a  recenti  lavori  dei  sig\  Weier- 
strass  e  Mittag-Leffler  suUe  funzioni  di  una  variabile 

COmplessa.    Brioschi  Ann.  (2)  X.  261-278. 

Ebenso  wie  Herr  Mittag- LeflFler  selbst  (s.  d.  obige  Referat) 
verallgemeinert  auch  Herr  Casorati  den  von  ersterem  gegebenen 
Gedanken,  durch  eine  Summe  passend  modificirter  rationaler 
BrQche  eine   eindeutige   Function   darzustellen,    die    wie  jeder 
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dieser  Brüche  uneDdlich  wird,  dahin,  dass  er  diese  Darstellung 
auf  eine  Menge  verschiedenartiger  eindeutiger  oder  nicht  ein- 
deutiger Functionen  anwendet,  die  sich  in  der  Umgebung  einer 
gegebenen  Beihe  von  Punkten  ebenso  verhalten  wie  gewisse  för 
jeden  dieser  Punkte  gegebene,  eindeutige  oder  nicht  eindeutige, 
algebraische  oder  transcendente,  Functionen.  Insbesondere  wendet 
er  sie  an  auf  die  Darstellung  eindeutiger  Functionen  mit  einer 
unendlichen  Anzahl  solcher  wesentlichen  singulären  Stellen,  wie 
sie  Herr  Weierstrass  in  seiner  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der 
eindeutigen  analytischen  Functionen"  (Berl.  Abb.  1876)  in  end- 
licher Anzahl  betrachtet  hat.  Die  gegebene  Verallgemeinerung 
führt  zu  verschiedenen  neuen  Resultaten  über  die  eindeutigen 
und  nicht  eindeutigen  Functionen.  M. 


F.  Casorati.     SuUe  funzioni  analitiche.     Lomb.  ist.  Rend. 

(2)  XV.  250-251. 

Kurze  Notiz  über  einen  Bericht,  den  Herr  Casorati  dem 
Institut  gegeben,  und  der  die  neuesten  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers, sowie  der  Herren  Weierstrass  und  Mittag- Leffler  über 
eindeutige  Functionen  betrifft.  M. 


S.  PiNCHERLE.     Alcuni  teoremi  sopra  gli  sviluppi  in  serie 

per   funzioni    analitiche.    Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XV.  224-225. 

Einige  Sätze  über  die  Entwickelung  einer  analytischen  Func- 
tion -F(x),  die  innerhalb  eines  Kreises  um  a?  =  0  regulär  ist, 
nach  analytischen  Functionen  Po(x),  p,(a?),  p^{x),...,  die  eben- 
falls in  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  regulär  sind,  in  der 
Form: 

Pi^)   =    J:     CnP„{xl 

ohne  Beweis.  M. 
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Ch.  Hermite.  Sur  une  application  du  thdorfeme  de  M. 
Mittag-LeflFler,  dans  la  thdorie  des  fonctions.  Extrait 
d'une  lettre  adressde  ä  M.  Mittag- LeflFler.    Kronecker  J. 

XCn.  145-155. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Function  DJogr{\-\'x)  durch 
die  Formel 

war  das  erste  bekannte  Beispiel,  wo  die  divergente  Reihe  der 
einfachen  Brüche  sich  in  eine  absolut  convergente  Reihe  ver- 
wandelt, indem  man  jedem  der  Brüche  eine  Constante  hinzufügt. 
Das  zweite  Beispiel  bieten  die  elliptischen  Functionen.  In  der 
Weierstrass'schen  Formel 

ffW  _  ^r  1  1 ^  1 

Hlx)  ^  ^l  x+2mK+2m'iK'  "  'imK-^m'iW      (2mir+ 2ifi'tlf')' J 

moss  man  ein  Binom  ersten  Grades,  anstatt  der  Constanten, 
weguehmen.  Herr  Hermite  giebt  weitere  Beispiele,  wo  von  den 
einfachen  Brüchen  ein  ganzes  Polynom  von  endlichem  Grade, 
das  aber  sonst  ganz  beliebig  sein  kann,  weggenommen  wird. 
Wenn 

deren  Pole  x  =  —  »,  und  die  entsprechenden  Besidaen 

R  -^  (-O'C«- 1 )  ^«-'^)  •  •  •  («-«) 


1  .  2  ...  7/ 

8<)  ist,  wenn  a  positiv,  die  Reihe  ^"  -    --  convergent,  und  man 

x-\-n 

hat: 

An 


F^x)  =  2: 


aber  wenn  a  negativ  =  —  v-fa,  wo  v  ganz  und  a  positiv,   so 
läS8t  sich  F(x)  in  der  Form  schreiben : 

wie  es  das  Theorem  des  Herrn  Mittag-Leflfler  bedingt.    Zu  ahn- 
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,^  Br.ebe  ^'^«^^^T      JL. 

e,  ,te  «n  «nt  die  >         .^J,l»»" 

»ieHerrWeier       .'  „ent  de.  fonottons  e 

und  mr        ^"^K**;,  +1    «ß*   ^  '  Polynome  i»  «^»^  '^ 

»  V''  Tegendre  sehen  Poiyo 

.    issst-     '''        .        i«tPt  worden  ^.'--         nWedera  »"• 
^ifk«'»        r    Plarr  hergeleitet  ^  ^^^  GHea« 

<;i8»  '0»  ^-     '*  die  Reihe  nach  den  «  ^^,  „»ttlere 

•<«.  E-'^-'t  ::*»:.  die  w-a^'trx»*' 

.„le  variable  ao»' 
die  den  Bedingungen 
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r 


ZkZkdx  =  0 


^  k  und  Ä'  verschiedene  Werte  haben,  genügten, 
aen  wird  eine  ähnliche  Reihe  von  Functionen  ge- 
pennt man  nämlich  Z^,  Z^  ,...Zn-i,  und  will  man  Z„ finden, 
^enügt  dieses  folgenden  Gleichungen: 

f  ZnZ,dx  =  0,   y  ZnZ.rfj?  =  0,...   f  ZnZn-idx  =  0. 

a  0  a 

Man  kann  nun  Z^  willkürlich  festsetzen  und  nach  und  nach  die 
übrigen  Z  finden.  Es  wird  alsdann  der  Fall  betrachtet,  wo  alle  Z 
Ton  der  Form 

Z.  =  aJ,(ix)  +  aJ,{x)  +  -'  +  anfn(x) 
sind.     Dann  lässt  sich  eine  Function  q>(x),  deren  Werte  zwischen 
a  und  ß  gegeben  sind,  mit  Hülfe  der  Z  in  eine  Reihe  der  Func* 
tionen  f^,  fi,--«  entwickeln.    Für  specielle  Fälle  stimmt  Z„  mit 
dem  n**°  Legendre'schen  Polynom  überein.  M. 


P.  Cazzaniga.     Sopra  una  formola  di  Cauchy,  concer- 
nente  lo  sviluppo  di  fnnzioni  in  prodotti  infiniti. 

Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XV.  273-279. 

Es  sei  w^a)  eine  monodrome  stetige  und  endliche  Function, 
zugleich  mit  ihrer  Ableitung  w'(z)^  innerhalb  eines  Bereiches  S 
mit  dem  Umfang«,  ausgenommen  die  Punkte  ß^y  ß^,,..jßy,  in 
denen  sie  unendlich  von  den  Ordnungen  n,,  ft,,...,  n^  resp.  wird, 
und  es  verschwinde  id{z)  in  den  Punkten  a,,  a^,  ...,a^  von  den 
Ordnungen  m^,  m^,  ...,i»,,  resp.,  und  endlich  seien  die  Werte  von 
r(3)  und  u)'{&)  in  irgend  einem  Punkte  y  des  Bereiches  S  ge- 
geben, der  natürlich  von  den  ß  verschieden  sein  muss.  Alsdann 
lässt  sich  w(z)  durch  unendliche  Producte  in  folgender  Form 
auidrücken: 

(h,k  =  1,2,  3,...), 
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WO 

gesetzt  ist.    Es  ist  dies  eine  Verallgemeineraog  der  Formel  von 
Cauehy.  M. 


P.  Appell.     Thöorfemes  sur  las  fonctions  d'un  point  ana- 
lytique.    c.  XCV.  G24-626. 

Verallgemeinerung  einer  früheren  Untersuchung  (C.  R.  XCIV. 
1238).  Die  beiden  bekannten  Theoreme  von  Cauehy,  erstens, 
dass  eine  ausserhalb  einer  geschlossenen  Gurve  holomorphe  Func- 
tion dargestellt  wird  durch 


«') = i  /  -w . 


das  Integral  genommen  über  die  Grenzcurve,  und  zweitens,  dass 
eine  ausserhalb  eines  Kreises  vom  Mittelpunkt  a  holomorphe 
Function  f{x)  dargestellt  wird  durch  eine  convergente  Reihe  der 
Form 


i^'>=4''[-w(-^)L.' 


welche  sich  beide  auf  die  Ebene  beziehen,  werden  ausgedehnt 
auf  die   mehrblättrige  Riemann'sche  Verzweigungsfläche,  wobei 

an  Stelle   von   =-  das  Integral  2*®''  Gattung  Z(§,j;)  mit  dem 

Pol  (?,  t])  tritt.  H.  St. 


P.  Appell.     Relations   entre  les  r^sidus  d'une  fonction 
d'un  point  analytique  etc.    c.  R.  XCV.  714-717. 

Erweiterung  der  Untersuchung  C.  R.  XCI.  972  (s.  F.  d.  M. 
XII.  (1880)  250).  Definirt  man  in  der  durch  die  algebraische 
Gleichung    F(x,  y)  =  0   bestimmten  Riemann'schen  Fläche    eine 
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Function  0(Xj  y)  derart,  dass  sie  nur  in  den  Punkten 

(?i»'7i)»  (fjj^s)»-  ••»(?«» 7«) 
Pole  und   in  denselben  die  Residuen    il,,  il,,  . . . ,  ^  hat  und 
beim  Qeberschreiten  der   2p  Querschnitte  die  2p  Multiplicatoren 
l"o  ^M""i  f^'ip  annimmt,  so  bestehen  zwischen  den  Polen  und  den 
Besidoen  (p— 1)  Relationen  der  Form 

A«^«(?.  'yjH \- Ä^to/Jn^n)  =  0        («=  1,2,...,  p— 1), 

WO  die  Cd  gewisse  aus  algebraischen  Functionen  und  Thetafunctionen 
zusammengesetzte  Ausdrücke  darstellen,  deren  Goefficienten  von 
den  Multiplicatoren  /u  abhängen.  H.  St. 


P.  Appell.     Sur  les  fonctions  uniformes  d'un  point  ana- 
lytique  (x^  y).   C.  R.  xciv.  700-703. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung,  welche  das  Studium  der  eindeu- 
tigen Functionen  eines  analytischen  Punktes  (x,y)zum  Gegenstande 
hat,  wo  y  mit  x  durch  eine  algebraische  Gleichung  F(x,y)  =  0 
rerbunden  ist,  die  eine  Curve  m^^  Ordnung  und  p'*^  Gattung  dar- 
stellt Auf  diese  Functionen  werden  die  Theoreme  von  Weier- 
s^trass  und  Mittag -Leffier  für  die  eindeutigen  Functionen  einer 
Variabein  x  ausgedehnt.  Zunächst  werden  Functionen  mit  einer 
endlichen  Zahl  singulärer  Punkte,  welche  in  Pole  und  in  wesent- 
lich singulare  Punkte  unterschieden  werden,  in  eine  Doppel- 
reihe Yon  der  Form 

entwickelt  Alsdann  wird  mit  Hülfe  der  Function  (9(u,,  u,,...,Up) 
von  p  Variabein  mit  den  normalen  Perioden  der  Integrale  u^\x^y) 
der  allgemeinste  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function  mit  einem 
wesentlich  singulären  Punkte  (a,  V)  gebildet  Zuletzt  wird  für 
Functionen,  welche  eine  unendliche  Reihe  singulärer  Punkte 
haben,  eine  Verallgemeinerung  des  Mittag-Leff  ler'schen  Theorems 
gegeben.  M. 
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P.  Appell.      D^veloppements    en    s^rie    d'une    fonction 
holomorphe   dans   une  aire  liraitöe  par   des    arcs   de 

Cercle.    C.  B.  XCIV.  1238-1240. 

Diese  EntwickeluDgen  gelten  fUr  alle  Punkte  innerhalb  eines 
Bereiches,  der  von  n  Kreisbögen  C, ,  Cj,...  begrenzt  wird,  die 
ihre  Convexität  gegen  das  Innere  des  Bereiches  kehren,  mit  den 
Mittelpunkten  a, ,  a,,...,  a„.  Die  Darstellung  durch  eine  Summe 
rationaler  Brüche  hat  die  Form: 

it=n  v—Vi  1 

A=-i  i'r=i  (x  —  (Xk) 

wo 

Es  folgt  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Reihe  doppelt- 
periodischer Functionen  und  drittens  in  eine  Reihe  einfach-perio- 
discher Functionen.  M. 


P.   Appell.      Sur    les    fonctions    uniformes   dotiblement 
pöriodiques  ä  points  singuliers  essentiels.    C.  R.  xciv. 

936-938. 

Entwickelung  einer  doppelt -periodischen  Function,  welche 
in  dem  Bereiche  zwischen  einem  Kreise  um  das  feste  Centrum  a 
und  dem  Umfang  des  Periodenparallelogramms  für  die  Perioden 
Cr),  w'  holomorph  ist,  in  der  Form: 


^'''^''  ^  ^   IrL.n   f^''~' ^^" '"'("^^"^    ^^"^^"^  = 


du"* 

c 

Es  wird  das  Theorem  von  Mittag-LeflFler  auf  diese  eindeuti- 
gen doppelt- periodischen  Functionen  mit  wesentlich  singulären 
Punkten  ausgedehnt.  Eine  eindeutige  doppelt-periodische  Func- 
tion (D{x),  welche  in  den  Punkten  a,,  c/g,...,  a^,..  verschwindet, 
keine  Pole  hat  und  den  einen  wesentlichen  singulären  Punkt  a 
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besitzt,  lässt  sich  darstellen  in  der  Form: 


m—niy 


(a—ay)"'^^ 


wo  die  ganzen  m,,  passend  zu  wählen  sind.  M. 


G.  Ralphen.  Sur  une  s^rie  pour  d^velopper  les  fonc- 
tions  d'une  variable.    C.  E.  xcrv.  629-631. 

Die  schon  von  Tch^bycheff  (M61anges  math.  et  astr.  II.  182, 
P^tersbourg  1859)  und  Laguerre  (Bull.  S.  M.  F.  VII.  72,  s.  F.  d.  M. 
XI.  (1879)  214)  angewendeten  und  auch  von  Abel  (Oeuvres  II. 
284)  gekannten  Polynome 

-  ^       1*  "+    (1.2)'    ""  (1.2.3)'         '^  + 

werden  benutzt  zur  Entwickelung  einer  Function  in  der  Form 

/(x)  =  =  ^.+4P.(^)  +  4/',(^)+-  +  ^/'.-t(^)  +  -, 
WO  ß  willkürlich  und  die  An  von  x  unabhängig  sind.    Es  ist 

M. 

E.  PiCARD.  Sur  certaines.  fonctions  uniformes  de  deux 
variables  ind^pendantes  et  sur  un  groupe  de  substitu- 
tions  lin^aires.    c.  R.  XCIV.  579-582. 

Die  elliptische  Modulfnnction  bietet  das  erste  Beispiel  für 
eine  solche  eindeutige  Function  einer  Yariabeln,  die  durch  eine 
Gnippe  von  unendlich  vielen  linearen  Substitutionen  nicht  ge- 
ändert wird.  Die  Theorie  der  Aberschen  Functionen  bietet  hier- 
zu kein  Analogen.  Herr  Picard  hat  sich  nun  die  Aufgabe  ge- 
stellt, eindeutige  Functionen  zweier  Variabein  zu  finden,  die  den 
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ModuIfunctioDen  analog  sind.  Bei  Betrachtung  der  algebraischen 
Relation 

ist  der  Herr  Verfasser  zu  solchen  Functionen  gelangt  (C.  R.  XCIII. 
835;  vergl.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  375).  Im  Vorliegenden  wird 
eine  Ungleichung  aufgestellt,  der  die  Werte  der  Variabein  u  und  c 
der  eindeutigen  Functionen-  gentigen  müssen,  und  die  Gruppe 
der  linearen  Substitutionen  entwickelt,  welche  diese  Functionen 
unverändert  lassen.  M. 


E.  PiCARD.      8ur  les   fonctions    uniformeß    affect^es    de 
de  coupures.    c.  r.  xciv.  1405-1407. 

Herr  Weierstrass  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Zur  Theorie 
der  eindeutigen  analytischen  Functionen'*  die  analytische  Form 
jeder  Function  gegeben,  die  eine  endliche  Anzahl  wesentlicher 
singulärer  Punkte  und  eine  beliebige  Anzahl  von  Polen  hat. 
Herr  Picard  giebt  zwei  Sätze,  mit  deren  Hülfe  diese  Theorie, 
mit  einfachen  Veränderungen,  auf  solche  eindeutige  Functionen 
ausgedehnt  werden  kann,  die  eine  endliche  Zahl  von  Schnitten 
(Unstetigkeitslinien)  haben,  die  als  gerade  Linien  vorausgesetzt 
werden.  Es  zeigt  sich,  dass  jede  solche  Function  eine  Summe 
von  n  Functionen  ist,  die  nur  eine  solche  Unstetigkeitslinie  haben. 
Das  zweite  Theorem  betrifft  die  Zerlegung  in  primäre  Factoren 

M. 


E.   GouRSAT.      Sur   les   fonctions    uniformes  prösentant 
des  lacunes.    o.  R.  xciv.  715-718. 

Die  hier  betrachteten  eindeutigen  Functionen  haben  die  Form 


F(x)  =  2; 


Cy 


y=r(|  _         X 


m 

wo  a^y  Ap  »2, . . .  9  Ay , . . .  eine  unendliche  Reihe  imaginärer  aber 
willkürlicher  Grössen  und  c^,  Cj,  c,, ...,  c^, ...  eine  zweite  Reihe, 
in  der  kein  Glied  null  und  für  die  die  Summe  2  mod  c^  einen 
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eodlichen  Wert  bat.  Für  jeden  Punkt  x^  innerhalb  eines  Be- 
reiches A  der  Ebene,  der  keinen  Punkt  a^  enthält,  lässt  sich  F^x) 
in  eine  nach  steigenden  Potenzen  yon  (x—x^)  fortschreitende 
Beihe  P(x—x^)  entwickeln.  Wenn  ein  um  x^  geschlagener  Kreis 
einen  Punkt  ay  auf  seiner  Peripherie  enthält,  so  ist  es  der  Gon- 
vergcnzkreis  ftlr  die  Reihe  P(x—Xq),  M. 


0.  Holder.  Beweis  des  Satzes^  dass  eine  eindeutige 
analytische  Function  in  unendlicher  Nähe  einer  wesent- 
lich singulären  Stelle  jedem  Wert  beliebig  nahe  kommt. 

Klein  Ann.  XX.  138-143. 

Eine  Function  f(x)  sei  als  Function  einer  complexen  Varia- 
belo  eindeutig  bestimmt  in  jedem  Punkte  eines  Gebietes  F  mit 
Ausnahme  eines  darin  gelegenen  Punktes  a,  und  f(x)  sei  zugleich 
mit  f(x)  im  ganzen  Gebiete  ausser  a  stetig.  Alsdann  können 
folgende  drei  Fälle  eintreten:  1)  Es  existirt  eine  Potenzreihe 
Ton  o;— a,  so  dass  in  der  Umgebung  von  a 

2)  f  kann  in  der  Umgebung  von  a  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x^a  entwickelt  werden,  wobei  die  negativen  in 
endlicher  Form  auftreten: 

f(aj)  =  («-a)-"  {6;+ 6',(a;-a) +  ...},  nganz.; 

3)  f{x)  wird  in  unendlicher  Nähe  von  a  sowohl  beliebig  gross 
als  auch  beliebig  klein.     Dies  wird  mit  Hülfe  Weierstrass'scher 

Principien  bewiesen.    Als  Beispiele  dienen  c*,  sin —  und  cos — , 


X 


tg—  und  cotg —    Ist  q>(x)  eine  eindeutige  analytische  Function 

X  X 

mit  einer    wesentlich    singulären    Stelle    im    Unendlichen    und 

doppelt-periodisch,  so  nimmt  qtf — \    in  jedem    den  Nullpunkt 

enthaltenden  Gebiet  jeden  Wert  unendlich  oft  an. 

M. 


Fomohr.  d,  Math.  XIV.  1.  22 
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rf. 


Modulfunctionen  analog  sind.    Bei  Bet>- 

Eelation  "  fuchsiens.    Acta  Math. 

5»  =  t(t-V 

ist  der  Herr  Verfasser  zu  solc'        ,.^  '^'^  «™*®  ""*«'■  «'"«'  ^^^<^ 

835;  Tergl.  F.  d.  M.  XIII  ;/'"  welchep  der  Verfasser  seine 

eine  Ungleichung  aufge?         ^^  Functionen  mit  linearen  Trans- 

!  der   eindeutigen  Fun        ..JJ.  ^<^^^°  wesentliche  Principien  und 

I  der  linearen  Subsf       ..^'^f/M  in   den    Bänden  XCII-XCIV.  der 


unverändert  lasp         „''^y^  i^eferat  in  Bd.  XIII.  (1881)  dieser  Fort 

.'//r'*'.  ja  einem  zusamme 
.■"i''^l0ff.  entwickelt  hat. 


''i^j  yo  einem  zusammenfassenden  Aufsatze  in 
E.  PlCA'     ,,  ••■^  /''  iJBe&rer  Transformationen  einer  Grösse  a, 


de  '     .>/^  ^,  ^    ^^4^ 

de'  ,  /fl  cootinuirliche  (solche,  unter  welchen  sich  unend- 

•^         Jif^^\  Substitutionen  finden)    und    discontuirliche  (mit  nur 

//?^  ^  g  Substitutionen)  zu  trennen.    Unter  den  letzteren  (deren 

^^      Classification  in  den  späteren  Arbeiten  folgt)  sondert  der 

^^^fsser  hier  die  Gruppen  mit   reellen  Coefficienten  ab.     Sie 

u  n  die  Eigenschaft,  dass  bei  ihren  Substitutionen  die  Axe  der 

ijen  Zahlen  in  sich  übergeht.     Unmittelbar   mit  diesen  sind 

A'e  firupp^Q  verbunden,  welche  aus  den  eben  betrachteten  durch 

eine  ^Transformation    mit  irgend   einer  bestimmten  Substitution 

/j5    — oT^y     ^hervorgehen,  also  die  Gruppen,  för  welche  sich 

die  einzelnen  Substitutionen  in  der  Form  schreiben  lassen: 

az  +  b 
az  +  ß  cz  +  d    ^^ 


yz  i-d  ^  az-{-b     ,   , 

y r3"+d 

'     cz-\-d     ' 

wo  a,  /?,  /,  d  ganz  beliebige,  die  a,  &,  c,  d  wieder  reelle  Zahlen 
bedeuten.  Bei  den  Substitutionen  dieser  Gruppe  geht  derjenige 
Kreis  in  der  js-Ebene  in  sich  über,  der  aus  der  Axe  der  reellen 

Zahlen  durch  die  Transformation  mit  der  Substitution  (z,    "* _J^  J 

entsteht.    Es  stimmen  selbstverständlich  diese  letzteren  Gruppen 
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'lit  den  Gruppen   mit  reellen  Substitutionen  ttberein, 
Hein  zur  Betrachtung  gezogen  werden.     Die  hier- 
Klasse   von   discontinuirücben  Gruppen   ist  es, 
^is  ^groupes  fuchsiens''   bezeichnet,  während  er 
^omeinsten   discontinuirücben  Gruppen  linearer  Sub- 
wU  die  Bezeichnung  als  ^groupes  klein^ens''   gewählt  hat. 
Der  Ausgangspunkt,  den  der  Verfasser  fär  das  Studium  un- 
serer Gruppen  zu  Grunde  legt,  ist  die  geometrische  Deutung  der 
linearen  Substitutionen,    für  welche  zunächst  die  allgemein  be- 
kannten Sätze  entwickelt  werden.    Mit  Bezug  auf  die  Gruppen 
reeller   Substitutionen  seien  dann   irgend   zwei   Figuren   in   der 
»•Ebene  als  ^congruent^  bezeichnet,  wenn  sie  durch  eine  reelle 
üoeare   Sabstitution    in    einander    übergeführt    werden    können. 
Diese  Definition   bringt   für   die  s-Ebene   die  Einführung   einer 
nichteuklidiBcben  Massbestimmung  mit  sich,  in  welcher  die  Bogen- 
länge (z  =  X'}-  iy  gesetzt)  durch  das  Integral 

''  mod  dz 


/ 


der  Flächeninhalt  durch 

dxdy 


I 


y 

ausgedrückt  wird.  Die  Entfernung  zweier  Punkte  wird  dabei 
längs  des  Kreisbogens  gemessen,  der,  durch  die  beiden  Punkte 
gehend,  auf  der  a;-Axe  senkrecht  steht.  Die  Bedingung,  nach 
welcher  zwei  Punkte  a,  ß  in  zwei  andere  y,  d  übergeführt  werden 
können,  ist  dann  die  der  „Gongruenz^  der  entsprechenden  Kreis- 
bögen. Berücksichtigt  man,  dass  bei  Ueberführung  von  a,  ß 
nach  y,  d  gleichzeitig  die  zu  a,  ß  conjugirten  Punkte  a\  ß'  in  die 
entsprechenden  Punkte  /,  d'  übergehen,  so  lautet  diese  Be- 
dingung: 

ti-a*       ß-ß*    _  IZLt-       ^^^' 

Die  Bestimmung  der  Winkel  bleibt  in  unserer  Geometrie  in  der 
gewöhnlichen  Form  enthalten.  Es  mag  dabei  noch  die  Bemer- 
kung eingeschaltet  werden,  dass  die  Formulirung  unserer  Massbe- 

22* 
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Stimmung  sich  am  einfachsten  übersehen  lässt,  wenn  man,  anstatt 
die  Variable  z  in  der  Ebene  zu  deuten,  eine  Eugelfläche  mit 
dem  Aequator  als  Axe  der  reellen  Zahlen  zu  Hülfe  nimmt. 
Ueberdies  gelangt  man  durch  eine  Orthogonalprojection  der  Kugel 
auf  die  Aequatorialebene  dort  zu  der  gewöhnlich  als  nicht- 
euklidisch bezeichneten  Massbestimmung  mit  dem  Aequator  als 
„Fundamentalkreis"  und  hat  in  dieser  so  herbeigeführten  Ver- 
sinnlichung  der  linearen  Transformationen  in  der  Ebene  eine 
in  den  einschlägigen  Arbeiten  von  Klein  vielfach  angewandte 
Darstellung  vor  sich. 

Gestutzt  auf  diese  geometrischen  Formulirungen,  und  die 
Existenz  discontinuirlicher  Gruppen  reeller  linearer  Substitutionen 
vorausgesetzt,  hat  man  nun  den  Satz,  dass  jede  solche  Gruppe 
Anlass  zu  einer  regulären  Gebietseinteilung  der  complexen  Ebene 
oder  eines  Teiles  derselben  giebt,  d.  h.  zu  einer  Einteilung  in  zu 
einander  (mit  Bezug  auf  reelle  Substitutionen)  „congruente"  Ge- 
biete, welche  jedesmal  nur  solche  Punkte  enthalten,  die  nicht 
durch  eine  Substitution  der  Gruppe  aus  einander  hervorgehen. 
Dabei  entspricht  jeder  Substitution  der  Gruppe  eindeutig  ein  be- 
stimmtes Gebiet  der  Einteilung.  Umgekehrt  ist  durch  jede  der- 
artige Gebietseinteilung  eine  Fuchs'sche  Gruppe  bestimmt,  so  dass 
die  Frage  nach  allen  diesen  Gruppen  gleichbedeutend  ist  mit  der 
geometrischen  nach  allen  so  detinirten  regulären  Einteilungen 
der  ;^-Ebene.  In  der  Folge  handelt  es  sich  eben  um  die  Lösung 
dieses  letzteren  Problems,  aus  der  geometrischen  Formulirung 
heraus  die  zugehörigen  Gruppen  linearer  Transformationen  zu 
finden. 

Zu  dem  Ende  werden  (in  §  3)  zunächst  die  möglichen  Ge- 
stalten der  Eckpunkte  und  Kanten  einer  solchen  Einteilung 
klassificirt.  Berücksichtigt  man,  dass  sich  unsere  Gebietseintei- 
lungen bis  an  die  x-Axe  fortsetzen  lassen,  so  hat  man  zunächst 
für  die  Kanten  der  Einteilung  zwei  Fälle:  a)  Kanten  erster  Art, 
die  von  der  x-Axe  verschieden  sind,  b)  Kanten  zweiter  Art,  die 
ein  Stück  der  a;-Axe  bilden.  Weiter  klassificiren  sich  die  Eck- 
punkte a)  in  solche  ausserhalb  der  x-Axe,  b)  in  solche  auf  der 
rr-Axe,  und  diese  letzteren  sind  wieder  zu  trennen  in  solche,  in 
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denen  zwei  Kanten  erster  Art,  und  in  solche^  in  denen  eine  Kante 
erster  Art  und  eine  Kante  zweiter  Art  einlaufen.  Die  Kanten 
erster  Art  eines  „Ausgangspolygons"  der  Einteilung  müssen  dabei 
stets  paarweise  durch  Substitutionen  der  Gruppe  einander  zuge- 
ordnet sein.  Die  Substitutionen,  welche  die  sämintlichen  Kanten 
erster  Art  des  Ausgangspolygons  einander  zuordnen,  bilden  dabei 
das  System  der  „erzeugenden  Substitutionen''  der  Gruppe;  sie 
mögen  in  der  Form 

geschrieben   sein.    Zwischen  diesen   erzeugenden   Substitutionen 
besteht  eine  Reihe  von  Relationen  der  Form 

die  man  erhält,  wenn  man  alle  Ecken  des  Ausgangsgebietes  mit 
kleinen  geschlossenen  Wegen  umgiebt  und  diese  Wege  durch 
die  entsprechenden  Substitutionen  (nach  den  dabei  durchlaufenen 
Gebieten)  charakterisirt.  Die  Bemerkung,  dass  zwar  durch  eine 
gegebene  reguläre  Einleitung  die  zugehörige  Gruppe  völlig  be- 
stimmt, nicht  aber  umgekehrt  durch  eine  gegebene  Gruppe  reeller 
linearer  Substitutionen  die  zugehörige  Einteilung,  lässt  gewisse 
Normalformen  einer  solchen  Einteilung  formuliren,  die  den  fol- 
genden Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  werden.  Man  zeigt 
oämlicb  (§  4),  dass  die  Einteilung  stets,  und  noch  auf  unendlich 
viele  Weisen,  in  der  Form  hergestellt  werden  kann,  dass  die  ein- 
zelnen Gebiete  von  Kreisbögen  begrenzt  erscheinen,  die  auf  der 
x-Axe  senkrecht  stehen.  Es  wird  nun  (in  §  5)  eine  erste  Klassi- 
äcation  der  verschiedenen  Arten  von  Gebietseinteilungen  getrof- 
fen, und  zwar  nach  der  Anordnung  der  einzelnen  Eckpunkte  der- 
selben zu  „Cyklen^^  Der  Verfasser  definirt  nämlich  einen  „Cyklus 
?on  Eckpunkten^  folgendermassen :  Man  gehe  von  einem  Eck- 
punkte der  Einteilung,  bezeichne  (den  Rand  des  betreffenden 
Aasgangspolygons  in  einem  bestimmten  Sinne  durchlaufend)  die 
anstossende  Kante,  dann  gehe  man  zu  der  ihr  in  diesem  Poly- 
gone zugeordneten  Kante  (sofern  dieselbe  erster  Art  ist),  dann 
zQin  angrenzenden  Eckpunkt,  zur  hier  anstossenden  Kante, 
zu  deren  conjugirten,  u.  s.  w.  Schliesslich  kommt  man  entweder 
za  einer  Kapte  zweiter  Art,   wo  dann  der  Cyklus   der   durch- 
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laufenen  Eckpunkte,  mit  zwei  Kanten  zweiter  Art  abbrechend, 
als  offen  bezeichnet  wird,  oder  aber  man  kommt  wieder  zu  dem 
Eckpunkte  zurück,  von  dem  man  ansgegangen,  „geschlossener 
Cyklus".  Je  nachdem  nun  die  durchlaufenen  Eckpunkte  nur  der 
Categorie  1)  (conf.  oben),  oder  der  Categorie  2),  oder  end- 
lich den  Categorien  2)  und  8)  angehören,  spricht  man  von 
Gyklen  erster  Art  (fllr  welche  sämmtliche  Eckpunkte  ausserhalb 
der  jj-Axe  liegen),  von  Cyklen  zweiter  und  dritter  Art.  Die 
Cyklen  erster  und  die  zweiter  Art  sind  geschlossene,  die  dritter 
Art  sind  offene  Cyklen.  Nach  dieser  Einteilung  lassen  sieb  die 
möglichen  Formen  des  Ausgangspolygons  fttr  unsere  Gruppen  in 
sieben  Familien  einordnen,  je  nachdem  die  Ecken  dieses  Poly- 
gons nur  Cyklen  der  ersten,  der  zweiten,  der  dritten,  der  ersten 
und  zweiten,  der  zweiten  und  dritten,  der  dritten  und  ersten  oder 
endlich  allen  drei  Categorien  angehören.  Die  Mannigfaltigkeit 
der  hiermit  bezeichneten  Formen,  sowie  noch  eine  weitere  Unter- 
gliederung,  auf  die  wir  hier  nicht  näher  eingehen,  ist  an  einzel- 
nen Beispielen  erläutert,  die  auch  für  die  folgenden  Unter- 
suchungen wieder  herangezogen  werden. 

Nun  lassen  sich  zwei  nothwendige  Bedingungen  für  die  Mög- 
lichkeit einer  regulären  Einteilung  in  unserem  oben  definirten 
Sinne  abgeben.  Sie  lauten:  1)  Es  müssen  je  zwei  einander  zu- 
geordnete Kanten  des  Ausgangspolygons  „congruent"  sein.  2)  Es 
muss  die  Winkelsumme  derjenigen  Eckpunkte  des  Ausgangs- 
polygons, die  zu  einem  Cyklus  erster  Art  gehören,  ein  aliquoter 
Teil  von  2n  sein.  In  §  7  wird  nun  gezeigt,  dass  diese  Bedin- 
gungen auch  hinreichend  für  die  Existenz  solcher  Einteilungen 
sind,  und  damit  ist  gleichzeitig  der  Existenzbeweis  für  die  Fuchs'- 
schen  Gruppen  geliefert.  Der  Beweis  wird  durch  eine  detaillirte 
geometrische  Untersuchung  und  Discussion  der  verschiedenen 
gestaltlichen  Möglichkeiten  erbracht.  Es  schliessen  sich  Beispiele 
an,  in  welchen  insbesondere  der  durch  die  Arbeiten  von  Schwarz 
und  Klein  zuerst  betonten  „regulär-symmetrischen"  Einteilungen 
Erwähnung  getan  wird. 

Eine  weitere  Klassification  der  verschiedenen  regulären  Ge- 
bietseinteilungen, die  in  §  8  ausgeführt  ist,  und  welche  jedenfalls 
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eine  viel  principiellere  Bedeutung  besitzt,  als  die  vorhergeuannte 
Elassification  nach  Familien,  ist  die  nach  dem  Geschlechte,  deren 
erste  Formulirung  von  Klein  herrührt.  Denkt  man  sich  nämlich 
die  paarweise  Zuordnung  der  Kanten  erster  Art  im  Ausgangs- 
polygon durch  Zusammenbiegen  der  Ränder  wirklich  ausgeführt, 
80  entsteht  eine  Fläche,  die  jetzt  bis  auf  die  von  den  Kanten 
zweiter  Art  gebildeten  Oeffnungen  geschlossen  ist,  und  deren 
Geschlecht  sich  sofort  aus  den  bekannten  Formeln  herleitet. 

Nachdem  in  §  9  die  vorhin  erwähnte  Möglichkeit  der  Defor- 
mation der  Gebietseinteilung  auch  an  Beispielen  erläutert  und 
Familie,  Geschlecht  und  gewisse  Eigenschaften  der  Cyklen  als 
unveränderlich  bei  solchen  Deformationen  erwiesen  sind,  geht 
der  Verfasser  in  §  10  auf  den  Isomorphismus  der  Gruppen  näher 
ein.  Zwei  Gruppen  können  nämlich  dann  und  nur  dann  auf 
einander  isomorph  bezogen  werden,  wenn  die  Zahl  ihrer  erzeu- 
genden Substitutionen  für  beide  dieselbe  ist,  und  ausserdem  die 
zwischen  jenen  statthabenden  Relationen  für  beide  Gruppen  über- 
einstimmen. Insofern  nun  die  Anzahl  jener  Fundamentalrelatio- 
nen  mit  der  Zahl  der  Cyklen  erster  Art  des  Ausgangspolygons 
fibereinstimmt,  kann  man  sofort  gewisse  Schlüsse  auf  die  Mög- 
lichkeit einer  isomorphen  Beziehung  machen,  wobei  insbesondere 
die  Gruppen  hervorgehoben  werden,  für  welche  überhaupt^keine 
Belationen  existiren. 

Nun  handelt  es  sich  noch  darum  (§  11),  nachdem  gezeigt 
ist,  wie  aus  den  geometrischen  Daten  des  Ausgangspolygons 
sofort  die  linearen  Substitutionen  s^  =  fi(z)  gebildet  werden  kön- 
nen, die  Charakteristik  aller  möglichen  Ausgangspolygone  einer 
bestimmten  Familie  und  einer  bestimmten  Anzahl  erzeugender 
Sabstitutionen  zu  bilden.  Der  zunächst  geometrisch  aus  den 
möglichen  Gestalten  der  Fundamentalpolygone  erschlossene  Cha- 
rakter giebt  die  Bedingungen  (Ungleichungen)  für  die  Coefficien- 
ten  der  linearen  Substitutionen,  welche  als  die  erzeugenden  Sub- 
stitutionen der  entsprechenden  linearen  Gruppe  auftreten.  Die 
Darchf&hrnng  dieser  Aufgabe  ist  nicht  in  abstracto  gegeben,  son- 
dern an  eine  Reihe  einzelner  Beispiele  angeschlossen,  welche  die 
auftretenden  Möglichkeiten  zu  behandeln  bestimmt  sind. 
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^  ein^  kurze  Zusanimen- 
laufenen  Eckpunkte  <- 'Gegenstandes, 

als  offen  bezeichnt  ..^.v^  ^S^. 

Eckpunkte  zurtic' 
Cyklus".    Je  n?^ 
Categorie  1)  klein^ens.   CR.  XOIII.  44-46. 
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7        ,  .,  A*/  '^'  ffrfenit  wird  daher  verschoben. 
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sieb 


S'  ^r  les  fonctions  fuchsiennea.    c.  R.  xcv. 

V-^-     -^rie  der  eindentigen  Functionen  mit  linearen 

.V-^'  *^      in  sich    welche  inzwischen  Acta  niat.  I.  3  m 

JV»>'^^ellang  der  „Theorie  des  fonctions  fuchsiennes- 

eH>f^'^'Z\iA  Bber  welche  in  diesem  Zusammenhange  re- 

^'f  \^I   F.  d.  M.  Xlll.  (1881)  p.  247).  Dk. 


U" 

t 


.,^RK      Sur  les  fonctions  uniformes   qui   se  re- 
ff- ''^^l^nt*  par  des   substitutions    Unfaires.    Klein  Ann. 

nk.  vorliegende  Abhandlung  fasst  die  in  den  CK.  XCIL, 

^11  in  karaen  Noten  veröffentlichten  Untersuchungen  des  Ver- 

^    rt  Ober  die  Theorie  der  eindeutigen  Functionen  mit  linearen 

Wormationen  in  sich  präcis  zusammen.    Man  vergl.  hierüber 

^  Beforat  in  diesem  Jahrbuche  Xlll.  (1881)  247.     Ein  erstes 

Lvrat   ttber   diese   inzwischen  in   ausführlicher    Form   in  den 

SitU  inat."  veröffentlichten  Untersuchungen  vergl.  in  gegenwär- 

ji^ni  Bande  der  Fortschritte  p.  .338.  ^^• 


II.  PoiNCARE.  Sur  les  fonctions  uniformes,  qui  se  re- 
pi-oduisent  par  des  substitutions  linöaires.  Klein  i"" 
XX.  r>ä-63. 
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.i\L   auf  einige  von    Herrn  Klein  im  Änschluss    an    die 
are'sche  Arbeit   „Sur  les  fonctions  uniformes  etc."  in  Klein 
vun.   Bd.  XIX.  (siehe   das   folgende  Referat)  gemachte  Bemer- 
kttügen,   die  von  Poincarö  in  die  Theorie  der  eindeutigen  Func- 
tionen eingeführte  Nomenolatur  betreiFend.  Dk. 


F.  Klein.  Ueber  eindeutige  Functionen  mit  linearen 
Transformationen  in  sich.  Klein  Ann.  xix.  565-560,  xx.  49-52. 

A.  HüRwiTZ.  lieber  eine  Reihe  neuer  Functionen, 
welche  die  absoluten  Invarianten  gewisser  Gruppen 
ganzzahliger  linearer  Transformationen  bilden. 

Klein  Ann.  XX.  125-135. 

O.  Eaüsenberger.  Ueber  eindeutige  Functionen  mit 
mehreren    nicht   vertauschbaren   Perioden.      Klein  Ann. 

XX.  187-213. 

F.  ScHOTTKY.  Ueber  eindeutige  Functionen  mit  linearen 
Transformationen  in  sich.    Klein  Ann.  XX.  293-300. 

Die  Klasse  von  Functionen,  auf  welche  sich  die  vorstehend 
genannten  Arbeiten  beziehen,  hat  neuerdings  das  Interesse  der 
Mathematiker  vielfach  in  Ansprach  genommen.  Dieselbe  findet 
ihren  Ursprung  in  folgender  Fragestellung:    Man  bezeichne  mit 

eine  Beihe  von  linearen  Transformationen  der  Veränderlichen  rj 
und  frage  nun  nach  solchen  eindeutigen  Functionen  f^rj),  welche 
den  Gleichungen 

'IPCS.W)  =  vW  (i=  1,  2,...) 

unabhängig  von  dem  Werte  des  Argumentes  rj  Genüge  leisten, 
welche  übrigens  aber  ihren  Wert  im  'Allgemeinen  verändern, 
wenn  jy  einer  nicht  in  der  Beihe  S^(Tj),  5,(17),...  enthaltenen 
linearen  Transformation  unterworfen  wird.  Man  erkennt  leicht, 
dass  nicht  zu  jedem  willkürlich  angenommenen  Systeme  von 
Transformationen  S^(jj),  5,(17),...  Functionen  9(17)  gehören.     Es 
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ergiebt  sich  sofort  als  notwendige  Bedingung,  dass  die  Trans- 
forniationen  8,(17),  8,(17),...  eine  „Gruppe"  bilden,  d.  h.,  dass  die 
Zusammensetzung  irgend  zweier  Transformationen  8,(17),  84(17) 
wieder  eine  Transformation  8^(17)  der  Reihe  ergiebt,  in  Zeichen: 

8.(84/17))  =  SiW. 

Diese  Bedingung  ist  aber  noch  nicht  hinreichend.  Eine 
Gruppe  möge  „zulässig"  oder  „unzulässig"  genannt  werden,  je 
nachdem  zu  ihr  Functionen  fp(i])  gehören  oder  nicht.  Dann 
kann  man  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Zulässigkeit  einer  Gruppe  angeben,  wenn  man  sich  der  geo- 
metrischen Repräsentation  der  Veränderlichen  17  durch  die  Punkte 
einer  Ebene  oder  einer  Kugel  bedient.  Es  muss  nämlich  mög- 
lich sein,  die  Ebene  (Kugel)  17  oder  einen  zusammenhängenden 
Teil  derselben  derart  in  lückenlos  neben  einander  liegende  Par- 
cellen  P,  P,,  P,, . . .  zu  zerlegen,  dass  die  Punkte  der  Parcelle  P 
durch  die  Transformation  8,  in  die  Punkte  der  Parcelle  P,  über- 
gehen. Die  Betrachtung  der  unmittelbar  an  die  Parcelle  P  an- 
stossenden  Parcellen  lehrt,  dass  die  Begrenzungslinien  von  P 
paarweise  zusammengehören,  und  dass  jede  aus  der  zugehörigen 
durch  eine  Transformation  8  hervorgeht.  Diese,  die  zusammen- 
gehörigen Ränder  von  P  vereinigenden  Transformationen  können 
als  erzeugende  oder  Fundamental-Transformationen  der  Gruppe 
bezeichnet  werden,  indem  die  Zusammensetzung  derselben,  wie 
leicht  zu  sehen,  notwendig  zu  allen  Transformationen  der  Gruppe 
mhrt.     Vgl.  das  obige  Referat  p.  338. 

Geht  man  umgekehrt  von  irgend  einem  vollständig  begrenz- 
ten Gebiete  P  aus,  dessen  Begrenzungsliuien  paarweise  durch 
lineare  Transformationen  verbunden  sind,  so  entstehen  aus  P 
durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Transformationen  eine  Reibe 
von  Parcellen  P^j  P^,...  .  Die  aus  der  Zusammensetzung  dieser 
Transformationen  hervorgehende  Gruppe  ist  dann  offenbar  zu- 
lässig, falls  die  Parcellen  P,  P,,P, ,...  die  J7-Ebene  (Kugel)  oder 
einen  Teil  derselben  einfach  und  lückenlos  überdecken.  Diese 
umgekehrte  Betrachtung  bildet  im  Wesentlichen  die  Grundlage 
der  ersten  drei  Abhandlungen. 

Die  erste  Note  von  Herrn  Klein  bezieht  sich  auf  den  Fall, 
wo  die  Ausgangsparcelle  P  von  2p(p>l)  geschlossenen,  sich  selbst 
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und  einander  nicht  schneidenden  Curven,  welche  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  als  Kreise  angenommen  werden  können,  be- 
grenzt ist.  Diese  Curven  gehören  paarweise  zusammen,  und  zwar 
geht  jede  aus  der  zugehörenden  durch  eine  lineare  Transforma- 
tion hervor.  Die  Zulässigkeit  der  von  diesen  Transformationen 
erzeugten  Gruppe  ist  geometrisch  evident.  Das  Hauptresultat,  zu 
welchem  Herr  Klein  in  seiner  Note  gelangt,  lässt  sich  nun  folgen- 
derniassen  formuliren:  „Die  2p  Begrenzungscurven  der  Parcelle  P 
lassen  sich  so  bestimmen,  dass  zwei  zu  der  entstehenden  Gruppe 
gehörende  Functionen  w(t])  und  »(17)  existiren,  welche  eine  be- 
liebig vorgelegte  algebraische  Gleichung  /*(tr,  ä)  =  0  vom  Ge- 
scblechte  p  identisch  befriedigen.^  Die  genannten  Functionen 
besitzen  unendlich  viele  wesentlich  singulare  Stellen ,  welche 
discret  Über  die  ly-Ebene  (Kugel)  zerstreut  liegen.  Eine  beson- 
dere Berücksichtigung  erfahren  die  algebraischen  Gleichungen 
mit  reellen  Coefficienten. 

Die  zweite  Note  enthält  ein  ähnliches  Theorem.  Die  Par- 
cellen- Einteilung,  welche  hier  in  Betracht  kommt,  bezieht  sich 
jedoch  nur  auf  eine  Kalotte  der  i^Kugel.  Der  Begrenzungskreis 
der  Kalotte  trägt  unendlich  viele  überall  unendlich  dicht  liegende 
singulare  Punkte  der  zugehörigen  Functionen,  und  bildet  daher 
fbr  die  letzteren  eine  natürliche  Grenze. 

Die  dritte  Arbeit  (deren  Abfassung  in  eine  frühere  Zeit 
fallt)  beschäftigt  sich  mit  specielleren  hierher  gehörigen  Func- 
tionen. Sie  knüpft  an  das  Princip  der  Symmetrie  des  Herrn 
Schwarz  an,  welches  zu  einer  unendlichen  Zahl  von  zulässigen 
Gruppen  hinleitet.  Aus  diesen  werden  die  einfachsten  ausgewählt, 
welche  zu  bislang  nicht  behandelten  Functionen  führen.  Zur 
Kennzeichnung  dieser  Gruppen  reicht  es  hin,  die  betreflFende 
Ausgangsparcelle  P  anzugeben.      Dieselbe    besteht    aus   einem 

Kreisbogen- Vierecke,  mit  den  Winkeln  0,  — ,  n,  — ,  wo  n  eine 

'    n  n 

ganze  Zahl  bedeutet.  Der  Fall  n  =  3  ergiebt  die  Gruppe  aller 
ganzzahligen  linearen  Transformationen  der  Determinaute  1,  also 
die  bekannte  Function  J(cj)  (oder  in  der  hier  gewählten  Bezeich- 
nung J(j;)),  welche  als  die  absolute  Invariante  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  definirt  werden  kann.     Es  werden  nun 
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die  Fälle  n  =  4,  6,  cc,  welche  die  einzigen  sind,  die  ebenfalls 
auf  eine  Gruppe  ganzzahliger  Transformationen  führen,  eingehend 
behandelt.  Es  stellt  sich  namentlich  heraus,  dass  die  hier  auf- 
tretenden Functionen  algebraisch  von  der  Function  J[ri)  abhängen. 
Schliesslich  folgen  einige  Bemerkungen  über  die  aus  der  Zu- 
sammensetzung der  Transformationen  jy  -f- 1  und ent- 

stehenden  Gruppe,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Einige  Berührungspunkte  bietet  diese  Arbeit  in  den  Resul- 
taten mit  der  Abhandlung  des  Herrn  Rausenberger,  welcher  sich 
das  folgende  Problem  gestellt  hat:  „Es  ist  eine  Zahl  von  linearen 
Transformationen  gegeben;  man  soll  untersuchen,  ob  die  durch 
Zusammensetzung  derselben  hervorgehende  Gruppe  zulässig  ist 
oder  nicht/'  Der  erste  Abschnitt  der  Abhandlung  enthält  die 
Darstellung  der  allgemeinen  Methoden,  deren  sich  Herr  Rausen- 
berger  bedient.  Dieselben  sind  überwiegend  arithmetischer  Natur 
und  stützen  sich  auf  folgende  beiden  Sätze: 

1)  Es  dürfen  in  der  Gruppe  keine  infinitesimalen  Transfor- 
mationen vorkommen;  d.h.  es  darf  keine  Transformation  geben, 
welche  einen  beliebig  gewählten  Punkt  der  17 -Ebene  in  einen 
unendlich  benachbarten  Punkt  überführt. 

2)  Wenn  die  durch  die  Gruppe  notwendig  bedingten  Un- 
Stetigkeitspunkte  der  zugehörenden  Functionen  die  Ebene  in  ge- 
trennte Teile  zerlegen,  so  darf  kein  Punkt  eines  dieser  Teile 
durch  eine  Transformation  der  Gruppe  in  einen  Punkt  eines 
anderen  Teiles  übergehen. 

Im  zweiten  Abschnitt  behandelt  Herr  Rausenberger  die  durch 
Zusammensetzung  zweier  Transformationen  entstehenden  Gruppen. 
Es  werden  jedoch  diese  beiden  Transformationen  zunächst  so 
specialisirt,  dass  die  Betrachtung  auf  die  beiden  Transformationen 

jy+l  und  -r-  zurückgeführt  werden  kann.     Ferner  wird  a  als 

eine  reelle  Zahl,  h  beliebig  angenommen.  Die  Untersuchung 
ergiebt  nun  die  Fälle,  in  welchen  durch  diese  beiden  Transforma- 
tionen eine  unzulässige,  bezüglich  zulässige  Gruppe  erzeugt  wird. 
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Es  genttgt,  die  letzteren  Fälle  aufzuzählen.     Diese  sind,  unter  n 
eine  ganze  Zahl  verstanden: 

1)  6  =  0,   a  = —    (vgl.  die  Arbeit  von  Hurwitz), 

4  cos  ^ — 
n 

2)  6  =  0,   a  = ^^—1 —    (ausgenommen  n  =  3,  4), 

4  COS  

n 

3)  6  =  0,  mod.  a  ^  — ,  (hier  sind  selbst  complexe  Werte 

von  a  zulässig). 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  nur  der  Fall  mod.a^-r« 

4 

6  beliebig,  wegen  der  sich  darbietenden  Schwierigkeiten   nicht 

vollständig  erledigt  werden  konnte.    (Inzwischen  hat  Herr  Rausen- 

berger  diese  Lücke  in  einer  neueren  Arbeit  ausgefüllt). 

Der  Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Schottky  an  Herrn 

Klein  enthält  einige  Mitteilungen,  welche  sich  darauf  beziehen, 

wie  sich  nach  Inhalt  und  Entstehung  die  Arbeit  des  Herrn  Schottky 

.Ueber  die  conforme  Abbildung   mehrfach    zusammenhängender 

Flächen"  zu  den   späteren  Arbeiten  über  eindeutige  Functionen 

mit  linearen  Transformationen  in  sich  verhält.  Hz. 


L.  Fuchs,     üeber  Functionen,  welche  durch  lineare  Sub- 
stitutionen unv.erändert  bleiben.    Gott.  N.  1882.  81-84. 

Erwiderung  auf  die  Note,  welche  Herr  Klein  der  Arbeit 
von  Poincarö  „Sur  les  fonctions  uniformes^  etc.  (Klein  Ann. 
XIX.)  beigefügt  hat.  Der  Verfasser  fixirt  seinen  Anteil  an  der 
Theorie  der  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich. 
Man  vergl.  hierzu  noch  die  Note  von  Poincarö  „Sur  les  fonctio- 
nes  uniformes  etc.^  im  XX.  Bande  der  math.  Annalen  und  die 
Anmerkungen  von  Klein  in  dessen  Abhandlung  „Neue  Beiträge 
zur  Riemann'schen  Functionentheorie''.  Klein  Ann.  XXI.  p.  143 
and  214.  Dk. 
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E.  PiCARD.     Sur   une  classe  de   fonctions  uniformes  de 
deux  variables  inddpendantes.    C.  R.  xcv.  594-597. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  6.  p.  291. 


E.  PiCARD.     Sur  un  groupe  de  substitutions  unfaires. 

C.  R.  XCIV.  837-840. 

Herr  Picard  hat  in  einer  Note  ^Sur  certaines  fonctions  uni- 
formes de  deux  variables  ind^pendantes  et  sur  un  groupe  de 
substitutions  lin^aires'^  (C.  R.  XCIV.  p.  579;  vgl.  diesen  Band 
p.  335)  gewisse  discontinuirliche  Gruppen  linearer  Transformationen 
bei  zwei  Veränderlichen  aufgestellt  von  der  Form: 

für    welche   die  Ai,  Biy  Q  mit  dritten    Einheitswurzeln   gebildete 
complexe  ganze  Zahlen  sind,  und  für  welche,  unter  a,>  ßi,  yi  die 
zu  A>  Bi^  Ci  conjugirten  Zahlen  verstanden,  die  Relationen 
C,  y,  +  C,y,  +  C,r,  =  A,ß,+AJ,  +A,ß,  =  K 

und 

i4,  o,  +  A^a^+A^a^  =0  etc. 

bestehen.  In  Verbindung  mit  den  in  der  früheren  Abhandlung 
gegebenen  Beziehungen  erweist  sich  nun  zunächst  K  von  der 
Form  a^  —  ab  +  b*.  Betrachtet  man  dann  einmal  Substitutionen 
T  mit  jfif  =  1,  und  zweitens  die  allgemeinen  S,  S\  für  welche  K 
von  eins  verschieden,  und  bezeichnet  zwei  Substitutionen  S,  S' 
als  „äquivalent",  für  welche  S'  ==  ST,  so  ergiebt  sich  hieraus  für 
jedes  K  eine  Einteilung  der  zugehörigen  Substitutionen  in  nicht 
äquivalente  Substitutionen.  Für  K  Primzahl  werden  die  Typen 
dieser  Systeme,  sowie  die  Anzahl  derselben  [=  2K(K+  2)]  be- 
stimmt. Dk. 


H.  PoiNCARE.     Sur   les  groupes  discontinus.    C.  E.  XCiv. 

840-843. 

Herr  Picard  hat  in  einigen  Noten  in  den  Comptes   rendus 
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die  ersten  Beispiele  für  discootiDuirliche. Gruppen  gebrochener 
linearer  Substitutionen  bei  zwei  Veränderlichen  gegeben.  (Man 
sehe  Coniptes  rendus  vol.  XCIV.  p.  579  t\.  837;  vergl.  diesen  Band 
p.335Q.  350;  man  vergl.  ferner  die  inzwischen  veröffentlichten 
weiteren  hierher  gehörigen  Abhandlungen  von  Picard  in  den 
Comptes  rendus  von  1883,  den  Acta  niatheniatica  vol.  ]  und  2 
uod  den  Annales  de  T^cole  normale.)  Herr  Poincar^  zeigt  in  vor- 
liegender Note,  wie  man  durch  zahientheoretische,  algebraische 
und  geometrische  Betrachtungen  auf  unendlich  viele  derartige 
Gnippen  geführt  wird. 

Einmal  ergiebt  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  fttr 
jede  quadratische  Form  F(x,y,z)  mit  ganzzahligen  Goefficienten 
sofort  unendlich  viele  Substitutionen 

(1)       (a?,  y,  Ä,  ar+fey-t-ca,  a'x  +  b'y  +  &z,  o"a?  +  6"y  +  c"a) 

mit  ganzzahligen  Goefficienten,  welche  die  obige  Form  in  sich 
überführen ;  aus  ihnen  ergiebt  sich  dann  sofort  eine  discontinuir- 
liehe  Gruppe  linearer  Substitutionen  bei  zwei  Veränderlichen  in 
der  Form  . 

.  .         /  ax  +  //y  -[-  c  a*x  +  b'y  +  c*    \ 

^^^         V^'  ^'     a"x  +  b"y  +  c"  '      a"x  +  6"y  •]-  c"  /' 

und  dieselbe  Regel  ist  auch  auf  Formen  mit  complex-ganzzahli- 
gen  Goefficienten  ausdehnbar. 

Zweitens  lässt  sich  aus  jeder  Gruppe  linearer  Substitutionen 
einer  Veränderlichen  mit  reellen  Goefficienten 


c«     ('.^) 


eine  entsprechende  (isomorphe)  Gruppe  für  zwei  Veränderliche 
herstellen.    Man  betrachte  nämlich  etwa  die  quadratische  Form 

z'*  —  xy 

und  setze  t  als  der  Gleichung 

xi^  —  izt-i-y  =  0 

genügend  voraus.  Führt  man  dann  die  obigen  Substitutionen  (3)  in 
die  letzte  Gleichung  ein,  so  ergiebt  dieselbe  eine  lineare  Transforma- 
tion der  Goefficienten  x,  y,  a  derselben  von  der  obigen  Form  (1), 
nnd  aus  ihr  folgt  wieder  eine  Gruppe  linearer  Transformationen 
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zweier  Veränderlichen  x,  y  in  der  Form  (2),  eine  Gruppe,  welche 
gleichzeitig  mit  der  in  (3)  gegebenen  discontinuirlich  ist.  Die 
Formulirung  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  und  einer 
unmittelbaren  Ausdehnung  auch  auf  solche  Gruppen  (3),  für  welche 
die  Coefficienten  der  Substitutionen  nicht  reell  sind,  fähig. 

Dk. 


R.  Dedekind  und  H.  Weber.     Theorie  der  algebraischen 
Functionen  einer  Veränderlichen.  KroneckerJ.  xcir.  101-291. 

Zweck  dieser  ausführlichen  Arbeit  ist,  die  Entwickelung  einer 
allgemeinen  und  strengen  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
einer  Veränderlichen  zu  geben,  ohne  beschränkende  Voraus- 
setzungen über  die  Singularitäten  derselben  zu  machen  und  ohne 
von  den  Grundsätzen  über  Stetigkeit  und  Entwickelbarkeit  von 
Functionen  überhaupt  Gebrauch  zu  macheo,  welche  z.  B.  der 
Riemann'schen  Theorie  zu  Grunde  liegen,  die  aber  bezüglich 
einer  strengen  Begründung  bisher  noch  gewisse  Schwierigkeiten 
bieten.  Die  Mittel  hierfür  werden  durch  eine  Verallgemeinerung 
der  Theorie  der  rationalen  Functionen  gewonnen,  welche  die 
Uebertragung  des  Fundamentalsatzes  von  der  Zerlegbarkeit  ganzer 
rationaler  Functionen  in  lineare  Factoren  auf  das  Gebiet  der 
algebraischen  Functionen  ermöglicht.  Zu  diesem  Ziele  führt  die 
Uebertragung  derjenigen  Methoden,  deren  sich  die  Zahlentheorie 
zu  einem  ähnlichen  Zwecke  bedient,  auf  die  Theorie  der  Func- 
tionen, die  ohne  Weiteres  möglich  war.  Demnach  läuft  auch  die 
erste  Abteilung  der  vorliegenden  Arbeit  im  Wesentlichen,  und 
soweit  es  in  der  Natur  des  Gegenstandes  liegt,  der  allgemeinen 
Darstellung  der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  (ohne  indessen 
die  Kenntnis  derselben  beim  Leser  vorauszusetzen)  parallel,  wie 
sie  der  erste  der  genannten  Herrn  Verfasser  in  einem  Anhange 
zu  Dirichlet's  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  (2^^  Aufl.,  aus- 
führlicher in  der  B^*'"  Aufl.)  und  in  einem  Aufsatze:  ^Sur  la  thöorie 
des  nombres  entiers  alg^briques''  in  Darboux  Bull.  (2)  I.  (cf. 
F.  d.  M.  X.  (1877)  126)  gegeben  hat.  Besteht  zwischen  den 
Grössen  6  und  z  die  algebraische  Gleichung 
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wo  die  6  rationale  Functionen  von  z  sind,  so  hat  das  System 
aller  rationalen  Functionen  von  6  und  z  die  Eigenschaft,  dass 
es  sich  durch  Anwq^dung  der  vier  Species  auf  seine  Individuen 
reproducirt,  und  wird  deshalb  als  ein  Körper  algebraischer  Func- 
tionen Q  vom  Grade  n  bezeichnet.  Jede  Function  |  desselben 
iässt  sich  stets  und  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form  setzen: 

wo  die  X  rationale  Functionen  von  z  sind,  und  umgekehrt  ge- 
hören alle  Functionen  von  dieser  Form  dem  Körper  ii  an ;  all- 
gemeiner Iässt  sich  $  linear  und  homogen  durch  irgend  n  Func- 
tionen 17,,..., >7«  (Basis)  des  Körpers  Q  darstellen,  dann  und  nur 
dann,  wenn  ijj,...,!^«  rational  unabhängig  sind  (ein  rational  irre- 
ductibles  System  bilden),  d.  h.  wenn  zwischen  r]^y.,,jf]n  keine 

Relation 

mit  in  z  rationalen  y  besteht,  ohne  dass  die  y  sämmtlich  ver- 
schwinden. Jede  Function  |  in  i2  genügt  einer  irreductiblen 
Gleichung  mit  in  z  rationalen  Goefficienten,  deren  Orad  n  oder 
ein  Teiler  von  n  ist;  eine  Gleichung  n'^°  Grades 

<jp($)  =  S^  +  öil"-' +••  • +On-i§  +  a„  =  0 
ftlr^  erhält  man,  indem  man  unter  Zugrundelegung  einer  beliebi- 

n 

gen  Basis  17,,...,  17»  das  Gleichungssystem  ^i  =  JSya^i  aufstellt  und 
i^j , . . . ,  i7„  hieraus  eliminirt ;  JV( J)  =  (—  1  )•  6«  =  2+  y , ,  - .  ynn  heisst 

n 

die  Norm  von  §,  S(§)  ^  6  =  ^  6;.^  die  Spur  von  g;  für  Norm 

and  Spur  existiren  sehr  einfache  Sätze;  hervorgehoben  sei  die 
Beziehung  g>{i)  =  iV((  — 5)>  wo  i  eine  willkürliche  Grösse  be- 
deutet; femer:  q>(^t)  ist  entweder  irreductibel  oder  eine  ganze 
Potenz  einer  irreductibeln  Function.  Discriminante  von  n  Func- 
tionen 7J^,...J  T]n  lu  ii  hcisst  dic  rationale  Function  von  z: 

Ist )/,,...,  fjf,  eine  Basis  von  ii  und  17'j, ...,  rj'n  irgend  ein  System 
von  Functionen  in  ii,  so  ist 

fvtadbi.  d.  Mftth.  XIV.  1.  23 
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wo  X  die  Determinante  der  tj^  nach  den  ij  ist;  nnd  die  notwen- 
dige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  i;,,...,];«  eine 
Basis  Yon  £i  bilden,  ist,  dass  ^C>7, ,  . . .,  i?»)  nicht  identisch  ver- 
schwinde. 

Eine  Function  w  \a  S2  heisst  eine  ganze  Function  von  s, 
wenn  in  der  Gleichung  niedrigsten  Grades,  der  (o  genügt, 
0)^  +  *i  ö>'~' H [-be^iw  +  be  =  0,  die  b  ganze  rationale  Func- 
tionen von  2  sind.  Jede  Function  rj  in  ii  kann  durch  Multipli- 
cation  mit  einer  rationalen  Function  von  J5  in  eine  ganze  Func- 
tion verwandelt  werden.  Das  System  o  der  ganzen  Functionen  in 
ii  reproducirt  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication 
seiner  Individuen;  w  heisst  durch  cu'  teilbar,  wenn  w  =  co'co"  ist, 
wo  tj"  ebenfalls  eine  ganze  Function  bedeutet.  Aus  jeder  Basis 
von  £2  lassen  sich  unzählig  viele  andere  ableiten,  deren  Ele- 
mente CO,,..  ,  tJn  ganze  Functionen  von  s  sind;  während  dann 

x^ü)^-\ [-XniOn  sicher  eine  ganze  Function  ist,  so  laoge  x,,...,^» 

ganze  rationale  Functionen  von  z  sind,  braucht  nicht  umgekehrt 
jede  ganze  Function  in  dieser  Form  darstellbar  zu  sein;  damit  dies 
aber  der  Fall  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  der  Grad 
der  Discriminante  J{a}^, . . .,  w„)  ein  Minimum  sei,  d.  h.  nicht 
grösser  sei,  als  der  irgend  einer  Basis,  die  aus  lauter  ganzen 
Functionen  besteht.  In  diesem  Fall  heisst  das  System  oi^, . . .,  oin, 
dessen  Herstellungsweise  angegeben  wird,  eine  Basis  von  o. 
Die  Discriminante  einer  solchen  ist  von  der  Wahl  der  Basis  un- 
abhängig,  wenn  man  noch  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
von  2  durch  Division  mit  einer  Constanten  =  1  macht;  darum 
heisst  sie  Discriminante  des  Körpers  Ü :  z/(i}).  Ein  System  a 
von  Functionen  aj,a,,...,  (in  £i)  heisst  ein  Modul,  wenn  die 
Functionen  desselben  addirt,  subtrahirt  oder  mit  ganzen  rationa- 
len Functionen  von  2  multiplicirt ,  wieder  Functienen  desselben 
liefern;  der  Modul  heisst  ein  endlicher,  wenn  er  sich  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Elementen  er, , . .  ,  a„,  durch  diese  Operatio- 
nen erzeugen  lässt,  und  wird  durch  a  =  [a,, . . .,  am]  bezeichnet, 

a, ttm  heisst  seine  Basis.  Jeder  endliche  Modul  besitzt  rational 

irreductible  Basen  (alle  von  derselben  Eiementenanzahl).  Ist  jede 
Function  in  a  auch  in  einem  zweiten  Modul  6  enthalten,  so  heisst 
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a  dureh  b  teilbar,  b  ein  Teiler  von   a  etc.     (Der  Teiler  ist  um- 
fasseader  als  das  Vielfache;  damit  stimmt  die  von  den  Zahlen 
ber  gewohnte  Anschauung,  wenn  man  statt  der  Zahlen  a  und  6 
die  Systeme  0,+a,4:2o, . . .,  resp.  0,+fe,+26, . . .  nimmt)    Alle 
Fanetionen,  die  in  a  und  b  enthalten  sind,  bilden  ebenfalls  einen 
Module  das  kleinste   gemeinschaftliche  Vielfache  von  a  und  b; 
dasselbe  gilt  ftlr  den   grössten   gemeinschaftlichen  Teiler,  d.  h. 
den  Inbegriff  aller  Functionen  a  +  ßy  wo  a  und  ß  irgend  welche 
Fanetionen  aus  a,  resp.  b  sind.    Unter  Product  von  a  und  b  ver- 
steht man  ferner  den  Inbegriff  sämmtlicher  Functionen  Saß,  der 
selbst  ein  Modul  ist  und  zwar  ein  endlicher,  wenn  a  und  b  es  sind. 
Es  ist  zwar  ab  =  ba,  abc  =  acb  =  . . . ,   aber  ab  braucht  nicht 
darch  a  teilbar  zu  sein,  dagegen  ist,  falls  a  durch  a^,  b  durch  b^ 

teilbar  ist,  auch  ab  durch  a,  b,  teilbar.     Endlich  ist  —  der  In- 

^    *  a 

b^riff  aller  Functionen  y  von  der  Art,  dass  ya  durch  b  teilbar 

ist  und  ebenfalls  ein  Modul:  —  a  ist  durch  b  teilbar,  wenn  auch 

'    a 

aiebt  immer  gleich  b.  Aus  der  Definition  des  Teilers  ist  klar, 
was  unter  der  Gongruenz  a^ß (mod.  a)  zu  verstehen  ist.  Hieran 
schliesst  sich  dann  unmittelbar  die  Definition  eines  vollständigen 
Restsystems  des  Moduls  b  nach  a.  Von  Wichtigkeit  ist  ferner  der 
Begriff  der  Norm  (b,  a)  von  a  in  Bezug  auf  b;  es  ist  dies  eine 
gewisse  rationale,  in  bestimmter  Weise  herzustellende  Func- 
tion von  2,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  durch  Multipli- 
catioD  mit  ihr  jede  Function  von  b  in  eine  Function  von  a  ver- 
wandelt wird.  Für  die  Norm  wird  eine  Reihe  von  Sätzen  ab- 
geleitet. Das  fllr  die  vorliegende  Theorie  wichtigste  Gebilde,  das 
Ideal,  ist  eine  besondere  Art  von  Modul;  ein  System  a  von  ganzen 
Fanetionen  von  s  in  Q  heisst  ein  Ideal,  wenn  1)  Summe  und 
Differenz  je  zweier  Functionen  in  a  wieder  eine  Function  in  a 
ergeben,  2)  das  Product  einer  jeden  Function  in  a  mit  einer 
jeden  Function  in  o  wieder  eine  Function  in  a  ist.  Der  Modul  o 
ist  selbst  ein  Ideal,  und  jedes  Ideal  ist  durch  o  teilbar,  wie  tlber- 
haupt  0  in  der  Theorie  der  Ideale  die  Rolle  der  Einheit  spielt. 
Bedeutet^  eine  beliebige  Function  in  o,  so  ist  das  System  o^ 

23* 
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aller   darch  ^   teilbaren  ganzen  Functionen  ein  Ideal,  welches 
Hauptideal  heisst.    Grad  des  Ideals  a  heisst  der  Grad  der  ganzen 
rationalen  Function  (o,  a),    die  kurz  Norm    von  a  genannt  und 
mit  iV(a)  bezeichnet  wird,  dieselbe  ist  stets  eine  Function  in  a 
und  Teiler   der  Norm    einer  jeden  Function  a  in  a;   N(p)  =  1. 
Wesentlich  unterscheidend  f&r  die  Ideale  von  den  allgemeinen 
Moduln  ist  der  nur  für  Ideale  geltende  Satz:    „Sind  ^,  ^^,  v,  v, 
Functionen  in  o  und  ^i^^i,  v^Vj  (niod.  a),  so  ist  auch  fiv^ii^v^ 
(mod.  o).^     Heisst  nun  eine  Function  a   in  o  durch  das  Ideal  a 
teilbar,  wenn  oa  durch  a  teilbar  ist,  d.  fa.  wenn  a  eine  Function 
in  0  ist,  heissen  femer  zwei  Ideale  a  und  6  relativ  prim,  wenn  ihr 
grösster  gemeinsamer  Teiler  o  ist,  und  nennt  man  endlich  p  ein 
Primideal,   wenn  es  von  o  verschieden  ist  und  nur  o  und  p  als 
Teiler  hat,  so  lässt  sich  ohne  Mühe  eine  Reihe  von  Sätzen  Über 
die  Teilbarkeit  der  Ideale  aufstellen,   die  denjenigen  über  die 
Teilbarkeit  der  ganzen  rationalen  Functionen  entsprechen.     Um 
aber  die  vollständige  Analogie,  die  zwischen  den  Idealen  und 
den  ganzen  rationalen  Functionen  herrscht,  zu  beweisen,  bedarf 
es   eingehenderer  Betrachtungen;   aus  diesen  ergiebt  sich:   ist  c 
durch  a  teilbar,  so  giebt  es  ein  und  nur  ein  Ideal  6,  welches  der 
Bedingung  ab  =  c  genügt;  jedes  von  o  verschiedene  Ideal  ist 
entweder  ein  Primideal,  oder  es  lässt  sich,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  als  Product  von  lauter  Primidealen  darstellen;   ferner  ist 
JV(ab)  =  JV(a)iV(b);  endlich:  Primideal  und  Ideal  ersten  Grades  sind 
identische  Begriffe  und  überhaupt  der  Grad  eines  Ideals  gleich  der 
Anzal  seiner  Primfactoren.    Da  die  Discriminante  von  Si  durch  das 
Product  J(Ji)  =  n{z—cy-'  darstellbar  ist,  wo  alle  diejenigen  linea- 
ren Ausdrücke  z  —  c  zu  multipliciren  sind,  die  durch  die  zweite 
oder  eine  höhere  Potenz  eines  Primideals  teilbar  sind,  und  wo  s 
die  Anzahl  der  verschiedenen  in  z—c  aufgehenden  Primideale  be- 
deutet, so  ist  ersichtlich,  dass  es  nur  eine  endliche  Anzahl  linearer 
Functionen  s  — c  giebt,  die  durch  das  Quadrat  eines  Primideals 
teilbar  sind.     Bezeichnet   nun  p  ein  solches  Primideal,   und  ist 
e  der  Exponent  der  höchsten  in  seiner  Norm  aufgehenden  Potenz 
von  p,  so  heisst  das  über  alle  derartigen  Primideale  erstreckte 
Product  np"^-^  das  Verzweigungsideal  j  des  Körpers  Q,  das  wegen 
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seiner  Wichtigkeit  einer  eiDgehenden  Untersuchung  unterworfen 
wird.  Auf  Grund  dieser  Theorie  der  ganzen  Functionen  in  i2 
werden  nun  auch  die  gebrochenen  Functionen  untersucht.  Den 
SchlusB  der  ersten  Abteilung  bildet  die  Behandlung  der  rationalen 
Transformationen  der  Functionen  des  Körpers  ii,  aus  der  sich 
die  Berechtigung  ergiebt,  an  Stelle  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen z  jede  beliebige  Function  des  Körpers  als  unabhängige 
Variable  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen  zu  dürfen,  wenn  es 
auf  die  Erhaltung  der  Gesammtheit  der  Functionen  des  Körpers 
ankommt;  die  Begriffe:  Basis,  Norm,  Spur,  Discriminante,  ganze 
Fonction,  Modul,  Ideal  sind  allerdings  wesentlich  abhängig  von 
der  Wahl  der  unabhängigen  Variablen  z. 

Sind  die  soweit  geftthrten  Betrachtungen  über  die  Functionen 
des  Körpers  ii  rein  formaler  Natur,  d.  h.  bewegten  sie  sich  überall 
nur  im  Gebiete  der  rationalen  Rechnungsoperationen,  ohne  die 
numerischen  Werte  der  Functionen  in  Betracht  zu  ziehen,  so 
drängt  sich  nun  die  Frage  auf,  welche  au  die  Spitze  der  zweiten 
Abteilung  gestellt  wird:  „In  welchem  Umfange  ist  es  möglich, 
den  Functionen  in  i}  solche  bestimmte  Zahlenwerte  beizulegen, 
dass  alle  zwischen  diesen  Functionen  bestehenden  rationalen 
Relationen  (Identitäten)  in  richtige  Zahlengleichungen  übergehen?" 
Zu  diesem  Zwecke  wird  folgende,  zunächst  ganz  abstrakte  Defi- 
nition aufgestellt:  Wenn  alle  Individuen  o,  /9, . . .  des  Körpers  ii 
durch  bestimmte  Zahlenwerte  a^,  ßo^  ^  so  ersetzt  werden, 
dass  (I.)  a^  =  or,   falls  a   eine  Gonstante   ist,    und    allgemein 


(IV.)     {a.ß\  =  a,./9„  (V.)    (4)    = 


a. 


ß       0  ßo 

wird,  so  soll  einem  solchen  Zusammentreffen  bestimmter  Werte 
ein  „Punkt"  P  zugeordnet  werden,  und  wir  sagen,  in  P  sei 
ff  =  a,,  oder  a  habe  in  P  den  Wert  a^.  Zwei  Punkte  heissen 
stets  und  nur  dann  verschieden,  wenn  eine  Function  a  in  ü  exi- 
stirt,  die  in  beiden  Punkten  verschiedene  Werte  hat.  Es  sind 
nun  die  Primideale,  die  den  Uebergang  von  dieser  Definition  des 
Punktes  zum  Nachweise  seiuer  Existenz  vermitteln.  Ist  nämlich 
3  irgend  eine  in  P  endliche  Variable,  so  ist  der  Inbegriff  p  aller 
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derjenigen  ganzen  Functionen  von  z,  welche  in  P  verschwinden, 
ein  Primideal  in  z,  das  vom  Punkte  P  erzeugte  Primideal  p;  da 
jedes  Primideal  p  in  2  stets  durch  einen,  und  nur  durch  einen 
Punkte,  den  Nullpunkt  von  p,  erzeugt  werden  kann,  so  ergiebt 
sich  der  Weg,  um  alle  existirenden  Punkte  P  und  jeden  nur  ein 
einziges  Mal  zu  erhalten,  deren  Inbegriff  die  Riemann'sche  Fläche 
T  bildet,  von  selbst.  Dies  ist  die  Grundlage,  auf  der  dann  mit 
Hülfe  der  Ergebnisse  der  ersten  Abteilung  eine  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  entwickelt  wird.  Eine  ganz  formale  Defi- 
nition des  Differentialquotienten  führt  zu  der  Geschlechtszahl, 
und  zu  einer  allgemeinen  Darstellung  der  Differentiale  erster 
Gattung.  Hieran  schliesst  sich  der  Beweis  des  Kieniann-Roch'- 
sehen  Satzes  über  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  einer 
durch  ihre  Unendlichkeitspunkte  bestimmten  Function  und  die 
Theorie  der  Differentiale  zweiter  und  dritter  Gattung. 

T. 


F.  Klein,    üeber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  und  ihrer  Integrale.    Leipzig.  Teuboer. 

Es  sind  zwei  Hauptpunkte,  durch  welche  sich  die  vorliegende 
Darstellung  der  Riemann'schen  Theorie  von  der  Darstellung  unter- 
scheidet, wie  sie  Riemann  selber  in  seiner  berühmten  Abhandlung 
über  Abersche  Functionen  gegeben  hat.  Einmal  benutzt  Herr 
Klein  durchweg  physikalische  Anschauungen,  wo  sich  Riemann 
des  Dirichlef sehen  Princips  bedient;  sodann  legt  Herr  Klein 
seiner  Untersuchung  beliebige  geschlossene,  nicht  nur,  wie  Rie- 
mann, mehrblättrige  über  einer  Ebene  ausgebreitete  Flächen  zu 
Grunde. 

Die  Vorteile,  welche  diese  Abweichungen  gewähren,  liegen 
namentlich  nach  der  didaktischen  Seite  hin  (siehe  d.  Vorwort). 
Es  tritt  „das  heuristische  Element  der  Methode  klarer  hervor"*; 
der  Leser  gewinnt  beim  Studium  der  Schrift  unwillkürlich  die 
Empfindung,  dass  er  selber  aus  sich  auf  dem  vorgezeichueteu 
Wege  die  Theorie  hätte  entwickeln  könne».  Hierauf  vor  Allem 
dürfte  die  grosse  anregende  Kraft  zurückzuführen  sein,   welche 
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der  Yon  Heim  Klein  gegebenen  Darstellung  innewohnt.    Was  die 
Anlage  der  Untersuchung  angeht,   so  wird  zunächst  im  ersten 
Abschnitt  die  physikalische  Deutung  der  Functionen  eines  com- 
plexen  Argumentes  ausführlich    studirt,    bei   welcher  der  reelle 
Teil  der  Function  als  Geschwindigkeitspotential  einer  stationären 
Strömung  in  der  Ebene,  deren  Punkte  die  Werte  des  Argumentes 
geometrisch  repräsentiren,  betrachtet  wird.     Die  rationalen  Func- 
tionen und  ihre  Integrale  geben  hier  zweckmässige  Beispiele;  sie 
liefern  alle  einförmigen  Strömungen,  bei  welchen  durch  jeden 
Pankt  der  Ebene  im  Allgemeinen   nur  eine  Strömungslinie  geht. 
Der  Uebergang  von  der  Ebene  zur  Kugel  beseitigt  einmal  die  Aus- 
nahmestellung, welche  in  der  Ebene  der  Punkt  2  —  00  einnimmt, 
so  dass   nunmehr   auf  der  Kugel  der  Verlauf  der  Strömungen 
vollständig  überblickt  werden  kann.     Es  schliesst  sich  an  diesen 
Uebergang   aber   auch  sofort  die  Fragestellung  an,   welche  als 
die  Riemann'sche  bezeichnet  wird,  und  aus  der  sich  alles  Weitere 
entwickelt:   Man  nehme   eine  beliebige  geschlossene  Fläche  im 
Baume;   welche  einförmigen  Strömungen  existiren  auf  derselben? 
Diese  Strömungen  führen  offenbar  zu  einer  wohlumgrenzten  Glasse 
von  Functionen,  deren  Eigenschaften  unmittelbar  durch  die  An- 
schauung der  zugehörigen,  die  Functionen  definirenden  Strömun- 
gen erkannt  werden.    Die  Ausführung  dieser  Idee  und  damit  die 
Entwickelung  der  Riemann'schen  Theorie  enthält  der  zweite  Ab- 
schnitt der  Schrift.     Die  geschlossenen   Flächen  werden   zuerst 
nach  der  Zahl  p  der   sie   nicht  zerstückenden  Rückkehrschnitte 
eingeteilt  und  der  weiteren  Betrachtung  bestimmte  Normalflächen 
(für  das  Geschlecht  p  eine  Kugel  mit  p  Anhängseln)  zu  Grunde 
gelegt.'^^Die    physikalische   Anschauung    lehrt   nun    die    allge- 
meinsten auf  einer  solchen  Normalfläche  existirenden  einförmigen 
Strömungen  kennen.    Es  ergeben  sich  dann  die  Sätze  der  Rie- 
mann'schen  Theorie  einfach  durch  Uebertragung  der  anschauungs- 
massig  erkannten  Eigenschaften  dieser  Strömungen  auf  die  durch 
dieselben  definirten  Functionen.    Der  Uebergang  von  der  Normal- 
fläche zu  der  gewöhnlichen  Riemann'schen  Fläche,  welcher  durch 
die  eindeutigen  unter  den  gefundenen  Functionen  vermittelt  wer- 
den kann,  ist  für  den  Fall  p  =  i  auch  rechnerisch  durchgeftlhrt. 
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wie  überhaupt  die  allgemeinen  Untersuchungen   vielfach  durch 
specielle  Beispiele  erläutert  sind. 

Der  dritte  Abschnitt  der  Schrift  ist  weiteren  Folgerungen 
aus  den  vorhergegangenen  Entwickelungen  gewidmet.  Er  ent- 
hält nicht  nur  der  Form ,  sondern  auch  dem  Inhalte  nach  neue 
Besultate  Qber  die  eindeutige  conforme  Abbildung  geschlossener 
Flächen  auf  einander.  Hierbei  werden  insbesondere  auch  die 
vom  Verfasser  als  „symmetrisch*  bezeichneten  Flächen  betrachtet, 
welche  eine  conforme  Abbildung  auf  sich  zulassen,  die  zweimal 
angewandt,  zur  Identität  führt.  Diese  Flächen,  welche  auch  als 
die  zu  reellen  algebraischen  Gleichungen  gehörenden  Flächen 
definirt  werden  können,  gewinnen  ein  besonderes  Interesse  noch 
dadurch,  dass  sich  die  berandeten  und  Doppelflächen  als  specielle 
derartige  Flächen  auffassen  lassen.  Hz. 


N.  Herz.     Beweis  des  Riemann'scheu  Satzes  über  alge- 
braische Functionen.    Hoppe  Arch.  LXVIII.  14-18. 

Es  handelt  sich  um  den  Satz:  „Jede  Function  u  von  x, 
welche  in  einer  durch  die  irreductible  Gleichung  f(y,x)  =  0  de- 
finirten  Fläche  vom  Geschlechte  p  eindeutig  ist  und  nur  für  eine 
endliche  Anzahl  (=  m)  von  Punkten  unstetig  von  der  ersten 
Ordnung  wird,  ist  in  y  und  x  rational  darstellbar."^  Der  Beweis 
des  Satzes  lässt  sich  in  zwei  Teile  trennen,  deren  erster  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  jene  Function  u  herstellt  und  zeigt,  dass 
derselbe  im  Allgemeinen  m— p-f-1  willkürliche  Constanten  besitzt; 
deren  zweiter  aus  y  und  x  rationale  Functionen  von  verlangter 
Beschaffenheit  mit  gleichfalls  m  —  p  -f  1  willkürlichen  Constanten 
bildet.  Hier  handelt  es  sich  um  den  ersten  Teil  des  Beweises, 
welcher  durch  Constantenzählung  erbracht  wird,  und  dabei,  im 
Gegensatz  zu  der  Darstellung  bei  Riemann,  lediglich  die  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  heranzieht,  ohne  die  Aberschen 
Integrale  zur  Construction  einer  Function  u  zu  benutzen.  Es 
wäre  dabei  vom  Verfasser  wol  der  analoge  Betti'sche  Beweis 
(in  der  Abhandlung:  Sopra  le  funzioni  algebriche  di  una  varia- 
bile   complessa.     Annali    delle  Universitä    Toscane.    Tom.  VII. 
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1863)  in  Vergleich  zu  ziehen  gewesen;  übrigens  finden  auch  hier 
die  Bemerkungen  von  Prym  über  die  Durchführbarkeit  der  ab- 
zählenden Methoden  in  speciellen  Fällen  in  der  gleichfalls  diesen 
Riemann'schen  Satz  betreflFenden  Abhandlung  im  LXXXIII.  Band 
TOD  Borcbardt  J.  p.  253  Anwendung  (siehe  F.  d.  M.  IX.  (1877) 
p.  284.).  Dk. 


F.  Casorati.      Sopra    il    teorema    di  Jacobi.     Lomb.  ist. 

Rend.  (2)  XV.  623-634. 

Der  Verfasser  hat  schon  früher  (C.  R.  Dec.  1863  u.  Jan.  1864) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  das  Theorem  von  Jacobi,  nach 
dem  eine  Function  einer  Variablen  mit  mehr  als  zwei  Perioden 
unmöglich  ist,  zu  beschränken  sei  auf  Functionen,  die  für  jeden 
Wert  der  Variable  nur  einen  oder  nur  eine  endliche  Zahl  von 
Werten  habe,  was  Jacobi  vermutlich  ebenso  aufgefasst,  aber 
nicht  ausdrücklich  hervorgehoben  habe.  Da  diese  Bemerkungen 
nur  wenig  beachtet  und  zum  Teil  nicht  verstanden  wurden,  will 
der  Verfasser  in  weiteren  Mitteilungen  nochmals  die  Existenz 
analytischer  Functionen  einer  Variablen  mit  mehrfacher  Periodi- 
cität  und  die  Möglichkeit  der  Umkehrung  eines  einzelnen  Inte- 
grals zeigen.  H.  St. 


Ad.  Schümann.     Ein  Bevveis  für  ein  Theorem  von  Liou- 
ville,  die  doppelt-periodischen  Functionen  betreffend. 

Schlömilch  Z.  XXVII.  125- 126. 

Der  Satz  von  Liouville,  dass  sich  die  Summe  der  Pole  von 
der  Summe  der  Nullpunkte  in  einem  elementaren  Periodenparal- 
lelogramm um  eine  vollständige  Periode  unterscheidet,  wird  her- 

/f*  (z) 
z  '        dz,  das  über  die  ümgren- 
/  w 

znng  eines  solchen  Parallelogramms ,  dessen  Ecken  den  Werten 

Ä«i  Ä„  +  W,    Z^+(0-\-(d\    Z^  +  0)' 

entsprechen,  ausgedehnt  wird.  M. 
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wie  ,,  jfg  ^o^pelt-periodischen   Fune- 

spe ^  ^ ^ ,1 A*.     '  ^  ^^^^  Ber  LXXXVI.  969-975. 


I 


/.'• ' 


s»',  f»  ^"'^'  ^ß//./>erfodi8che  Function   einmal  in  der 


»♦♦i »'  •    Mi 

v.'//'  w'^"  /»reier  Producte  von  Jacobi'schen   Func- 

i^rfw  <•'"'*'"  ^''^  /  «jfe/^^ö®   "^^^  Hülfe  einer  Function,    welche 

tuiit^f^  ^  ^''"'  •    vefl  ^^^^'®  **°^  ^®°  congruenten  von  der  ersten 

fiiir  f^"  **"'^'^  jij^ij  wird,  und   ihrer  successiven  Ableitungen,  in 

()f(/tfM'»^      ,fe/c/»ö  der  Partialbruchzerlegung  rationaler    Func- 

eia^  ^^''  '  '^^i^  80  besteht  zwischen  den  in  diesen  Darstellun- 

tioBeo         jgp  grossen  eine  lineare  Relation.    Einen  speciellen 

^'^   fü    diesen  biet    bewiesenen  Satz    liefert    die    von    Herrn 

^^^ßrioJebi  (C.  R.  XCn.  1881.  325.,  s.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)   257.) 

'esene  Relation  zwischen  den  Grössen  w,  die  in  den  beiden 

jiusdrücken  ftlr  die  der  Gleichung 

geDflgenden  Functionen  enthalten  sind.  M. 


O.  Raüsenbergbr.      Zur  Theorie    der    Functionen    mit 
mehreren    nicht    vertauschbaren    Perioden.    Klein  Add. 

XX.  47-49. 

Ist  f(x)  eine  eindeutige  Function,    welche   den  Functional- 
gleichungen 

f{x+\)  =  f(x)^     f(-l)  =  /^(:r) 

genügt,  (Modulfunction),  so  genügt  jede  Function  F(x),  die 
eich  rational  aus  f(x.]^n)  und  f(-^^  zusammensetzt,  den  Func- 
tionalgleichungen 

F(x  +  |/n)  =  F(x)     und    Ff-  — )  =  F(x); 

oder  sie  besitzt,    wie  man  sich  ausdrücken  mag,  die  Perioden 

,-                    1 
«+|/fi     und Wie   sich    dieses   Beispiel   in   die   allge- 

X 
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meinen  Conceptionen  über  eindeutige  Functionen  mit  linearen 
Transformationen  in  sich  einordnet,  sehe  man  einerseits  in  der 
weiteren  Abhandlung  desselben  Verfassers:  „Ueber  eindeutige 
Functionen  mit  mehreren  nicht  vertauschbaren  Perioden"  (Klein 
Ann.  XX.  p.  187.  und  diesen  Band  p.  345),  andererseits  in  den 
TOD  Tiel  aligemeineren  Gesichtspunkten  ausgehenden  Arbeiten 
TOD  Poincarä  und  Klein  Über  die  Theorie  des  eindeutigen  Func-. 
tionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich.  Dk. 


O.  Rausenberger.  üeber  periodische  Functionen  zweiter 

Gattung.     Klein  Ann.  XX.  550-557. 

Herr  Rausenberger  definirt  im  XVIII.  Bande  der  Math.  Ann. 
in  der  Arbeit:  „Theorie  der  allgemeinen  Periodicität"  als  „perio- 
dische Function"  eine  Function  F(x),  welche  der  Gleichung 

F[tpXx)]  =  F(x) 

genfigt,  wo  9),(a;)  eine  beliebige  algebraische  Function  bedeutet 
(s.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  317).  Hieran  knüpft  er  jetzt  die  Be- 
trachtung „periodischer  Functionen  zweiter  Gattung",  definirt 
durch  eine  oder  mehrere  Functionalgleichungen 

worin  9,(^)  und  tfßX^)  allgemein  algebraische  Functionen  be- 
deuten.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  diese  Functionen 
insbesondere  als  lineare  vorausgesetzt.  Mit  Bezug  auf  diese  Func- 
tionen wird  nun  die  schon  für  jene  periodischen  Functionen 
erster  Gattung  beantwortete  Frage  gelöst  nach  allen  eindeutigen, 
einfach  oder  mehrfach  periodischen  Functionen  zweiter  Gattung 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  wesentlichen  Discontinuitäts- 
puncten. 

Die   einfach    periodischen    Functionen   zweiter  Gattung   er- 
weisen sich  sofort  auf  vier  Normalformen  zurückführbar : 

(1)  F(x  +  l)=:F(x)  +  l, 

(2)  F(x+l)  =  q.F{x% 

(3)  F(p.x)     =F(rr)+l, 

(4)  F(p.x)     =-g.F{x), 
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wobei  noch  mod.  p  <  1  angenommen  werden  darf;  hieraus  er- 
geben sich  leicht  die  wesentlichen  Eigenschallen  solcher  Func- 
tionen. 

FUr  die  mehrfach  periodischen  Functionen  zweiter  Gattung 
zeigt  die  Aufstellung  einer  Reihe  von  Normalformen,  ^dass  alle 
überhaupt  existenzfähigen  Functionen  zweiter  Gattung  mit  meh- 
reren nicht  Tertauftchbaren  Perioden,  ganz  unwesentliche  Aus- 
nahmefälle abgerechnet,  unendlich  viele  wesentliche  Discontinui- 
tätspunkte  besitzen  müssen.'^  Zum  Schlüsse  wird  noch  die  Be- 
zeichnung der  „periodischen  Functionen  dritter  Gattung"  fixirt 
für  Functionen  F(x),  welche  der  Gleichung 

genügen,  worin  q>^  eine  rationale  Function  von  x,  G  eine  in  x 
und  F(x)  rationale  Function  bezeichnet.  Dk. 


TcHEBYCHEF.      ücber    die   Functionen,    die  für  gewisse 
Werte  der  Variabein  wenig  von  Null  abweichen. 

Petersb.  Abb.  X.  (Russiscb). 

Weicht  die  Function  F(x)  zwischen  den  Grenzen  a?  =  — h 
und  X  =^  +h  wenig  von  Null  ab,  so  kann  sie  für  einen  ausser- 
halb dieser  nahe  bei  denselben  liegenden  Wert  von  x  nur  dann 
gross  werden,  wenn  ihr  Grad  ziemlich  gross  ist.  In  der  ange- 
führten Abhandlang  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  höchste  Grenze 
für  den  Wert,  den  eine  Function  n^^  Grades,  welche  nicht  mehr 
als  um  +C  von  Null  zwischen  den  Grenzen  x  =^  —h  und  x  =  -\-  h 
abweicht,  für  einen  ausserhalb  dieser  liegenden  Wert  H  von  x 
annehmen  kann,  zu  bestimmen.  Da  durch  Einführen  eines  Pro- 
portionalitätsfactors  der  Wert  der  Function  für  x  =  H  immer 
einer  gegebenen  Grösse  M  gleich  gemacht  werden  kann,  so  ist 
nur  eine  Function  zu  suchen,  die  zwischen  den  Grenzen  x  =  —  h 
und  a;  =  +Ä  am  wenigsten  von  Null  abweicht,  und  für  o?  =  ü 
den  Wert  M  annimmt;  dann  wird  das  Verhältnis  JH :  L,  wenn 
jetzt  L  die  grösste  Abweichung  dieser  Function  von  Null  zwi- 
schon  X  =  —h  und  x  =  -{-h  bezeichnet,  die  gesuchte  höchste 
Grenze  des  Wertes  der  Function  fUr  x  =  H  relativ  zu  der  grössten 
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Abweichung  zwischen  genannten  Grenzen  geben.  Wenn  die  Aufgabe 
auf  diese  letzte  zurückgeftlhrt  worden  ist,  wird  sie  durch  die- 
selben Betrachtungen  gelöst,  von  denen  der  Verfasser  in  seiner 
Abhandlung:  Sur  les  questions  de  minima  qui  se  rattachent  k  la 
repr^entation  approximative  des  fonctions  (Mämoires  de  FAcad. 
Imp.  des  Sciences  de  St.  Pätersb.  sixi^me  särie.  Sciences  mathö- 
matiques  et  physiques.  T.  VII.)  Gebrauch  gemacht  hatte,  und 
die  in  dem  „Calcul  diffgrentiel^'  von  Bertrand  S.  5 12-521  ange- 
ftbrt  sind. 

Dieselbe  Aufgabe  wird  auch  in  Bezug  auf  die  trigonometrische 

Function 

Aq  +  A^cosq)  4-  A^G0s2q>  -\ \-  AnOOsnq) 

4-  ßj  sin gp  +  ß,  sin  2y  +  — h  Bn^\nng> 
gelöst  Ty. 

T.  J.  Stieltjes  jr.  Ovar  de  transformatie  van  der  pe- 
riodiclie  functie 

A^'\'A^  cosg)  +  ß,  ßiu  qp  +  ••  +  AnCOBnq)  +  B^sinn^. 
Nienw  Arch.  IX.  111-116 

Einfache  Entwickelung  in  Factoren  von  Ausdrücken  obiger 
Form;  ftlr  n  =  z  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Aus- 
druck für  keinen  Wert  von  g>  gleich  Null  wird,  hat  man  die 
Entwickelung  bei  der  Störungsfunction  schon  lange  angewendet. 
Hier  bleibt  die  Form  allgemein  und  so  wird  die  Entwickelung 
angewendet,  welche  nachher  durch  ein  Beispiel  erklärt  wird. 

G. 

G.  AscoLi.  Una  osservazione  relativa  ad  un  teorema 
contenuto  nella  mia  Memoria:  ^Sulla  rappresentabilitä 
di  una  funzione  a  due  variabili  per  serie  doppia  tri- 

gonometrica.*'    Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XV.  543-546. 

Verbesserung  eines  Lemma  über  die  Reihe  2!a2!vOu\    das 

0        0 

in  §  3  Nr.  l  der  oben  genannten  Abhandlung  nicht  ganz  correct 
aasgesprochen  war.  M. 
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Laguerre.  Sur  la  distribution,  dans  le  plan^  des  racines 
d'une  ^qnation  alg^brique  dont  le  premier  membre 
SHtisfait  ä  une  ^quation  diffdrentielle  lin^aire  du  second 

ordre.     0.  R.  XOIV.  412-414,  509-511. 

Siehe  Abschn.  II.  Cap.  1 .  p.  54. 


Capitel  2. 
Besondere  Functionen. 

A.    Elementare  Functionen. 

Perott.     Sur   la  recherche  des  diviseurs  des  fonctions 
entiferes.    S.  m.  P.  Bull.  x.  250-251. 

Angabe  eines  Verfahrens,  welches  die  Zerlegung  eines  Poly- 
noms 

mit  ganzzahligen  Goefficienten  in  seine  Primfactoren   aus   einer 
endlichen  Anzahl  Ton  Versuchen  ergiebt.  Dk. 


St.  Rychlicki.     Ein  Beitrag  zum  Rational  machen  einer 
Summe  von  2^**"  Wurzeln.  Hoppe  Arch  Lxvni.  180-196. 

Es  werden  zunächst  die  expliciten  rationalen  Ausdrücke  ent- 
wickelt, welche  den  algebraischen  Summen  von  2,  3,  4,  5 
Quadratwurzeln  entsprechen;  sodann  wird  die  Form  des  rationa- 
len Ausdrucks  discutirt,  der  für  die  Summe  von  n  Quadratwur- 
zeln erscheint;  und  zuletzt  finden  sich  einige  Bemerkungen  über 
den  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  allgemeinsten  Fall. 

Sn. 


Perott.     Sur  un  th^orfeme  de  Gauss,   s.  M.  F.  Bull.  x.  87-88. 
Es  wird  ein  neuer  Beweis  für   den  Gauss^schen  Satz  (Suro- 
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matio  quarundam  serieruni  siogularinm)  gegeben,   dass,  wenn  m 
und  fA  ganze  Zahlen  und  m>  fi  ist,  der  Ausdruck 

(I— a:)(l— j;')...(l— xO 
eine  ganze  Function  von  x  ist  M. 


0.  DziOBBK.  Ueber  diejenigen  Functionen  von  sechs 
Variabein,  welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Ver- 
tauschung derselben  nur  sechs  verschiedene  Werte 
anzunehmen,  ohne  in  Bezug  auf  fünf  derselben  sym- 
metrisch zu  sein.    Hoppe  Aroh.  LXVIII.  225-255. 

Es  werden  die  einfachsten  Formen  solcher  Functionen  auf- 
gestellt. Dieselben  lassen  sich  fQr  die  Darstellung  der  Invarianten 
der  linearen  Formen  sechsten  Grades  verwerten.  Indem  ferner 
jeder  Punkt  eines  Kegelschnittes 

iCÄ  —  y'  =  0 
darch  einen  Parameter  a  mittels  der  Formeln 

rr  =  I,  y  =  a,  »  —  a* 
dargestellt  wird,  ergeben  sich  Anwendungen  der  genannten  Func- 
tionen auf  die  Theorie  des  PascaFschen  Sechsecks.  M. 


G.  Halphen-     Sur  une  sörie  d'Äbel.    s.  M.  P.  Bull.  X.  67-87. 

Die  Resultate  dieser  Abhandlung  sind  bereits  früher  C.  R. 
XCIII.  1003-1005  veröflFentlicht  worden;  wir  verweisen  deshalb 
auf  das  betreffende  Referat  in  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  180. 

M. 


H,  A.  Schwarz.     Demonstration   ölömentaire  d'une  pro- 
.pri6t^  fondamentale  des  fonctions  interpolaires. 

Torino,  Att.  XVII.  740-743 

Ein  eleganter,  nur  elementare  Hülfsmittel  benutzender  Be- 
weis der  Formel 
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in  welcher,  fUr  f{t)  als  Ausgangsfunction, 


'«  'I 


gesetzt  ist,  wo  ferner  /,</,<••</„  eine  reelle  Wertreihe, 
u  einen  Zwischenwert  derselben  bezeichnet  Ok. 


M.  Lerch.     Bemerkungen  über  den  Quotienten 


sin  2; 

Gas.  XI.  292-204.  (Böhmisch). 

Enthält  die  Ableitung  und  eine  Anwendung  der  Formel 

sina;  x         x         x        .     .  - 
=  cos  TT  cos  -7-  cos  — —  m  mf. 

X  2         4         8 

Std. 


J.  W.  L.  Glaisher.     Üne  identit^  trigonomötrique. 

Ass.  fr.  1880. 

« 

Die  hier  betrachtete  Identität  lautet: 
8in(a— /)8in(a— |7)sin(a— Ä)^       8in(6— /^8in(6— p)sin(6~-A) 


8in(a— 6)  8in(a— c)  8in(6— a)  8in(ft — c) 

,    sin(c— /')8in(c— p)8in(c— A)         siny— o)8in(/'— fe)8in(/'— c) 
'  8iu(c— a)8in(c— 6)  %m(f—g)%ui(J—h) 

sin(^— o)8in(.9— 6)8in(5f— c)       sin(Ä— a)8in(Ä~6)8in(Ä— c) 
8in(öf— /•)8in(p-/Ö  8in(A-/')sin(Ä— p)         "    ' 

wo  a,  6,  c,  f,  Qj  h  irgend  welche  Grössen  sind.  Für  letztere  wird 
sin'a,  %\n\  .  .  .,  gesetzt;  alsdann  ergiebt  sich  eine  ähnliche 
Identität.  M. 


S.  Günther.   Parabolische  Logarithmen  und  parabolische 
Trigonometrie.     Eine  vergleichende  Untersuchung.' 

Leipzig.  Teuboer. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  B. 
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A.  FoRTi.     Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen. 

Schlömilch  Z.  XXVII.  Hl.  A.  1-12. 

Für  die  Rechnung  mit  Hyperbelfunctionen  konnte  man  sieb 
bisher  zweier  Tafelwerke  bedienen,  desjenigen  von  Gronau  und 
desjenigen  von  Forti:  ältere  Arbeiten  dieser  Art,  wie  wir  sie  von 
Lambert  und  Gudermann  besitzen,  hatten  mehr  eine  theoretische, 
als  eine  praktische  Bedeutung.  Gronau  legte  den  sogenannten 
transcendenten  Winkel  t,  Forti  den  gemeinsamen  Winkel  (p  zu 
Grunde.  Letzterer  erzählt  uns,  dass  seine  Anordnung  yon  man- 
chen sachkundigen  Männern,  so  besonders  von  Hoüel  und  Bella- 
Titis,  getadelt  worden  sei,  dass  er  jedoch  in  seinen  zu  Rechnungs- 
zwecken bestimmten  Tafeln  trotzdem  die  ursprüngliche  Idee  als 
die  vorteilhafteste  beibehalten  habe.  .»,Für  den  ausschliesslichen 
Gebrauch  der  Mathematiker^  aber  gedenke  er  nunmehr  neue 
Tafeln  zu  entwerfen,  in  welchen  er  sich  den  Wünschen  seiner 
Kritiker  mehr  anbequeme  und  den  doppelten  hyperbolischen 
Sector  Ol  zum  Argumente  nehme.  Eine  Probe  dieses  in  der  Aus- 
führung befindlichen  Werkes  wird  mitgeteilt.  Ausserdem  sind 
der  Abhandlung  zahlreiche  geschichtliche  Notizen,  namentlich 
über  Newton's  Stellung  zu  den  Hyperbelfunctionen,   beigegeben. 

Gr. 


F.  Lindemann,     üeber  die  Ludolph'sche  Zahl.     Beri.  Ber. 

1882,  679-682. 

F.  Lindemann.  Sur  le  rapport  de  la  circonference  au 
diamfetre,  et  sur  les  logarithmes  n^p^riens  des  noinbres 
cominensurables  ou  des  irratiounelles  alg^briques. 

C.  R.  CXV.  72-74. 

F.  Lindemann.     Ueber  die  Zahl  n.   Klein  Add.  xx.  213-225. 

Id  seiner  Abhandlung:  Sur  la  fonction  exponentielle  (C.  R. 
Bd.  LXXVIL,  8.  F.  d.  M.  V.  (1873.)  p.  248)  hat  Herr  Hermite  die 
Unmöglichkeit  einer  Relation  von  der  Form 

AoC«  +  iV,e'«H -\-Nne^n  =  0 

bewiesen,    wo  sowohl  die  2  als  die  N  als   ganz  vorausgesetzt 

FortKhr.  d.  Math.  XIV.  1.  24 
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werden.  Herr  LindemaDn  erweitert  die  hier  gemachten  Schlüsse 
und  gelangt  zu  folgendem  Satze:  „Sind 

f,(s)  =  0, /.(ä)  =  0,  ...,  /;(a)  =  0 

s  algebraische  Gleichungen,  von  denen  jede  irreductibel  und  von 
der  Form 

ist,  wo  unter  flj,  a,,  ..  .,  a«  ganze  Zahlen  zu  verstehen  sind, 
werden   ferner    mit    ä„  «[,  z'i  . . .    die    Wurzeln    der  Gleichung 

r 

f^Qb)  =  0  bezeichnet,  wird  kurz 

Se*'  =  c**  +  e*»'  +  e**'  +  ... 

gesetzt,  bedeuten  endlich  iV^,  iV,,  . . .,  iV«  beliebige  ganze  Zahlen, 
welche  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  kann  eine  Relation 
von  der  Form 

nicht  bestehen,  ed  sei  denn,  dass  eine  der  Grössen  ss  gleich 
Null  ist." 

Ersetzt   man    die    Gleichungen  fi{z)  =  0   durch    diejenigen 
irreduciblen  Gleichungen,   welche  bez.  von  den  Zahlen 

befriedigt  werden,  so  flihrt  dieser  besondere  Fall  zu  dem  Satze: 
„Ist  js  eine  von  Null  verschiedene  rationale  oder  algebraisch 
irrationale  Zahl,  so  ist  e*  immer  transcendent."  Damit  ist  be- 
wiesen, dass  die  Ludolph'sche  Zahl  n  eine  transcendente  Zahl  ist. 
Die  angeführten  Sätze  bleiben  bestehen,  wenn  man  unter  den 
Ni  nicht  ganze  oder  rationale,  sondern  beliebige  algebraisch- 
irratinale  Zahlen  versteht.  Analog  folgt  aus  dem  obigen  Satze 
der  folgende:  „Versteht  man  unter  iV^,  JV,,  ...,  iV«  beliebige,  und 
unter  s^,  z^  ...,  s«  beliebige,  von  einander  verschiedene  (reelle 
oder  complexe)  algebraische  Zahlen,  so  kann  eine  ßelation  von 
der  Form 

nicht  bestehen,  es  sei  denn,  dass  die  iV.  sämmtlich  gleich  Null 
werden."  M. 
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ÄD.  HuRwiTZ.     Einige  Eigenschaften  der  Dirichlet'sehen 

Functionen  FCx)  =  -2*^ — j  -y  ,  die  bei  der  Bestimmung 

der  Klassenzahlen  binärer  quadratischer  Formen   auf- 
treten.   Schlömilcb  Z.  XXVII.  86-102. 

Durch  Vergleichung  der  beiden  von  Herrn  Schlömilcb   ge- 
gebenen Relationen 

WO 

ood 
wo 

mit  der  von  ßiemann  („lieber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter 
einer  gegebenen  Grenze^^)  betrachteten  Function 

?  W  =  17  +  ^  + -y  +  •  •  •  + -^  +  •  •  •  > 
für  welche  er  u.  A.  die  Gleichung 

herleiteit,  ist  der  Herr  Verfasser  zu  allgemeinen,  die  obigen  als 
specielle  Fälle  enthaltenden  Sätzen,  gelangt.  Seine  Untersuchun- 
gen betreffen  die  Dirichlet'scbe  Function  F(s,D),  welche,  wenn 

0  =  l  (mod4)  ist,  = ^^r K-V)  •  ■^' 

in  allen  übrigen  Fällen  =  2^ — )  .  ^    gesetzt   wird,    wo    die 

Summe  sich  auf  alle  n  erstreckt,  die  positiv,  ganzzahlig  und 
relativ  prim  zu  2D  sind.  Als  Resultat  der  Untersuchung  ergeben 
sich  folgende  Sätze: 

24* 
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I.  gDie  Functionen  F(ä,  D)  sind  durchaus  eindeutige  Func- 
tionen der  complexen  Variabein  «."  IL  „Alle  Functionen  F(*,D)» 
mit  einziger  Ausnahme  von-P(Ä,  1),  haben  einen  endlichen  Wert 
des  Arguments  s."  III.  „Die  Function  F(ä,1)  hat  für  jeden  im 
Endlichen  gelegenen  Wert  von  s  selbst  einen  endlichen  Wert, 
mit  Ausnahme  der  Stelle  «  =  1,  wo  F{s,\)  so  unendlich  wird, 
dass  lim[(Ä-l)F(Ä,l)],=i  ist."  IV.  „Die  Functionen  F(SyD)  ge- 
nügen folgenden  einfachen  Relationen: 

F(l  -,.  D)  =  (^)-' .  -^ .  >/.-^ .  cos(^).  fCD), 

oder  auch 

li-) 

wenn  D  positiv  ist; 
FO-s,D)  =  (-l^^-)'-'.I^.^—D  .sin(-^).  F(..I», 

oder  auch 


r 


(I  +  t) 


wenn  D  negativ  ist.    Dabei   ist   x  =  l  für  Z>  ^  l(mod.4)  und 
X  =  4  in  allen  übrigen  Fällen."  M. 


A.  Genocchi.      Sur  las  fonctions    de    M.  Prym    et   de 
M.  Hermite.    Belg.  Bull.  (3)  iv. 

Die  beiden  Functionen  von  Herrn  Hermite 
0(x)  ==J     tj*-^  e-**  rff? , 


a 


welche  in  die  von  Herrn  Prym  für  a  =  1  übergehen,  sind  schon 
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in  dem  Falle,  wo  a  reell  ist,  von  Legendre  (Fonctions  elliptiques, 
II.  p.  502)  betrachtet  worden.    Mit  Hülfe  der  Formel 


—  71 


lassen  sich  yerschiedene  andere  interessante,  aber  ziemlich  com- 
plicirte  Darstellungsformen  für  jene  Functionen  geben.  Wenn  x 
eine  ganze  Zahl  ist,  so  nimmt  man  für  ?{x)  die  Definition 
lim  P(a:+e)^„.  Mn.  (M.) 


Ä.  Berger.   En  generalisation  af  nagra  formler  i  Gamma- 
funktionens  teori.    Stockh.  öfv.  I88i.  13-30. 

Wenn  die  Function  f{x)  für  «>  0  endlich  und  continuirlich 
bleibt,  wenn  ferner 

ist,  und  für  x>  —  \ 

F(_x+l)-F(x)  =  f(x) 

gesetzt  wird,  so  findet  der  Verfasser,  dass 

Fix  +  1)  =  y  V(8)d»  +  f^  +K, 

worin 

Diese  Formel  combinirt  der  Verfasser  nur  mit  der  Euler'schen 
Sammenformel,  und  findet  dadurch  eine  Reihe  Ton  Formeln,  aus 
welchen  für  den  speciellen  Fall 

f(x)  =  log(a:; 

bekannte  Gamma- Formeln  erhalten  werden.  So  wird  z.  B.  die 
Gleichung 


*=:^i   k^^x^         sinTTx 


S74  ^"-  Abacfaoitt    FDDctioDeDtheorie. 

aus  der  allgememen  Formel 

n  i-\-x)+Fii  -«)  =  ts  [~  fik-^) + 2  m  -  f(k + x] 

hergeleitet.  E. 

E.  GouRSAi.  Extension  du  problfeme  de  Eiemann  ä 
des  foiictiona  hyperg^om^triquea  de  deux  variables. 
C.  R-  Xü.  MS-Wi,  1044-1047. 
Herr  Pieard  hatte  die  Riemann'aebe  Definition  der  hyper- 
geometriaclieo  Functionen  durch  ihr  Verbalten  In  der  Umgebung 
der  singulärBD  Stellen  der  unabhängigen  Veränderlichen  auf 
Fiinctioiieu  zweier  Veränderlichen  x  und  y  ausgedehnt  und  war 
dabei  auf  diö  AppeU'scbe  Function  FXaßß'yxy)  geführt  worden 
(C.  R.  XCI.  lUei.,  Ann.  de  l'Ec.  N.  X.  305.,  s.  F.  d.  M.  XII.  (1880) 
329)-  Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  in  analoger  Weise  die 
Appel'Hcben  Functionen  F^  und  F,  deüniren  kann,  wenn  man  die 
Ficard'scben  Festsetzungen  dabin  modificirt,  dass,  statt  zwiscLen 
vier.  zwiäL'bea  fünf  Zweigen  der  Function  a  =  F{xy)  eine  lineare 
homogene  FunctioD  mit  constanten  Coefficienten  besteben  soll. 
Deiiigeiiiäss  werden  hier  in  der  Nachbarschaft  der  singulären 
FuDktc  die  Formen  fUr  vier  Zweige  der  Function,  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  Herrn  Pieard  für  drei  Zweige,  vorgeschrieben. 
Die  singulären  Stellen  sind  a;  =  0,  1,  cc  fQr  jedes  y,  y  =0,  \,  so 
für  jedes  j:  und  x  =  a,  y  =  b  wenn  oft  =  a  +  6.  Jede  Func- 
tion 3,  die  diese  Bedingungen  erfllllt,  genügt  zwei  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen vierter  Ordnung,  von  denen  jede  nur  die  Ab- 
leitungen von  s  nach  einer  der  Variablen  x,  y  enthält  Diese 
Gleichungen  werden  durch  jedes  gemeinsame  Integral  zweier 
linearer,  simultaner,  partieller  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  die  ebenfalls  von  Herrn  Appell  aufgestellt  sind,  be- 
friedigt. Zweck  der  zweiten  Note  ist,  zn  beweisen,  dass  die 
erwälmten  Rimnltaneu  Differenzialgleicbungen  vierter  Ordnung 
kein  anderes  gemeinschafllicbee  Integral  zulassen,  als  diejenigen, 
die  dem  Appeü'scben  System  zweiter  Ordnung  gentlgen. 

Hr. 
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P.  Appell.      Siir    les    functions    hypergdom^triques    de 
deux  variables.    R^eal  J.  c3)  VliL  173-217. 

Der  Herr  Verfasser  hat  für  die  Gauss'scbe  hygeometrische 
Reihe  eine  VerallgemeineruDg  gefunden,  welche  die  wesentlichen 
Eigenschaften  jener  Reihe  beibehält;  dieselbe  besteht  in  der  Ein- 
ftlhrung  der  vier  Functionen: 

l',{a,ß,ß  ,y,y  ,T,y)  -  ^  (y,m)(y',fl)(l,«)(l,«)  ""  *  ' 

(y,m  +  fi)(I,m;(l,w; 

wo{i,lt)=  i(Ä+  1)  ...  (i  +  ft—i),  (A,o)  =  1,  und  die  Summation 
fiber  m  und  n  von  Null  bis  Unendlich  zu  erstrecken  ist.  Die  vor- 
liegende Arbeit  ist  einer  zusammenhängenden  und  ausflihrlichen 
Darstellung  der  Untersuchungen  über  diese  Functionen  gewidmet, 
deren  hauptsächlichsten  Resultate  der  Verfasser  in  den  G.  R.  von 
1880 1.  XC.  p.  296-299,  731-735,  977-980,  t.  XCI.  p.  304-366  mit- 
geteilt  hat;  es  sei  daher  auf  die  Referate  in  diesem  Jahrbuche 
(1880)  XII.  p.  296 f.,  sowie  auf  die  zweite  Auflage  von  Heine's 
Handbuch  der  Kugelfunctionen  Bd.  II.  Zusätze  p.  359f.  verwiesen. 

T. 


B.    Elliptische  Functionen. 

C.  FoRMENTL     Riduzione  di   integrali  di  funzioni  alge- 
gebriche   ad  integrali  di  funzioni  razionali.    Lomb.  ist 

Rend.  (2)  XV.  165-173. 

Der  Herr  Verfasser  nennt  Periode  einer  Function  t^(Ä)  eine 
Funetion  A(2),  die  der  Functionalgleichung 

genügt,  und  beweist  den  Satz,  dass  wenn  >l(«)  eine  Periode  der 
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rationalen  Punctiuti  tii(z)  ist,  und  die  rationale  Function  P(z)  der 
Bedingung 

Pil)dl  =  P(s)di 
geultgt,  das  iil^'ebiaische  Differential 

Pia)  dz 

wo  tt(s),9)(5)  rationale  Functionen  sind  und  qn_i  =  — .  sich 
mittels  der  Substitution  i^a)  =  9>(y)  in  das  rationale  Differential 

transformiren  lilKst.    Als  Beispiel  dient 

_    A(z-ar-B(z-b)- 

^^ '  ~  c(s~ay'-D(s-by-  ■ 

Von  diesem  Theorem  wird  eine  Anwendung  gemacht  auf  die 
Reductiou  s)>ecieller  elliptisclier  Integrale  auf  Integrale  rationaler 
Functionen.  M. 


G.  A.  Stuart,     Reduction  of  integrale  of  the  form 

Quart.  J.   XVIll.  :J45-2i;0. 

Die  Reductiun  des  obigen  Integrals,  die  fUr  n  =:  3,  Quarl. 
J.  XVIll.  66,  duicligefQhrt  ist,  beruht  auf  folgendem  Theorem: 
Ist 


Capitel  2.    Besondere  FanctioDen.  377 

folg'lieh : 

r    s"'-^  dx 1__  ^  rof'dx  _       1       ^  r        (o'^dx 

J  (s*— c")/Xä»)    "  nc^'-'^'^J  s-ft)c  ~  nt^-'''  ^J    qp(a;)-qp(ct>a+C) 

Wenn  f(s*)  =  ys^+fe"  oder  =  ]/6"— ä»,  bo  kann  ^(j;)  flir  ti  =  3, 4 
oder  6  durch  elliptische  Functionen  ausgedrückt  werden.  Ein- 
gehend wird  der  Fall  n  =  4  behandelt.  Schliesslich  wird  gezeigt, 
jfllr  «  =  8  die  Integrale 

und    /      ^ 


r      dz 


sich  auf  eine  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  zurückführen 
lassen,  dass  aber  ff{x)  nicht  durch  elliptische  Functionen  von  x 
ausgedrückt  werden  kann.  M. 


S.  Günther.     Sur    T^valuation    de  certaines   integrales 
pseudo-elliptiques.    S  M.  F.  Bull.  x.  88-97. 

Als  pseudoelliptische  Integrale  bezeichnete  Malet  Integrale 
von  der  Form 

fi{x,R{x)\dx, 

wo  f  irgend  eine  algebraische  Function  und  R{x)  die  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Polynom  dritten  oder  vierten  Orades.  Diese 
lassen  sich  nicht  auf  die  Legendre'schen  Normalformen  bringen, 
doch  gelingt  es  bisweilen,  sie  in  endlicher  Form  zu  integriren. 
Mit  solchen  Integralen  hat  sich  bereits  Legendre  beschäftigt 
(Trait6  des  fonctions  eil.  Paris  1827.  t.  I.  p.  136),  später  Clausen 
(Astr.  Nachr.  Nr.  442,  Grunert  Arch.  III.  835)  und  Malet  (Brioschi 
Ann.  (2)  VI.  252,  s.  F.  d.  M.  VII.  (1875)  147).  Herr  Günther  be- 
sehäftigt  sich  mit  dem  Integrale 

xdx 


f 


(aj*+8)l/rc'-l  ' 


welches  Clausen 


1  ^        3a;(a?-l) 

=  -— -arctg  "^ 


18  (4-a?)]/jj'-l 


H r=r  log    \   ^    ^  -     \  ^     =. — h  const. 

12  »^3  }V+x+l  —  }/3Cx-l) 
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gefunden  hat;  und  indem  er  versucht,  den  Weg,  auf  welchem 
Clausen  zu  diesem  Resultate  gelangt  ist,  zu  ermitteln,  gewinnt  er 
ein  Criterium,  mit  dessen  Hülfe  man  in  gewissen  Fällen  ent- 
scheiden kann,  ob  ein  vorgelegtes  elliptisches  Integral  sich  in 
endlicher  Form  darstellen  lässt.  M. 


O.  Rausenberger.     Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen 

Functionen.    I.    Kronecker  J.  XCIII.  328-333. 

Wie  der  Herr  Verfasser  bereits  in  seiner  Abhandlung: 
„Theorie  der  allgemeinen  Periodicität"  (Clebsch  Ann.  XVII.  379, 
8.  F.  d.M.  XIII.  (1881)  317)  hervorgehoben  hat,  können  an  Stelle 
der  doppeltperiodischen  elliptischen  Functionen  mit  Vorteil  Trau- 
scendenten  mit  einfacher  unelliptischer  Periode  eingeführt  wer- 
den, d.  h.  Functionen,  die  der  Gleichung 

f(px)  =  Kx) 

genügen.  Als  Normalform  der  Functionen,  aus  denen  sich  die 
multiplicatorisch  periodischen  Transcendenten  zusammensetzen^ 
dient: 

=  nii~p2"+2Xi+p'"'^'^)(i  +  ^^),(n  =  o,i,...cci), 

und  mod.  p  <  1.    An  der  Function 


'«=^f^- 


wo 


71  (pi,  w?)  +  i2(pi,  — tx)  , 


2 

und  a  eine  primitive  n^^  Einheitswurzel  ist,  wird  gezeigt,  dass 
sich  die  meisten  für  die  elliptischen  Functionen  gültigen  Rela- 
tionen auf  die  multiplikatorisch  periodischen  übertragen  lassen. 

M. 
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C.  Stolp.     De  elliptische  integralen  van  der  eerste  soort. 

Leiden. 

Die  Dissertation  behandelt  die  elliptischen  Integrale  der  ersten 
Art  Der  Verfasser  kann  namentlich  die  künstliche  Weise  nicht 
billigen,  auf  welche  gewöhnlich  die  Substitution  in's  Werk  gesetzt 
wird,  um  die  biquadratische  Form  auf  die  bekannte  Form 
C{1— s')(l  — *'ä*)  zurückzuführen.  Im  ersten  Abschnitt  be- 
trachtet er  die  Transformation  des  Ausdruckes  Ax*'\-Bx'\'C  in 
i>— a,)(x— a,)  und  das  übereinstimmende  lutegral 

dx 


/ 


Im  zweiten  Abschnitt  gelangt  er  zu  den  Ausdrücken  vom  dritten 
und  vierten  Grad  und   untersucht  die  Folgerungen,  welche  alle 

Sahstitutionen  von  der  Form  — '  .  \^^  ergeben.  Bei  dem  Ausdruck 

Tom  dritten  Grad  werden  sechs  brauchbare  Formen  der  Sub- 
stitutioD  erhalten,  welche  in  einer  Tafel  zusammengesetzt  werden. 
Bei  dem  Ausdruck  vom  vierten  Grad  giebt  es  acht,  die  in  einer 
zweiten  Tafel  zusammengesetzt  werden,  welche  als  besonderen 
Fall  die  erste  enthält.    Darauf  werden  ebenso  andere  Substitu- 


zur 


,  ^^  -_ ,       :  »^    1  welche 

/dx 
_  dienen 

)/r  +  2A/Ma;'cosÖ  +  iM'a:* 

^&DQ,  wie  Enneper  bereits  gezeigt  hat;  weiter  die  Substitutionen 

Ton  der  Form  ■  *^  ^.  =  y',  welche  bereits  Lagrange  und Legendre 

eingefilhrt  haben.  Sodann  wendet  sich  der  Verfasser  zu  den 
Transformationen  von  Gauss  und  Landen,  welche  sich  an  das 
vorige  sofort  anschliessenl,  und  behandelt  das  Additionstheorem 
fe  elliptische  Integrale  der  ersten  Art.  Nun  folgt  die  transcen- 
dente  Substitution  x  =  sin '9  und  x  =  tang'^?,  wobei  für  den 
gewöhnlichen  Sinus  auch  der  hyperbolische  genommen  wird.  Im 
letzten  Abschnitt  werden  einige  Metboden,  wonach  die  hier  be- 
uandelten  elliptischen  Integrale   in   Reihen   entwickelt   werden 
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kßnncn,  besprachen    und   auch  andere  Näberungsniethoden  be- 
handelt. G. 


N.    HuEiZ.       Einige     Beziehungen    zwiscbeii     den    Inte- 
gralen   {ler  elliptischen  Functionen.    Hoppe  Arch-  LXVll. 
343-S71, 
Die  hier  gegebenen  Relationen  entspringen  aus  der  Betrach- 
tung einer  r:itianalen  FuDCtion  der  drei  GröSBen  snx,  cnx,  dax. 
Zunücbijt  wird  ftlr  das  Integral  von  der  Form 


/" 


£dD''X 


wo  m,  n,  p  ganze  positive  Zahlen  sind ,  eine  Reihe  ron  Reduc- 
tionsfonneln  gegeben  und  gezeigt,  dass  das  Integral  jeder  ganzea 
rationalen  Function  der  drei  elliptischeD  Functionen  sich  wieder 
durch  (lie^e  selbst  oder  Logarithmen  derselben  oder  endlich  durcb 
eUiptisciic  Integrale  zweiter  Gattung  des  sn  darstellen  läset.  Im 
Folgendeu  weiden   dann  die  gebrochenen  Functionen  behandelt. 

M. 


J.  Thomae.    Ueber  specielle  elliptische  Functionen. 

ScUömilcli  Z.  XXVII.  1Ö1-1S9. 
Die  Furmeln  fUr  die  Uuikebrung  elliptischer  Integrale  erster 
Gattung  luittolet  Quotienten  von  Thetafunctionen  werden  sehr  eom- 
plieirt,  wenn  die  Argumente  nicht,  wie  gewöhnlich,  um  Systeme 
halber  Periudicitätsmodeln  von  einander  verschieden,  sondern 
wenn  Systeme  anderer  rationaler  Teile  der  Perioden  eintreten. 
In  dem  speciellen  Falle  jedocb,  wo  das  Integral 


/v 


umzukehren  ist,  werden  die  betreffenden  Formeln  einfach  und 

elegant.     Zur   Umkehruug   werden  hier  Quotienten   von  Theta- 

iDCtioncn  benutzt,  deren  Argumente  sich  um  Systeme  von  Drittel- 

I  UDterBcheiden.     Der  Herr  Verrasser  ist  auf  diese  Func- 
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tionen  bei  der  Untersuchung  des  logarithmischen  Potentials  einer 
gleichseitig-dreieckigen  Platte  gestossen.  M. 


0.  ScHLöMiLCH.     Notiz  übei*  gewisse  elliptische  Integrale. 

Schlümilch  Z.  XXVII.  62-G4. 

Genügen    die   beiden    Functionen    F(x)  und   f{x)   den    Be- 
diogUDgen 

80  erhält  man  die  Reduction 

/*                     dx                    r^          dx 
F{x)  .  f{x) =  const.  /    f{x) . 

0  u 

Dieses  auf  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art 

F(x)  =  f(x,  arctg-^), 

1   

angewendet,  ergiebt  die  merkwttrdigen  Belationen: 


F{x)  =  eU  ar6tg-4=-)--V--=Ä= 


^  sin  9)  cos  qp  -^         ^ 


QDd 


n 
>2 


\^  sin^cosqp 

M. 


J.  Thomae.    lieber  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung. 

Schlömilch  Z.  XVII.  179-180. 

Für  die   elliptischen  Integrale   zweiter  Gattung    wird    eine 
Entwiekelung  von  folgender  Form  gegeben: 
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A.i(u)  +  Bu  =  y'Ki-DO-« 

.(»,  +  o,|  +  <i,|'+-  +  a.-, !■+■•■), 
wo 

1(„)  =    fs.  du,     i.  =  '^  . 

/  2l'«l-|)(l-«|) 

Es  wird  ftlr  die  »  eiae  ßecursionsforniel  aufgeBtellt. 


HuRMiTE.     Sur  l'int^grale  elliptique  de  troisifeme  egp&ce. 
ü.  R.  XCV.  901-nM. 


Der  zuerst  von  Jacobi  gegebene  Ausdruck 


y 


sciilieesl  einen  Logarithmus  ein,  desseu  rielfaeben  Werte  den  ver- 
Bcliiedeuen  Werten  ecteprecben,  die  daa  Integral  längs  des  von 
der  Variabeln  bcscliriebenen  Weges  annimmt.     Fttr  den  Fall  der 

voUbtändigen  l-'unctionen 

''  Jt'snacnadnaso'x   . 


"(")  =  / 


1— A'  »n'a  Bu*i 
'*+'*"'  fc'  sna  ena  dna  sn'^ 
I  — ft'sn'asn'a; 


dx 


wird  diese  Mebrdouligkeit  hier  aufgehoben,  indem  die  Integration 
längs  einer  graden  Linie  gescbteht,  und  eine  genaue  Bestimmung 
des  Wertbes  gegeben.  M. 

A.  Cayley.    Oll  a  foriniila  relating  to  the  elliptiu  integral 

of   the    tbird    killd.     Lond.  M.  S.,  Proc.  XIII.   175-17ti. 

Die  DifferentiatioD  des  Integrals  dritter  Gattung   in  Bezug 
auf  den  Parameter  wird  in  der  eleganten  Form 

du      a  —  x         du     x—a  ^         " 

wo  w  =  — ,    a  =  sn'ö,  6  =  snö.cuö.dnö,  dargestellt. 

M. 
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E.  GoüRSAT.     Sur  r^quation  linöaire  qui  relie  au  modale 
la  fonction  complfete  de  premiere  espfece.    S.  M.  P.  Ball. 

X.  44-51. 

Wie  Herr  Picard  (C.  R.  28  avril  1879,  s.  F.  d.  M.  XI.  286) 
gezeigt  bat,  kann  jede  mehrdeutige  FuDCtioD  der  complexen 
Variabein  x,  welche  in  der  ganzen  Ebene  und  auf  der  ganzen 
Kugel  nur  drei  singulare  Punkte  (0,  1,  oc)  hat,  als  eindeutige 


Function   des  Quotienten  w  = 


K 


angesehen  werden,    wo   üf 


uud  iT  für  beliebige  Werte  von  x  durch  die  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (s.  Fuchs,  Borchardt  J.  LXXl.  91, 
8.  F.  d.  M.  II.  (1870)  p.  248) 


d'y 


^y 


1 


definirt  werden.  Die  so  definirte  Function  w  der  Variabein  x 
hat  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei  kritische  Punkte  (0,  1,  oc)  und 
besitzt  folgende  Eigenschaften.  Der  Coefficient  von  t  in  &;  ist 
für  jedes  x  positiv;  ferner,  wenn  man  von  einem  Punkte  A  der 
Ebene  mit  einem  Änfangswerte  w^  ausgeht  und  die  Variable  x 
irgend  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lässt,  der  nicht  durch 

eicen  der  Punkte  0  oder  1  geht,  so  kommt  man  zum  Ausgangs- 
punkte   mit    einem  Werte  ,    ,    zurück,    wo   a,  b,  c,  d   vier 

cwj  +  d 

ganze ,  der  Bedingung  ad—bc  =  I  genügende  Zahlen  sind. 
StQtzt  man  sich  auf  diese  Eigenschaften,  so  ist  es  leicht  zu 
zeigen,  dass,  wenn  der  von  x  durchlaufene  Weg  die  Punkte  0 
oder  1  fiberschreitet,  man  niemals  zum  Anfangswert  zurück- 
kommt.    Es   ergiebt   sich,   dass  nur  ein   einziger  Weg  für  die 

Variable  x  existirt,  der  von  w^  zu    — ^     ,    führt,    wenn  man 

cw,+d  ' 

alle  Wege  als  identisch  ansieht,  die  ohne  Ueberschreitung  der 
Punkte  0  und  1  ineinander  übergeführt  werden  können.  Diese 
Eigenschaft  wird  hier  von  Herrn  Goursat  bewiesen,  indem  er 
ganz  allein  die  Veränderungen  der  Integrale  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Umgebung  eines  der  kritischen  Punkte 
untersucht  M. 
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A.  Cayley.     Note  on  Landen'»  tlieorem.    Loud.,  M.  s.,  Proc. 
Xm.  41-48. 
Landen    hat    sein  Theorem,   welches    einen    Hyperbelbogen 
durch  zwei   Ellipsenbogen   daratellt,  (Phil.  Trans    LXV.  (177:0. 
^^.■i-289)  in  folgender  Form  erbalten: 


"■'+g^' 


dx  ■■ 


wo 

'  m'—gx^ 
Hier  wird  diese  Form  mit  der  der  gewöbnIicheD  TraDsformatiou 

(1-Jc')<fcr dt/  .]-k' 

j'i-x'.i-ftv  ~  j'i-i/M— ay  *      ~  i+fe'  ■ 

'     i—kx 


identificirt. 


J,  Gkiffiths.     Note  on  Professor  Cayley's  paper. 
LoDd.,  M.  8.,  Froc.  XIII.  49-51. 
Mit  Bezug    auf  die    vorBtehende  Note  teilt   Herr  GrifViths 
fiilgeode  TraDsformatioQ  mit.    Wenn 


i'i^ev  +  .y-r:?  =  }/(!+.)■- ^, 


^ 


J.  Griffiths.  Elementary  analytical  proof  of  Grave's 
and  MacCuiiagh's  theorema,  with  an  extension  ofthe 
former.    Lond.,  M.  ö.,  Proo.  XXXr.  17M79. 
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Es  wird  bewiesen,  dasa,  wenn 

('  =  (flsintf  — o'8in*')'  +  (6co8*  — 6'co8*')'. 

voriD 

—  Bio^siD^'-f-  -rrC08#eo83'  =  1,  o'— 6'  =  o'*— 6", 
dann 

dt  =  |'(r'co8**  +  6"8in'^.  d9  —  Vo'Vos'^ +  6"8iu'if'.dd' 
ist,  und  da&e  die  Identität  beeteht: 

(aa'coe&coa&'+bb'B\n9BiD9'' 
=  Co"cos*Ö^  +  6"ein'5)(a"coB'3'  +  6"aiD'a'). 
Durch  die  geometriscbe  Deutung  der  ersten  Belatioa  ergiebt  sicli 
eine  Erweiterung  von  Grave'a  Satz.  SchlieBSlich  wird  geaei^i, 
wie  das  hier  entspringende  Additionstbeorem  für  die  elliptisclieu 
Integrale  zweiter  Gattung  in  die  gebräucblicbe  Foroa  UbergefUhii 
werden  kann.  M. 


P  A.  MacMahon.     8ur  un  r^sultat  de  calcul  obtenu  pai 
M.  All^gret.     C.  B.  XOV.  831-832. 
Bezieht  sich  auf  eine  Arbeit,  die  im  ersten  Baude  dea  Jabr- 
bucba  (1868)  p.  136-137   besprochen  worden  iat.    Herr  AlUgrci 
balte  daa  algebraiache  Integral  der  Gleichung 

-_ — ^ + 1" ^0 

(A  (-3Bar  +  3CU-'-|-DjT'/         (A  +  SBy+'iCy'' +  Dy')^ 
iu  irrationaler   Korni   dargeatellt.     Herrn   Mac  Mabon  ist  es  ge 
luugen,  dem  Integral  eine  rationale  Portu  zu  geben.  0. 

P.  A.  MacMahok.     Integration  of  an  equation  connected 
«ith  elliptic  functiona.    Brit.  Abb.  R«p,  ihhj. 
Die  hier  betrachtete  Gleichung 

-^  +  -^  =  0 
n 

V=  A  +  Bx-i  rx'-\-Di'.      Y  =  A  +  By  +  Cy^  +  Dg\ 

romtlu.  d.  Miih,  XiV,  1.  2(} 
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wurde  von  AlMgret  (C.  R.  LXVl.  1144)  integrirt,     E^  ergab  eich 
das  Kesultat 

,(j^)V„.4„_(4=iL)]=o, 

wo    B    eine    willkürliche    Gongtante   ist.     Die    vorliegende    Note 
zeigt,  wie  man  das  Resultat  in  rationaler  Form  erhalten  kann. 

Gay.  (M.). 


A.G.  (jREKNHiLL.    Note  OH  ProfessOF  Cayley's  paper  on  the 
elliptic.  iuHction  Solution  of  the  equation  j;'  -f- j'  —  1  =  0. 
Cambr.  Proo    IV.  223-228. 
Die  Arbeit  des  Herrn  Oayley  erschien  in  Proc.  of  Cambr.  IV. 
106-109   (8-  Fd.  M.  XIII.  (1881)  p.  366).     Herr  Greenhill  zeigt. 
dasB,  wenn  A  —  sin  15°  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
?ni  B  dn  u     _     snadna 
(1  +  e..«)'   -  (l+cna)' 
giebt:    cnii  =  cna,  oder  cnrua,  oder  euta'a,  wo  (d  eine  imaginäre 
dritte  Einheitswurzel   ist     Er    erwähnt  ferner,    dass   Herr    Mac 
Mabon  gezeigt  habe,  dass  das  Integral  der  Gleichung 

^^ 4 ^ =  0 

(A  +  ABx  +  3Cr'  +  Dx')  ^         (A+SBy  +  ?iCy*  +  Dy')^ 
sei: 

(A  +  B(x-\-y+%)+C(yz  +  zx  +  xy)+D:tyiY 
=  (A+3Bj-+3(:x'+Dx')  (Ai-3Jiy+3Cy'-i  Dy')(A-i-äBz-^3Cz\  Dz'), 
w<i  z  eine  willkürliche  Gonstante  ist,  und  giebt  eine  Folgerung 
aus  diesem  Satze.  Glr.  (M.). 


J.  W.  L.  (jlaisher,      Proof  of  the  addition  equation  t'or 
elliptic  Integrals  of  the  second  kind  by  means  of  the 
f-series.    Mes«.  (2)  XU.  48-48 
Eb  wird  ein  algebraischer  Beweis   für  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 

Z,,i)-\-Z(v)~Z(u+v)  =  A-'3nMsnc8n(u-|-c) 
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ge^beu,  indem  fttr  sd  n  und  Z(u)  die  ^-Reifaen  genommen  wer- 
dea,  Dämlich: 

„0  «  =  -^  ist  Glr.  CM.). 


MlCH.      ElklärUDg.    Scblömilch  Z.  XXVn.  192. 

AnerkenouDg  der  Priorität  Schröter'»  betreffs  des  im  vorigeii 
Bande  d.  Zeitachrifl  p.  ä33  (e.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  354.)  ags 
^prochenen  Satzes.  0. 

0.  Stolz.     Zur  Theorie  der  elliptischen   Functionen. 
iDoabriick  Ber.  XII.  14-lG. 
Durch  Betrachtung  der  Doppelreihe 

yy- 2 /«=0.±1.±2..,A 

,  '7    (n.2w  +  n'.2w'-u)'  V  =  0,  +  l,  +  2,..y 

beweist  Herr  Stolz,  dass  die  mit  den  Werten 
(?,  =  60.2'(ii.2w+n'.-2w')"' 
S,  =  1402'(«.2w4-'»'-2w')"^ 
gebildete  Weierstrass'Bche    Function  K>(u,g„g,')  die  Differential- 
gleichung 

befriedigt,  uod  zeigt  durch  Entwickelung  der  Function  p'(u,j,,S,' 
in  Partialbrüche  nach  Cauchy's  Methode,  wie  man  ungezwungen 
von  der  p(w,3,,<?,),  worin  g,,  g,  als  gegeben  anzusehen  sind,  zuj 
obigen  Doppelreihe  gelangt.  H. 


K.  Weferstrass.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen 

Herl,  Ber,   ia82.  M3-t'.l. 

25* 


^gg  7IL  Abecbaitt.    PnDCtioDBPthearie. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  zunächst  eine  Reibe  von  Re- 
ktionen zwischen  den  Functionen 

«(;,|<„.<.';,  o,(..\.^M).  ö,(»\w.w'}.  a^iuluiM) 
und    deren    partiellen    Ableitungen    nach    u,  w,  tu'-     Aus    diesen 
folgt,  dasH  Jede  partielle  Ableitung  der  Function  o  nacb  w  und  lo' 
dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 

'   Oll  '  au 

wo  f'„,  F,,  F,,  .  .  ganze  Functionen  von  w,  w',  i;,  i;',  g^.  g„  u 
sind;  lurner,  dass  jede  partielle  Ableitung  von  oi  nacb  (k,  ta'  sieb 
in  iler  Form 


f;u.„^f,(';-!:^   ^.F,(i. --"A  +  . 


darstellen  läsal,  wu  F/'',  F/*',  F,'^',...  ganze  Functionen  von 
(ü,  fo',  i;,  7',  e,.  Ci,  u  sind;  drittens,  dass  jede  partielle  Ableitung 
von  ff  nach  ij.,.  y,  die  Form 

'  '    an  '   dM 

bat,  wo  jedes  0  cinä  ganze  Function  von  9,,  g^,  u,  dividirt  durch 
eine  Potenz  von  g\  —  2'lg\  ist;  und  endlich,  dass  jede  partielle 
Ableitung  V(in  a-,  nach  ei,  n  ein  Ausdruck  von  der  Form 

'        ÜH  du 

ist,  wo  die  6'("  ganze  Functionen  von  h,  ej,  ei,  dividirt  durch  eine 
Potenz  von  (c,  — e,)(e,  —  «JC«;  — ej  aind. 

Die  gewonnenen  DifTerentialgleichungen  werden  im  zweiten 
Abselinitte  auf  die  Entwickelung  der  Functionen  o,  oi  nach  Po- 
tenzen von  II  angewendet.  M- 


ü.  Frobknius  und  L.  Stickelbkrcer.     Ueber  die  Diffe- 
rentiation der  elliptischen  Functioneu  nach  den  Perioden 
und    Invarianten.    Kronecker  J.  XCII.  311-327. 
Die  elliptischen  Functionen  werden  hier  als  Functionen  der 
idabelü  u,  <k,  w'  oder  u,  <;,,  g,  aufgefassl,  indem  die  Perio- 
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den  :'w,  '2tii'  als  unabhängige  Veränderliche  angesehen  werden,  die 
Dur  der  Beschränkung  unterliegen,  dasa  sie  weder  unendlich  groäK. 
Docb  uoeiidlich  klein  werden  dürfen  und  dass  ihr  Verhältnis  nicht 
durch  reelle  Werte  hindurchgehen  darf.  Die  Herren  VerfasBer 
bfdieneü  sich  durchweg;  der  von  Herrn  Weierstrass  eingefuluicn 
Bezeichnung.  Es  werden  die  partiellen  Differentialgleichunircn, 
denen  eine  elliptische  Function,  als  Function  dreier  Variabchi 
betrachtet,  genügt,  aul'gesteilt,  und  zu  dem  Zweck  jene  Funcliim 
zanäcbBt  als  Function  von  u,  io,  tu'  aufgefasst,  hernach  aber  oiuc 
Trnnaforiuation  der  erhaltenen  ÜifTerentialgleicbungen  durch  Kin- 
Mruog  der  Variabein  9,,  g,  für  tu,  ui'  vorgenumnien.       B1. 


G.  Frubbnius.  lieber  die  elliptischen  Functionen  zweiti.-! 
Art.  Kronecker  J.  Sern  fi3-W. 
Unter  eioer  elliptischen  Function  zweiler  Art  versteht  niiin, 
nach  Hermite  (C.  R.  LXXXV.),  jede  Function,  welche  im  l^tul- 
lieben  Überall  den  Charakter  einer  rationalen  hat,  und  doroii 
iDgarithmiBcbe  Ableitung  doppelt-periodisch  ist.  Im  Vorliegenden 
wird  die  Theorie  dieser  Functionen  auf  die  der  Functionea  erster 
Art  zurückgeführt  mit  HQlfe  der  Function 

Der  Herr  Verfasser  beweist  folgende  allgemeinen  Eigenscbalii'n 
dieser  Funetionen:  I.  „Eine  elliptische  Function  zweiter  Art,  iJic 
rOr  keinen  Wert  unencflich  gross  wird,  verschwindet  idenlis<;li  " 
II.  „Eine  solche  Function  wird  fllr  ebenso  viele  incongruuiLtc 
Werte  Null  wie  unendlich."  IH.  „Sind  a,,  a^.  .  .  ,  o,  die  ini'oii 
groeoten  Werte,  fllr  die  eine  elliptische  Function  zweiter  Art  vl'i 
schwindet,  und  b,,  fc,, . . . ,  6,  die  Werte,  fUr  die  sie  unendli^li 
*ird,  80  ist 

Die  folgenden  Paragraphen  behandeln  die  Addition  undMultipli- 
cation,  die  Multiplication  und  Division,  und  die  Transformatum 
dieser  Functionen.  M. 


\ 
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Th.  Craig.     Some  elliptic  function  formulae.    Sylv.,  Am.J 

V.  60-75. 

Neue  Herleitung  der  in  Prof.  Cayley's  „Treatise  on  elliptic 
functions",  p.  102  stehenden  Formeln 

dsnu  k  .         /'     «    .         /c 


dk 

(icn?/ 
dk 

ddn?/ 
~dir 


k  /  k 

=  — Tjj-cntidnu   /  cn 'tidM-f -777- sn w  .  cu'm, 


(j 


k  r  k 

=  TTT^Q«  dnii  /  cn% du — r^sn'w  .  cnu, 


u 


k^  /*  k 

=  -r^  snu  cnu  /  cn^udu — rrr  ^^^^^  •  ^^^ 


0 


für  die  Ableitung  der  drei  Functionen  sn,  en,  dn  nach  dem  Modul, 
die  hier  in  etwas  anderer  Form  gegeben  werden.  Ferner  wird 
gezeigt,  dass  sieh  mit  Hülfe  zweier  von  Glaisher  gegebenen  For- 
meln Ausdrücke  für  die  Integration  der  Producte 

sn^iicn^Mdu,  cn^^w  .dn'^Mdw,  dn"usu^udu 

gewinnen  lassen,  wenn  entweder  a  und  ß  beide  grade,  oder 
eine  grade,    die   andere   ungrade,  oder  endlich  beide  ungrade. 

Ebenso  leicht  ergeben  sich  Ausdrücke  für   /  hu^u.gh^u  duru^du. 


ü 


M, 


M.  M.  U.  WiLKiNSON.      On   some  formulae  arisiug  from 
the  difFerentiation  of  elliptic  functions  with  regard  to 

the   modulus.     Lond.,  M.  8.  Proc.  XIII.  212-216. 

Durch  Differentiation  der  Identität 

2cn(a-ß)cn{ß'-y)cn{r-a)  =  2-^uXa-ß)-st\Xß-y)-sii\y-a) 

+  k'sn\a-ß)sn\ß-y)sn\y^a) 

nach  k  erhält  der  Verfasser  die  Formel: 


1 


d.Rvax. 


1        d.amar,         1         dsLinx^  I      dsilnx^ 


dna?,  dk  duiCj         dk  dua?3         dk  dnx^      dk 

__       fesn(a?,  +a;,)sn(a?,  +x^)9n(x^  +xj(l--rsnj;,  8na?^8na?,8njgJ 

dna;,  dna;.^  dnx,  dnx^ 


x,+x^+x.,+x,  =0. 
In  dem  Falle,  wo 

a^,  +  '.  +  ^,  +  ^*+r,  =0, 
ergeben  sich  folgende  fUnf  Formeln: 

iT'BDtiSDrenrans-|~'ii*"'')'"i'i''<'i'  —  ft"+ A'enwcnrcnrcDs, 

cDuCDcdardn«  — cnrcDfdnHdnv  ~  k"(Bnu8at>—  snrant), 

A'8n(ii-f'' )C8niiBnt)— Bnrsn«)  =  Zu  ^-Zv^Zr-\-Zs, 

i'sDusutisnrcDsdiis— dnu  dnüdnrcn«  cni-f-cQucDDCiirsni  du  > 

=  *'8n(r-i-»){8nw8m'— enr  BDj), 

A'enu  BQc  snr  dn^doudor  dnr  sni 

—  8n«dns+  ft'cn»8n(rLj)(Bni(  bhp— anran»), 

wii  ti-f-p-j-r+«  =  ((.     Üie    beiden    ernten   Formeln   sind   bereits 

TOD  den  Herren  Cajley  u.  H.  J.  Ö.  ^mitli   (Lond.  M.  S.  Proc.  X 

4.}  und  97.,   8.  F.  d.  M.  XI.  ( 1879)  287.  314.)    gegeben  worden. 

Eodlteb  werden  eiofacfae  Ausdrucke  ftlr  die  Function 

d&mx 


//dn  X .  2' 


Aax 


dk 


wenn  2x  =  x,+x,+x,-\-J^^-\-x^  =  0  iat,  mitgeteilt. 


Faa  de  Bruno.     Siir  une  nouvelle  s^rie  daiis  les  fonc- 
tions  elliptiques.    c,  R.  XCV.  2i-2S. 
Die  sich  durch  ausserordentlicbe  Convergens  auszeicbnetidt' 
Keihe  lautet: 


['^(l  +  r4M-)'H-ft'J'64ft')  = 


'  8i 


I+2C9"+9"+7"'+  ■  +  '?^ 


Für  die  Herstellung  von  elliptiscbeu  Tafeln  auf  20  DecimaEen 
wurde  bereits  die  Formel 


{^ 


(l  +  V*'+l'l+i'l'64'') 
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J.  W.  Ij  Gi.AiSHER.     On  i\  theoreiii  in  elliptic  functions. 
ßrit.  Abs.  Uep.  1»U2. 
Ein    neuer    Beweis    des    ?on    Jacobi    (Fundamenta    Nova, 
p,  I-25-127)  hewicBenen  Batzea:  „Wenn 

M'i   i;ciill{;eii  die  R  folgenden  Gleichungen: 

(:Jk  — Ü)! '■  ""'sm^'-'t*  —  ß',-'''-'>A;8nM-i-/i<j''-''  --j-^-     ftsiiuf  ■■■ 


■j-A-'sii'«. 


wurin  fl','"'  von  u  unabbäDgig  ist." 


Cay.  (M.). 


.).  .1.  Walkee.     Piouf  of  the  addition  theorera  for  elHptic 
Integrals  of  the  second  kind,  and  of  Fagiiano's  theorein. 
Lon<l .  S,  M.  Proc.  XIH.  172-174. 
Bekanntlich  werden   die  Beweise   der  Additionstheoreme  flir 
die  elliiitiseben  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung,  analug  deiu 
Lagrange'scheo  Beweise    für  die  erste  Gattung,  mit  HUire  der 
KigcttBchaften    des   sphärischen    Dreiecks    gegeben    (a.    ßraefe, 
Borcbardt  J.  XC.  83,   F.  d.  M.  XII.  (1880)  353.}.      Herr  Walker 
geht,   U[[i   d:i3  AdditioDstheoreni    fUr    die   zweite  Gattung   herzu- 
leiten, von  der  Ellipse  und  deren  Tangenten  aus  und  betrachtet 
den  Ileberschuss   der  tiumme  zweier  von  einem  Punkte  aus  ge- 
zogenen Tangenten  Über  den  dazwischen  liegenden  Bogen.     Ein 
bcBimdercr  Fall  fuhrt  dann  auf  einen   einfachen  und  unabhängi- 
gen Beweis  des  Satzes  von  Fagnano.  M, 
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E.  NovARESi:.      Intorno   ad   alcune    formole   di    Herinite 
per  Taddizione  delle  fiinzioni  elHttiche.    Torino,  Atti.  XVll. 

607-625. 

E  NovARESE.     Iiitorno  alla  multiplicazione  delle  funzioni 

ellittiche.     Torioo,  Atti  XVII.  723-739. 

Für  die  Additionstheorenie  der  drei  elliptischen  Functionen 
!<D,  CD,  dn  hat  Herr  Hermite  in  einer  „Note  sur  la  thöorie  des 
fonctions  elliptiques",  welche  der  sechsten  Auflage  von  Lacroix' 
Traite  el^mentaire  de  calcul  difl^^rentiel  et  integral  T.  II.  p.  432 
beigef&gt  ist,  folgende  Form  gegeben: 


sn  (^n^  +  lijH |-W2«-i)  = 


+  L 


snu,  snu.^ . . .  snu2n-i 

und  ähnlich  für  cn  und  dnt/.  Die  Constanten  L  etc.  sind  folgen- 
dermassen  bestimmt.  Wenn  z  eine  der  drei  Functionen  jsn,  cn,  dn 
darstellt,  und  die  Function 


g>(u)  =  F(iz')  4 


dz_ 
du 


.f,(äO 


betrachtet  wird,  wo  ¥  und  F,  ganze  rationale  Functionen  vom 
Grade  n  und  w—2  sind,  so  ergeben  sich  die  2n—\  auftretenden 
Constanten  aus  der  Gleichung 

fp{H,)  =  0'  (v=  l,2,...,2ii-l), 

und  das  von  s  unabhängige  Glied  des  Polynoms  F  giebt  die 
Zähler  L  etc.  Diese  F'ormel  von  Hermite  wird  nun  in  der  ersten 
Note  entwickelt,  indem  die  Ausdrücke  für 

8u(m, -ftijH |-w„,),  cn(ti, +fi,  +  -..4-t/„,)  etc., 

wo  OT  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  als  Quotienten  zweier  Deter- 
minanten von  der  Ordnung  m  mit  unzweideutigem  Vorzeichen  dar- 
gestellt werden.  Da  diese  Darstellungen  für  m,  =  m,  =  -m,,,  =  u 
iö  zwei   Glieder    tibergehen,    deren   erstes   8n(mM)   etc.,    aber 

(leren  zweites  die  unbestimmte  Form  —  annimmt,  so  wird  in  der 

zweiten  Note  diese  Unbestimmtheit  dadurch  vermieden,  dass  dem 
Multiplicationstheorem  eine  andere  Form  gegeben  wird,  die  es 
auch  als  besonderen  Fall  des  Ädditionstheorems  erscheinen  lässt. 
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Eireieht  wird  diese  Umformung  mit  Hülfe  eines  Theorems  des 
Herrn  Siacci,  nämlich:  „FBr 

3;,  =  ^1   —  3;,  =  ■  ■  ■  —  X„-i  =  X 
reducirt  itich  der  Quotient 


:j+tA.)t,(',). 

■  <r. 

,(i.-,1 

ilif.  (».)'/',(»',  )■ 

■  t. 

.(«.-.) 

I+«n.(j!)<f/(j:). 

■  cpi- 

."M 

.  W.  L.  Oi,AlSHKR.      On    certain    forniulae    in    elliptic 

l'iliictioii.s.     (Juort.  J.  X[X.  a2-3s. 


Die  Lilinliebe  Gestalt  der  Forinelo 

lo-A- 


tg(^-ß)  = 
und 

..!»-«..,.(»+«=  /°'°T'%- 

fulirt  darauf,  tg(A  —  B),  t§{A~C),  tg(ß  — C)  etc.  zu  ereetzen 
durcli : 

iftan(«— ^)sii(o-f/S).  ikaB(a- y)sn{a+y),  tA8n((J— j')8nOJ+j').etc. 
Auf  dieaeui  Wege  gelangt  Herr  Glaisber  zu  einer  Reibe  von  For- 
meln lür  die  elliptischen  Functionen,  welche  der  von  Jaeobi 
(C'relle  XV.  und  Werke  I.  335-341)  gegebenen 

Bij(«'— xjsuCy— s)+8n(w— y}an(s— a;)4-8n{K>— s)en(x— y) 
-|-ft'8n(a7  — a:)8D(w — yjsnCto  — 5)8n(y~5)Bn(a  — j;)8n(i— y)  =  n 
analog  sind.  Am  Schluse  wird  gezeigt,  dasB  man  jede  Relation, 
welche  uur  siaam  enthält,  in  eine  trigonometrische  verwandeln 
kann,  indem  man  entweder  k  =  0  oder  A  =  1  setzt.  Vergl. 
Wesflenger  X.  2(J  und  Proc.  of  Cambr.  Phil.  Soc.  III.  308,  (siehe 
F.  d.  M.  XII.  (1880)  p.  429.).  M. 
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J    W.  L.  Glaishkr.     Oll  a  method  of  deriving  formulae 

in    elliptic   fonctions.     Cambr.  Proc  IV.  186-188. 

Die  Methode  besteht  in  Folgendem:   Wird  sdm,    wenn   der 
Modul  gleich  1  ist,  mit  8n,u  bezeichnet,  so  ist 

sn, (li—t?)  =  - — ^ ! — , 

und,  wenn  der  Modul  =  k  ist, 

..NX./»  Ä8n*a— Äsn'Ä 

^       r-/     V    I  r/         1— fc^sn'asn  /? 

Setzen  wir  also 

8n,M  =  /csnV,  8n,ü  =  Äsn'/J, 
so  verwandeln  wir  sn,(M— c)  in  Ä8n(a— /J)  sn(a+/?).  Wenn  wir 
dann  irgend  welche  Formeln  haben,  die  die  sn  der  Differenzen 
der  Argumente  enthalten,  und  wir  setzen  /r  =  1,  so  können  wir 
den  sn  jeder  Differenz  durch  das  /c-fache  Product  der  sn  der 
Summen  und  Differenzen  der  Argumente  ersetzen,  z.  B. 

sn,(ii  — c)  durch  Äsn(w— t?)sn(M-|-c), 
sn,(w  — tr)      „      Äsn(M— M?)sn(M+M')  etc., 
and  wir  erhalten  eine  neue  Formel,  die  ftlr  den  Modul  k  rich- 
tig ist.  Glr.  (M.). 


M.  M.  ü.  WiLKiNSON.     Some  elliptic  function  formulae. 

Lood.,  M.  S.  Proc.  XIII.  106-109. 

Es  wird  eine  Reihe  von  Formeln  entwickelt,  die  aus  dem 
Additionstheorem  fliessen:  zuerst  solche,  die  der  Formel 

snasn/?8n(a— /?)+sn/?sny  snC/?— y)-[-  sny  sna  sn(y  — a) 
=  —  sn(a— /?')8n(/?-y)8n(y— a) 
analog  sind,  z.  B. 

cna — ^J~ — ^--fcn/? — y- (--fcny       ^       ^ 


cn(/J— y)  ^  cn(y— Of)  '   cn(a-/y) 

-  A'-'cnacn/^cnr    «"(/^-y)8"(y- «)«»(« --/^) 
_  ^  cna  cn/?cny  -i„(^— )7in(y--a)dn(a-Ä ' 

aladann  die  Darstellungen  von 

8n(o+/?+y),  cn(a+/S(  +  j'),   dn(o4-/<+y). 


M. 
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\y.  ^V.  JoiissüN.      Systems    of  formiilae    for  the  sn,  cn, 

liikI  d]l  of  «tf  1  W.  Lond  ,  M.  S.  Proc.  XIII.  97-102. 
1d  rfen  hier  gegebenen  FonnelBysteuien  l'Ur  8ii{u  4-c  :  «■(. 
cQ(i(  +  e  +  ttj)  uod  du{u-,-v-\-ir)  sinil  die  früher  von  Herrn  Glaisber 
(MesBCDger  (2)  XI.;  a.  F.  d.  M-  XIII.  (1881)  -HöG)  gegebenen,  in 
(leneD  der  gemeinsame  Nenner  eine  rationale  Function  Ton  snV 
su'r  nnil  an'ip  iat.  äowle  die  Oale;» '»eben  mit  irrationalem  Nenner, 
die  aber  illr  w  =  0  in  die  bekannten  Formeln  fUr  die  Summe 
Kwricr  Argumente  übergehen,  enthalten.  M. 


J.  W.  L.  Glaishkr.  Sur  qiielques  ^quations  identiques 
dans  la  th^orie  des  fouctioiis  elliptiquea.  A»e.  fr.  ism) 
liezeichuet  man  an.  cn,  dn  mit  s,  c,  d  und  beziehen 
Bicii  die  Indices  1,  2.  3,  4.  h,  6  auf  die  sechs  Argunienle 
A,  B-  C,  IS,  C—A.  C,  A—B,  so  crfriebt  sieh  die  den  beiden  Guder- 
manu'schea  (Grelle  J.  XVIII)  analoge  Formel 

s,*.M,<l,d^>l^  I  .«,s, '/,(/,(/,.(,  4-i,.v//,r;.,rf,(i,-fe'/.-"»,s,s,j»,*ji,  =  0. 
und  durch  Combination  mit  den  rrsteren  eine  allgemeinere  Wen 
tität,  aus  der  wieder  zahlreiche  andere  sich  ableiten  lassen. 

M. 

W.  M.  LL  WiLKiNSON.      On    tlie   »dditioii    equatioiis   for 
the  elliptic  atid  0-hiiictioiis  of  the  suni  of  n  argumeiits. 
Lond.,  M.  S    Proc.  XIII.  l!0-l'2f) 
Kelationen  /.wischen  Determinanten,  gebildet  aus  elliptischen 
Functionen  einerseits  und  Th^taiiroducten  andereiseita. 

H.  St. 

W.  W.  Johnson.     Üii  the  spherical  triangle  proof  of  the 
iiddition    equation    in  elliptic  functions.    Qu»«.  J.  xviil. 
3(i5-370. 
Wenn  man  nach  Legendre's  Vorsang  die  Seiten  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  als  Amplituden  elliptischer  Integrale  auBasst  und 


Capitel2.    Beioodere  FuDctioDSD.  3^7 

dea  Quotienten  aus  dem  Sinus  eines  Winkels  und  dem  Sinns 
der  Gegenseite  gleich  dem  Modul  k  setzt,  ergeben  sieb  zwClf 
Gieicfaangen  zwischen  den  Stücken  des  sphärigchen  Dreiecks,  ans 
dereo  jeder  eine  besondere  Form  des  Additionstheorems  eot- 
springt     Diese  Formen  werden  schematisch  zusammengestellt. 

M. 


0.  Rausbnberger.  Notiz  zur  Theorie  der  ModuIfuDC- 
tionen.     Eleia  Adh.  XX.  45-4ß. 

Es  wird  gezeigt,  dass  zwischen  den  Reihen,  die  Herr  Hurwil/ 
(.Grundlagen  einer  independenten  Theorie  der  elliptischen  Mi>dul- 
fnnctionen-,  Clebsch  Ann.  528..  s.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  364)  der 
CuDBlructionen  der  Modulfunctionen  zu  Grunde  legt,  und  den 
ähDlichen  Reihen,  auf  die  Herr  Poincarä  (Sur  les  fonctions  uni- 
formes etc.,  Clebsch  Ann.  XiX.,  s.  diesen  Bd.  p.  344)  die  Bil- 
liang  von  Transcendenten ,  welche  die  Modul  funetionen  als  spe- 
cidlen  Fall  in  eicb  scbliessen,  basirt.  eine  sehr  einfache  Be- 
liebung  besteht.  M. 

W.  W.  Johnson.  On  the  derivation  of  elliptic  funotion 
formulae  by  transformation  to  the  reciprocal  and  com- 
piementary  modulus.    Mesa.  (2)  xi.  las-ui. 

Transformationen    der  Functionen  snu,  cnu,  dnu  mit  dem 

Modul  A  in  solche   mit  dem   Modul  A', -rr  >     -tt-.     — r-.     ~r—- 
k  K  k  k 

Der  Verfasser  bedient  eich  der  Bezeichnungen  des  Herrn  Glaisher, 

üämlich  acu,  nsu  etc.  für ,  etc.,     und    gebt    noch 

cnn  '     sn«  * 

Hiter  in  der  analogen  Bedeutung  von  t,,  c,,  d,  etc.    Wenn  z.  B. 

^■'r.  <',!  n,  und  j,,  c,,  d,,  n,  sich  auf  die  Argumente  u  und  o 

'up.  benehen,   und  S,  C,  ß,  N  auf  h-\-\),   so  lassen  sich   die 

Addiiianstbeoreme  so  schreiben: 
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S  = 


c  = 


w:nt 


1 


n]  n] 


(«,  w,  c^d,+s^  n^  c,  d,), 


(c^'C^n^  fi,— Ä,  Ä,  rf,  d^), 


1 


1 


n\  n; 


iV=  -^ 


n2  nl 


(n\nl-k's]sl). 


Es  werden  nun  die  Aenderungen   in   den   Buchstaben  5,  c,  rf,  « 
angegeben  für  die  oben  erwähnten  fünf  Transformationen. 

Glr.  (M.). 


PocROVSKY.  Beziehungen  zwischen  den  Moduhi  und  ihren 
Complementären  bei  der  Transformation  5**^  Grades 
der  elliptischen  Functionen.    Mosk.  s.  x.  Lief.  i.  (Russlscb). 

Durch  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  von  Jacobi  für 
Transformationen  ungraden  Grades  werden  hier  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  gefunden: 


]Kyl(\'K-]^yf)  =  iK'A\y!A'-iK'), 


\'Ky1,{}/A,  -]IK)  =  ]IWA\{\^K^-\lA\). 


Ty. 


E.  H.  Glaisher.      Formulae  for  sinSu,   cnSw,  dnSti   in 

terms    of  sn  U.     Edinb.  Proc.  XXXII.  480-485. 

Die  entsprechenden  Formeln  für  7m  waren  1861  von  Baehr 
in  Grunert  Arch.  XXXVI.  gegeben  worden.  Hier  sind  sie  auf 
8m  erweitert.  Die  Berechnungen  geschehen  mit  Hülfe  der 
Functionen  P,  Q,  Ä,  S,  welche  die  drei  Zähler  und  die  Nenner 
in  den  Ausdrücken  sn4M,  cn4M  und  dn4M  sind. 

Cly.  (0.). 
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G.  S.  Ely.    The  algebraic  Solution  of  the  modular  equa- 
tion  for  the  septic  transformation.    Lond.,  m.  S.  Proc,  xill. 

153-156. 

Ausgehend  von  der  Cayley'schen  Form 

1 — y   __   1 — X  r   l  —  axi-ßx^  —  yx' 


r   l  —  axi-px  —y.c''    \' 


fllr  die  Transformation  siebenten  Orades  gelangt  Herr  Ely  auf 
rein  analytischem  Wege  zu  der  Modulargleichung 

(1— M^)(l-f:'i  -  (1-wri" 
für  jene  Transformation.  M. 


R.  VON  LiLiBNTUAL.      Uebcr  zwei  Schaaren   sphärischer 
Curven,  deren  Coordinaten  elliptische  Functionen  sind. 

Kronecker  J.  XCIII.  237-256 

Die  Coordinaten  der  hier  betrachteten  beiden  Schaaren  von 
Raumcarven  haben  die  Form: 

y  =  i9\\ia\xp{u-a,)-H){H-a,)-xp{u-a;)  +  \p{u-'a^)\, 

s  =  V(«-«,)+V(w-aJ-V^CM-a3)-V'("~«4)j 

wo 

resp. 

X  =  C08a|i/;(fi-a,)  +  U;(M— a,)+ii'(M-a3)4-i/Kw— Ol» 
y  =  sina|i/;(w-a,)  +  V^(fi— a,)-i/;(n-03)-?^(«-aJ|, 

wo 

=  xlf{n—a„) 
gesetzt  ist,  und 


•  ]!<Y  forkoaaieaden  CoDStanlen  lassen  sich  bis  auf  eine,  die 

-,  ,^  Jeiu  Hodul  beliebig  bleibt,    so  bCBtinimen,    dass   die  be- 

luiffüdeo  Gurren  «of  einer  Kugel  liegen.    Das  Integral,  weiches 

dtc  Hi^aiinee  der  Cane  darstelll,   ist   ein  elliptisches  Integral 

fixier  Ar*.  rerai«-i  a»  die  Differereoz  zweier  elliptiBcher  Inte- 

j;rale  ärioer  i-i    -"^  «1"  Eweilen  Schaar  der  sphärischen  Cur- 

,YB  Itet '"'"  '■''  #   -tEflicbe  Constante  so  bestimmen,  dass  das 

ßoirtfoinn-'sr*"   ■'»  '•■  ■  r"^*«tes  Integral  erster  Gattung  wird.   Durcli 

[aoriraaoa    <«!■    •■LK'::c>Den   x,  y,  z    erliält    man    zwei   Scbaareii 

,f,ju,,(«ni.' 'i't:'  -ir'-*.  deren  Bogenlänge  ein  elliptisches  lutegra! 

.in«tr  i**iui'-:  '^    '^*  Integralcurven  der  zweiten  Schaar  liegen 

^  ^^--siSLjtTj  tTlindern.     Die  Integralcurven  deijenigen  Cur- 

-^  .T      'c  ''J  >-i»*f,  deren  Bogenlänge  ein  elliptisches  Integral 

j^,  ,.^  ai.  sind  As^mptoleulinien  von  MinimalflächcD,  auf 

-^  S.«*r  algebraischer  Curven  liegt.  AJ, 


,:---:;      Poiism  of  the  in-  and  circtira-aeribed 
.:.      M<M-  m  Sil.  100-105. 

.  .-saw  besagt,  dass,  wenn  ein  Polygon  zwei  Kreisen 
msrii rieben  werden  kann,  eine  unendliche  Zahl  von 
«  ;o^D80  um-  und  eingeschrieben  werden  können.  Es 
i.i'Se  elliptischer  Functionen  die  Beziehung  zwischen 
»  ■  Ä-T  i-idien  der  beiden  Kreise,  und  a,  ihrer  Centrale,  her- 
^^^^  ^..'on  das  ein  und  uui&ebriebene  Polygon  ein  Dreieck. 
^j_^,^  ..  infeck,  Sechseck,  Siebeneck,  Achteck  und  Neuneck  ist. 

Glr.  (MO. 

t  l^iKüLA.  Ol  alcnne  equazioui  relative  alla  teoria 
Jelle  funzioni  ellittlche,  e  teoremi  di  geonietria  che 
vi  äi  ContiettOIIO.    Nnp.,  Itend.  XXI.  I3l'-133. 
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Die  bier  angeführten  Sätze  betreffen  Polygone  von  m  Seiten, 
welcbe  einem  Kreise  eingeschrieben  und  einem  anderen  Kreise 
umschrieben  sind.  Z.  B.:  „Ist  ein  Polygon  von  m  Seiten  einem 
Kreise  eingeschrieben  und  einem  zweiten  Kreise  umschrieben, 
so  bleibt  der  Schwerpunkt  aller  Berührungspunkte  stets  auf  der 
Centrale  beider  Kreise,  wie  man  auch  das  Polygon  innerhalb 
des  einen  und  um  den  andern  verschieben  mag.^  Dieser  und 
ähnliche  Sätze  lassen  sich  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
beweisen.  Die  dazu  erforderlichen  Formeln  betreffen  die  Summen: 


JS  8in[am(«4-m— ll)-f-am(w+w/)], 

m=l,... 


in=l,... 


^cos[am(ti+ff»— lO— aDa("+^-f-lO]» 
^co8[am(M+wO— am(M+m— !()], 
^cn(i*-f-jw  — 1().  cn(«+wf), 
2!sJi{u  +  tn—li)  .8n(fi-f  mt). 


M. 


D.  Padeletti.     Alcuni  coroUari  di  un  teorema  del  Prof. 

Pergola.    Nap.,  Rend.  XXI.  155-157. 

Der  oben  angeführte  Satz  des  Herrn  Fergola  wird  dahin 
erweitert,  dass  die  Polygone  Ellipsen  mit  parallelen  und  pro- 
portionalen Axen  eingeschrieben  und  umschrieben  sind.  Dieser 
Satz,  sowie  eine  Reihe  ähnlicher,  ergiebt  sich,  indem  man  andere 
Fonctionen  aufsucht,  deren  Wert  bei  der  Aenderung  der  Poly- 
gone constant  bleibt.  M. 


N.  Trudi.     Notizie  retrospettive  intorno  ai  corollari  de- 
dotti  dal  socio  Padeletti  da  alcuni  recenti  teoremi  del 

socio    Fergola.     Nap,  Rend.  XXI.  170-172. 

Herr  Trudi  weist  auf  den  Zusammenhang  hin,  den  die  eben 
angefahrten  Sätze  von  Fergola  und  Padeletti  mit  seinen  schon 
vor  Jahren  aus  der  Theorie  der  reciproken  Polaren  gewonnenen 

f unaehr.  d.  Math.  XIV.  1.  26 
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Keaultaten  nnd  ron  Steiner  1844  im  Giornale  Arcadico  veröffent- 
lichten  Sätzen  haben.  H. 


A,  Caylet.     On  the  geometrical  iiiterpretation  of  certain 
formulae  in  elliptic  functions.   J.  Bopkio«  Ciro.  1082.  238. 
Die  Formeln 

dn'fu^-ik)  -  k-  dDtt-(l-fc')8n».cnu 
*'"l"+2  >'-  dn«  +  (l-A')8n«.CD« 
-ft'sn'u— (I— ft^SDwcnudn« 


=  k' 


su'(«  +  ^ift') 


1— ft'su'M-|-(l— ft')  8D11  cDBdn«  ' 
1    (l+ft)  snu-l  icnndnu 


»■(«+T'  +  i*) 


k  '(l-t-fc)Bnu— iCDudnu 
(l+fe)an'u  +  (  8UM  cnudiiH 
(H-A)8n'«— isnucnddou  ' 

rt'cnw— (A+tt')8nMdnM 


kcnu  +  [k-'rik')Bau  dnw 
_    —ik'    1— sn'u— (ft-l-tA')anucnu  (low 
""       k       1 — sn*u-\-(k-i-ik')  aau  enu  dati 
werden  auf  die  Theorie  der  Curve  dritten  Grades 

y'  =  a-(i_a-)(l-A'x) 
ii  11  gewendet,  wo 

X  =  8d'u,  y  =■  sau  cnudnu. 


Cm.  Herhitb.  Applications  de  la  thäorie  des  fonctions 
elliptiquea.  C.  R  XCIV.  I8G-192,  372-377,  477-482,  592-600,  753-TtiU- 
Forteelzungen  der  Abhandlangen  in  den  Bänden  LXXXV  bis 
XOIII  der  C.  R.,  über  welche  in  den  früheren  Jahrgängen  dieser 
Zeitschrift  (IX.-XIII.)  berichtet  worden  iat.  Es  werden  die  An- 
wendungen auf  die  Mechanik  zu  Ende  geführt,  und  alsdann  wird 
die  Gleichung 

b;j  =  K«+ !)*•>■■•»+%. 

(leren  L&sung  bisher  nur  fllr  n  =  I  nnd  n  =  2  erhalten  war,  in 
ilii'cr  ganzen  Allgemeinheit  betrachtet.  M. 
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C.    Hyperelliptische  und  Abersche  Functionen. 
M.  Ungar.      Die    Reduction    Äberscher    Integrale    auf 

Normalintegrale.     Wien.  Ber.  LXXXVI.  893-908. 

Das  Problem  der  Reduction  hyperelliptischer  und  Aberscher 
Integrale  auf  Normalintegrale  ist  zuerst  von  Abel  aufgestellt 
(Oeuvres  L  XXVIII.)  und  ftir  die  binomischen  Integrale  durch- 
geführt (Oeuvres  II.  XVII.).  In  der  vorliegenden  Abhandlung 
wird  eine  Reductionsforrael  aufgestellt,  welche  f&r  alle  AbeVschen 
Integrale  giltig  ist,  aus  der  man  die  Möglichkeit,  ein  Abersches 
Integral  auf  algebraische  Functionen  zu  reduciren,  beurteilen 
kann.  Die  allgemeinste  Relation  aber  zwischen  einem  solchen 
Integral  und  algebraisch-logarithmischen  Functionen  wird  auf  die 
bekannten  Gleichungen  des  Aberschen  Theorems  zurtlckgeführt. 

M. 


E.  PicARD.     8ar  la  rdduction  des  integrales  ab^liennes 
aux  integrales  elliptiques.    CR.  XOIV.  1704-1707. 

In  einer  früheren  Note  (C.  R.  XCIII.  1126;  s.  F.  d  M.  XIII. 
(1881)  379)  hatte  Herr  Picard  gezeigt,  wie  sich  das  hyperellip- 
tisehe  Integral,  das  dem  Polynom  fünften  Grades 

y*  =  a:(l—«)(l— *•«)(! -r«)(l-m'«) 
entspricht,  auf  elliptische  Integrale  zurückführen  lässt.    Im  Vor- 
liegenden wird  die  algebraische  Substitution,   welche  die  Trans- 
formation des  genannten  Integrals  bewirkt,  eingehender  erörtert. 

M. 


J.  Hanel,     Reduction  hyperelliptischer  Functionen  auf 

elliptische.     Breslaa.    Köhler. 

J-  C.  Malet.     On  certain  definite  integrals.    Dublin.  Traoa. 

XXVIII.  1882. 

Die  hier  behandelten  Integrale  ähneln  einer  gewissen  Klasse 

26* 
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von  bypereiliptiBchen  Integralen,  die  vermöge  gewisser  Beziehun- 
gen zwischen  den  Moduln  reducirbar  sind.  Eine  Reihe  solcher 
Integrale,  die  aber  logarithmiscbe  Ausdrucke  enthalten,  wird 
durch  gewöhnliche  Transformationen  zurückgeführt  auf  elliptische 
und  hyperellische  Integrale  mit  drei  Moduln.  Csy.  (M,). 


(i.  A.  Pick.  Ueber  die  Integration  hyperelliptischer 
Differentiale  durch  Logarithmen.  Wien.  Ber.  Lxxxv 
r,43-6ß2. 
Die  ZurUckfUbruDg  hyperelliptiscber  Integrale  anf  Logaritb- 
iiien  algebraischer  Functionen  ist  allgemein  von  Herrn  Eönigs- 
berger  (Vorlesungen  über  die  Theorie  der  byperellipt.  Integrale, 
)i.  I20sq.  132  sqO  gelöst  worden,  indem  zunächst  die  angenommene 
Gleichung  mit  Hülfe  der  Zerlegung  des  gegebenen  Integrals  in 
Normalintegrale,  in  solche  eiofacheren  zerfSllt  wird,  die  nur  je 
lia  logarithmiscbes  Glied  haben,  und  indem  dann  die  Bedingun- 
^^en  für  die  Existenz  solcher  Gleichungen  sowohl  in  traasceodenler 
als  in  algebraischer  Form  gewonnen  werden.  Im  Vorliegenden 
vci'sucbt  der  Herr  Verfasser  das  in  Rede  stehende  Problem  In 
rein  algebraischer  Weise  zu  lösen.  Als  notwendige  und  bin- 
leicheude  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Reductionsgleicbung 

/'i^^  /'g°i^  I  '  lo- ' >*' +  y^g  1 

wo  D  ein  ganzes  Polynom  in  E;  vom  Grade  2p  + 1 ,  dessen 
Linearfactoren  sämmtlicb  verschieden  sind,  und  y,,  y  ganze  Polj- 
iiurnc  in  ^  ohne  gemeinsamen  Teiler,  ist  die  Existenz  von  vier 
ganzen  Polynomen  a,  ß,  y,  d  erforderlich,   die   den  Bedingungen 

aa'-cy-  =  m  =  [(£-f,)*.«-5.)''  •  ■  •  (f- W'l*, 

aaß—cyö  =  n, 

ad^ßy  =  1,    (ac  -  0), 
^'cnügen.     Für  die  weiteren  UntersucbungCD   wird  eine  Methode 
benutzt,  die  der  zahlentbeoretischen  Behandlungsweise   der  qua- 
dratischen Formen  von  negativer  Determinante   ganz  analog  ist. 

H. 
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/ffjr 
— T  to  elliptic  integrals. 

Hess.  (2)  XL  142-143. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt,  dass,  wenn 

—  l  +  dsnticnndnti 

dann 


/ 


-j  =  2^  du, 


wo  ü'  =  fti,  ö'  =  —  l  +  w,  und  cii  eine  imaginäre  dritte  Einheits- 
warzel  ist.  Glr.  (M.). 


P.  Appell.  Sur  un  cas  de  r^duction  des  fonctioiis  0 
de  deux  variables  a  des  fonctions  0  d'une  variable. 

C.  B.  XCIV.  421-424. 

P.  Appell.  Sur  des  cas  de  rdductions  des  fonctions  0 
de  plusieurs  variables  k  des  fonctions  0  d'un  moindre 
nombre  de  variables.    8.  M.  f.  Bali.  x.  59-67. 


Es  sei 


m.n—  -f  oc 
m,n——  a 


erstreckt  über  alle  ganzzabligen  m  und  n,  und  die  normalen 
Perioden  der  entsprechenden  Aberschen  Functionen  seien: 

für  X    2m,  0,  2a,  2y, 

für  y    0,  2m,  2y,  2ß. 

Besteht  dann  zwischen  den  letzten  Perioden  eine  Gleichung  von 
der  Form 

2ky  =  2k' ß  -f  2/c"  m, 

wo  k,  k!,  k'*  ganze  Zahlen  sind,  so  lässt  sich  S{x,y)  durch  Func- 
tionen @  einer  Variabein  ausdrücken.  Diese  in  der  ersten  Note 
gegebene  Reduction  lässt  sich  nun,  wie  in  der  zweiten  Abhand- 
lung  gezeigt    wird,    verallgemeinern.      Es    wird    nämlich    die 

Function 
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&(x,,i„...,Xp,a^)  =     \s     c"''''+"''^+-+'"p'p+»f"'"-"---"'P, 

wo  die  quadratische  Form 

9i(m„ra,,...,wip)  =  ^  a^,  m;  my,  (oii/  =  OjJ 

auf  FanctioDcn  0  von  (p—l)  Variabein  und  Functionen  f)  von 
einer  Variabein  reductrt,  wenn  die  Perioden  filr  »■p  durch  Cp  — ') 
Gleicbungeo  derart  verhunden  sind,  dass  sie  sich  auf  (p— 2)  zurtick- 
lUhren  lassen.  Eine  analoge  Reduction  des  obigen  Q  findet  statt, 
weun  die  p  Gruppen  simultaner  Perioden  der  (p — 1)  Variabein 
j;„  x„  ....  Bp_i  sich  auf  (p—l)  getrennte  Gruppen  zurückfuhren 
lassen.  M. 


K.  PiCARD.  Sur  les  ^quations  diff^reiitielles  ab^liennes 
ilans  le  cas  de  1a  reduction  du  iiombre  des  periodes. 
IJ.  B.    XCV.  Ö98-901. 

Ks  sei  f(x,s)  =  11  eine  algebraische  Gleichung  der  Gattung  p. 
Wir  nehmen  an,  dass  unter  den  p  Integralen  erster  Gattung 


(9=  i-2...v) 


',+A, 


nni  iq  Tersehiedeuc  Perioden  haben,  und  dass  alle  anderen 
Periodensysteme  sich  linear  mit  ganzzahligen  Coefficienten  durch 
Jene  ausdrücken  lassen,  und  betrachten  das  System 

i        f'-'         J        ^'^  /         ^'^ 

(q=  1,2,. ..,i). 
wo  die  h  Conatanten  sind.  FUr  das  Abel'sche  System,  wo  g  =  p 
ist,  ist  jede  syminetrieche  Function  der  x,  eindeutige  Function 
der  II,.  Nun  wird  gezeigt,  daas,  wenn  auch  q<p,  die  x  noch 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  sind ,  deren  Coefficienten 
eindeutige  Functionen  der  u  mit  29  Periodensystemen  sind.  Diese 
lieriudischen  Functionen  lassen  sich  durch  Tbetafunctionen  ron  q 
unabhängigen  Variahein  ausdrücken.     Für  den  besonderen  Fall 
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q  =  2  wird  der  Beweis  durchgeführt,  ftlr  die  höheren  Fälle  nur 
angedeutet.  M. 


A.  R.  FoRSYTH.     A  memoir  on  the  theta-functious,  par- 
ticularly  those  of  two  variables.    Phil.  Trans.  CLXXIII. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  fünf  Abschnitte.  Im  ersten  Ab- 
schnitt wird  die  sogenannte  Kosenhain'sche  Theorie  der  Theta- 
functionen  zweier  Argumente  entwickelt.  Es  wird  nämlich  nach 
Analogie  der  Methode  von  Prof.  H.  J.  S.  Smith  für  die  ein- 
fachen Thetafunctionen  (L.  M.  S.  I.)  ein  allgemeines  Theorem  flir 
das  Product  von  vier  doppelten  Functionen  mit  verschiedenen 
Charakteristiken  und  Variabein  hergeleitet.    Definirt  wird: 


y 


-K> 


-^x  .^.  ^^       „i+,p     j^.^^^^j,    ^^^^^^^    iC2„+^)(2.  +  .)    (,„.+^)^  +  (2.-eJ)0 


a—  -  X     «=:  —  3C 


Das  erhaltene  Product  wird  gleich  der  Summe  von  16  ähnlichen 
Producten;  und  die  allgemeine  Gleichung  umfasst,  wie  gezeigt 
wird,  4090  besondere  Fälle.  Zwischen  den  Functionen  werden 
quadratische  Gleichungen  aufgestellt;  die  15  Quotienten  aller, 
mit  Ausnahme  einer,  werden  als  Functionen  dieser  einen,  in  der 
bekannten  Weise,  in  Gliedern  zweier  neuer  Variabein  x^^  x^ 
aasgedrückt,  wo  a?, ,  x^  die  oberen  Grenzen  der  von  der  Irratio- 
nalität )^Ä(l-a)(l-A»(l— A|a)(l— ft^,a)  abhängenden  Integrale 
sind.  Die  Formeln  enthalten  ausser  /r,,  Ar,  und  ft,  die  vier  Gon- 
sUnten  A,  B,  A\  B\ 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  die  obigen  Functionen  in  trigo- 
nometrische Reihen  nach  steigenden  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
wickelt.   Zu  dem  Zweck  wird  das  Theorem 

bewiesen,  wo  ö^,/(a:),  öy.  „(y)  einfache  Thetafunctionen  sind.  Hieraus 
werden  die  Ausdrücke  für  die  vier  Perioden  erhalten,  sowie  ein 
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Beweis  für  das  Product-Theorem  des  ersten  Abschnittes.  Ferner 
wird  gezeigt^  dass  die  Function  O  zweien  Differentialgleichungen 
von  der  Form 

genügt,  wo  ft,  k\  E  die  gewöhnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf 
^fi,x(^)  haben,  und  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

dO    .      2K^       d^m 

**  -^ 2 .    .    =  0. 

dr  n  dxdy 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  Ausdrücke  für  die  Producte 
f/>(x  +  ^,y  +  i?).  (Z>'(j;— f,y  — i;)  gebildet,  wo  die  (D  und  <D'  die- 
selben oder  verschiedene  Thetafunctionen  sind.  Es  giebt  im 
Ganzen  256  solcher  Gleichungen,  die  zu  je  16  in  16  Rubriken 
hingeschrieben  sind.  Der  vierte  Abschnitt  enthält  eine  Aus- 
dehnung der  oben  bewiesenen  Eigenschaften  auf  r-fache  Theta- 

r(r— 1) 
functionen.    Insbesondere  werden  die  r  und  —^ — -  Differential- 

gleichungen  erhalten,  die  den  obigen  2  und  der  einen  entsprechen. 
Beziehungen  zu  früheren  Arbeiten  sind  in  der  Einleitung  auf 
Seite  785  und  786  erwähnt.  Cly.  (M.). 


A.  R.  FoRSYTH.  On  AbePs  theorems  and  Abelian  functions. 

Edinb.  Proc.  XXXIV.  288-291. 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  demnächst  in  den  Transactions 
veröffentlicht  werden  wird.  Cly.  (0.) 


A.   IJayley.     Note  on   Abel's   theorems,     Cambr.  Proc.  iv. 

1 19-122. 

Betrachtet  man  das  Abersche  Theorem  in  so  weit,  als  es 
sich  auf  die  erste  Gattung  der  Integrale  bezieht,  und  sieht  man 
es  als  ein  Differential-,  nicht  Integral -Theorem  an,  so  kann  es 
folgendermassen  ausgedrückt  werden.  Es  sei  f(x,y,  1)  =  0  eine 
bestimmte  Curve  von  der  Ordnung  m;  sie  enthalte  eine  Be- 
ziehung 

r(^)rfx+r(y)rfy  =  o 
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zwisehen  deu  DifiTercntialen  dj-,  dy  der  Coordinaten  eines  Curven- 
panktes,  und  wir  können  deshalb  sehreiben 

_     rfir    __  dx 

ond  anstatt  dx  und  dy  das  dto  benutzen,  um  die  VerrUckung 
eines  Punktes  auf  der  Curve  auszudrücken.  Wir  nehmen  der 
grösseren  Einfachheit  halber  eine  Curve  ohne  Spitzen  und  Doppel- 
punkte,  also   vom   Geschlecht  —  (//i— l)(ffi— 2)  und  betrachten 

ihre  mn  Durchschnittspunkte  mit  einer  veränderlichen  Curve 
q{r,yj  1)  =  0  von  der  Ordnung  n.  Bezeichnet  dann  (x,  y,  l)»»-» 
eine  beliebige  ganze  rationale  Function  von  x,  y  von  der  Ord- 
nung m— 3,  so  besagt  das  Abersche  Theorem,  dass  zwischen  den 
Verrückungen  der  mn  Durchschnittspunkte  die  Gleichung 

besteht,  wo  sich  die  Summe  auf  alle  Werte  von  (x,  y,  1)"»-'  er- 
streckt, die  zu  den  resp.  mn  Durcbschnittspunkten  gehören. 

Glr.  (M.). 


R.  C.  RowE.      Memoir    on    AbeUs    theorem.    pwi.  Trane. 

CLXXIII.  713-750. 

Ein  Auszug  aus  dieser  Abhandlung  ist  erwähnt  in  F.  d.  M. 
XII.  (1880)  p.  322.  Sie  ist  im  Wesentlichen  eine  Reproduction  von 
AbeFs  grosser  Abhandlung:  ,«Sur  une  propri^t^  g6n6rale  d'une 
elasse  fort  ^tendue  de  fonctions  transcendantes^,  1826,  Mem. 
Sav.Etrang.  1841,  Werke,  2'*  Ausg.  145-211.  Der  erste  Abschnitt 
(Art.  1-10)  enthält  eine  Untersuchung  des  Hauptsatzes  in  der 
Aberschen  Abhandlung.  Durch  Anwendung  eines  Satzes  von 
Booie  wird  das  Theorem  etwas  einfacher  geschrieben  in  der  Form 


\ff(^.y)äx  =  ^[7.,-,Vr,^^  [^i  iogö(,)-f-c. 


die  der  Gleichung  (:^7)  bei  Abel  entspricht.  Es  folgen  einige 
Beispiele  f&r  das  Theorem.  Im  zweiten  Abschnitte  wird  gezeigt, 
dass  sich  aus  den  Resultaten  des  ersten  Abschnittes  ergiebt, 
dass    die    Summe   einer    beliebigen    Zahl    von    Integralen    der 
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betrachteten  Form  sich  darch  eine  bestimmte  Zahl  solcher  Integrale 
ausdrtlcken  lässt,  und  so  wird  die  Frage  nach  der  kleinsten  An- 
zahl solcher  Integrale  erörtert.  Der  Ausdruck  fllr  diese  gesuchte 
Zahl  y  wird  (p.  741)  in  folgender  eleganten  Form  gegeben: 

y  =  £  rhfnrn,fAs  +—j:n^mid--—^nfn——Zn--~n-{'l'--A--B, 

WO  die  letzten  Glieder  —A—B^  welche  als  Correction  hinzuge- 
fügt sind,  im  Allgemeinen  Null  sind.  Die  Untersuchung  ist  etwas 
vereinfacht  durch  die  Nomenclatur  der  „major  terms^  und  „sets% 
durch  die  Einführung  des  Buchstabens  t,  und  durch  verschiedene 
kleinere  Aenderungen  in  der  Bezeichnung.  Der  dritte  Abschnitt 
enthält  zwei  getrennte  Teile:  Zuerst  eine  Verallgemeinerung  des 
Theorems  im  ersten  Abschnitt;  es  wird  gezeigt,  dass  ein  gleicher 
Ausdruck  erbalten  werden  kann  für  eine  Summe  einer  belie- 
bigen Zahl  von  Integralen,  deren  jedes  mit  einer  rationalen, 
positiven  oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  multi- 
plicirt  ist;  und  zweitens  eine  Untersuchung  der  notwendigen 
Bedingungen,  damit  der  algebraische  Ausdruck  für  die  Summe 
der  Integrale  in  dem  Theorem  des  ersten  Abschnittes,  nämlich 
das  Glied  auf  der  rechten  Seite,  sich  auf  eine  constante  reducire. 
Der  von  Abel  gegebene  Beweis  wird  hier  wesentlich  verkürzt 
und  vereinfacht.  Ein  Anhang  enthält  ein  algebraisches  Lemma 
und  ein  (hoffentlich  vollständiges)  Verzeichnis  der  Fehler  in  der 
Originalabhandlung.  Gly.  (M.) 


A.  Cayley.     Addition  to  Mr.  Rowe's  Memoir.    Phil.  Trans. 

CLXXIII.  751-758 

Es  ist  ein  Hauptresultat  in  Biemann's  Theorie  der  Aberschen 
Integrale,  dass  AbeFs  y  das  Geschlecht  der  Curve  ist,  die  durch 
die  Gleichung  *(a:,y)  =  0  dargestellt  wird,  welche  die  irrationale 
Function  y,  von  der  die  Integrale  abhängen,  bestimmt.  Daher  muss 
sich  a  posteriori  beweisen  lassen,  dass  der  Ausdruck  für  y  in  der 
That  gleich  dem  Geschlecht  der  Curve  X(a?,y)  =  0  ist.  Im  Vor- 
liegenden wird  dieses  bewiesen  mit  Hülfe  der  Formeln,  die  der 
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Herr  Verfasser  in  der  Abhandlung:    „On  the  higher  singularities, 
of  a  plane  curve",  Quart.  J.  VII.  (1866)  gegeben  hat. 

Cly.  (M.). 


A.  Cayley.      A    memoir   on    the   Abelian    and  Theta- 

functions.     Sylv.,  Am.  J.  V.  137-180. 

Ein  Teil  der  Vorlesungen,  die  Herr  Cayley  im  Jahre  1882 
an  der  Universität  zu  Baltimore  gehalten  hat.  Das  hier  Mit- 
geteilte bezieht  sieh  auf  das  Abersche  Theorem  und  dessen  Be- 
weis und  schliesst  sich  eng  an  die  Theorie  der  AbeFschen  Func- 
tionen von  Clebsch  und  Gordau  an.  H.  St. 


P.  Appell.      Sur    las  fonctions    ab^liennes.    0.  R.  xciv. 

1702-1704. 

Das  Theorem  von  Liouville  über  doppelt-periodische  Func- 
tionen, dass  die  Summe  der  Werte  der  Variablen,  für  welche 
eine  doppelt -periodische  Function  in  einem  Elementarparallelo- 
graram  null  und  unendlich  wird,  bis  auf  Vielfache  der  Perioden 
dieselbe  ist,  wird  auf  die  zu  den  AbePschen  Integralen  gehörigen 
2p-fach  periodischen  Functionen  ausgedehnt.  V7ir  bemerken, 
dass  sich  das  Resultat  ohne  Schwierigkeit  aus  Riemann's  Theorie 
der  Aberschen  Functionen  ergiebt  (Riemann's  Ges.  Werke  p.  133 
§  26).  H.  St. 


A.  R.  FoRSYTH.     On  a  theorem  of  Jacobi's.  Quart,  j.  xviiL 

313-327. 

Es  wird  der  von  Jacobi  herrührende,  von  Clebsch  und  Jordan 
in  ihrer  Theorie  der  Aberschen  Functionen  zum  Beweis  des 
Aberschen  Theorems  verallgemeinerte  Satz  nach  AbeFs  Methode 
l)ewie8en.  H.  St. 


ß.  Rawson,      Solution   of  a  question   (6640).    Ed.  Times 

XXXVI   91-92. 


n 
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Sind    q>^(x)y  Ö(x,  y)  und  q>,(^)  rationale  Functionen  in  x, 
und  ist  die  Function 

u  =  \g>,{x)6(ix,y)+\y-  <p,(x)  =  {x-y,)(x-'y,)...{x—yn). 
so  ist 


J  <)p,(y.)-[qp 


^>i}i^)^y^    .  _^ ...  _^  /l    ^(yn)dy. 


wo  €  =  4- 1  und  das  Zeichen  — 

X 


fXx)  die  Coefficienten  von  —   in 


der  Entwickelung  von  f(x)  bedeuten  möge.  i/i(tr)  kann  rational 
oder  irrational  sein;  wenn  tp^x)  rational  ist,  und  qp,(x)  =  cd — a, 
so  hat  man  das  Abersche  Theorem.  Beim  Beweise  wird  an- 
genommen,  dass  ti  =  0  keine  gleichen  Wurzeln  habe. 

M. 


R.  Rawson.     Solution    of  a    question   (6059).    Ed.  Times 

XXXVI.  31-33. 

Es  sei 

t/;(x,  ä)  =  fl  4-  a,  ic  4-  a.,x'  +  •  ••  f  a,«^"', 
und  f(x)  eine  rationale  Function  von  x,  deren  Dimension  kleiner 

als  w,  dann  ist  der  Coefficient  von      ^^_,     in  dem  Integral 

X 


gleich 


fi'Kf'^Bh 


tXy.)Vj(yny)y7   ,        .    f(.yH)ip\yn.  y)yn  1  ^..  .  ^ 


dy^  dyn 

Hiervon  wird  eine  Anwendung  gemacht  auf  den  Beweis  des 
Aberschen  Theorems  für  die  Summe  von  n  ultraelliptischen  In- 
tegralen. M. 
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N.  Herz.     Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
der  Aberschen  Integrale.    Hoppe  Arch.  LXViii.  196-216. 

Nach  denselben  Methoden,  mit  deren  Hülfe  Herr  Königs- 
berger  in  der  5**"  Vorlesung  seines  Buches:  „Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale^  Beziehungen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinsten  hyperelliptischen  In- 
tegrale, welche  in  gegebenen  Punkten  wie  gegebene  Functionen 
anendlich  werden  sollen,  aufgestellt  hat,  werden  hier  analoge 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinen 
AbeFschen  Integrale  gewonnen.  Da  aber  die  Fläche  im  Unend- 
lichkeitspunkte aus  mehreren  Blättern  besteht,  von  denen  einige 
getrennt,  andere  in  Verzweigungspunkten  zusammenhängend  sein 
können,  so  niuss  man  hier  die  Annahme  machen,  dass  im  Un- 
endlichkeitspunkte die  Function  auf  einigen  Blättern,  auf  denen 
sie  eindeutig  ist,  und  ebenso  in  einigen  von  den  in  der  Unend- 
lichkeit liegenden  Verzweigungspunkten  unendlich  werden  soll. 

M. 


0.  ScHLöMiLCH.      üeber   Reihenentwickelungen    für  ge- 
wisse   hyperelliptische    Integrale.     Schlomilcb  z.   xxvii, 

317-320. 

Aus  dem  Doppelintegral 


// 


2        rfx_ 

"(i  -x')  cos  '^+{1  -k'x')  sin*^ 


0         0 

wird  für  das  hyperelliptische  Integral 


0 

folgende  Entwickelung  gewonnen: 
1.3..o...(2ii-'l) 


/" dx 

./    (^i-xyii-k'xy--  (o</i<i) 


=  2; 


.3..o...(2ii-'l)  .         N   r/2\  .  .1l,  « 


die  für  /u  =  — ,   /„  =  I2  —  s-u   mit  Legendre's   Darstellung    des 
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elliptischen  Integrals  F'  übereinstimmt.    Folgerangen  f&r  kleine  1^ 
machen  den  Schluss.  M. 


M.  Krause,     üeber  die  Modulargleichungen  der  hyper- 
elliptischen Functionen  erster  Ordnung.  Klein  Ann.  xix. 

489-496 

Fortsetzung  der  Abhandlang  in  demselben  Journal,  S.  423 
bis  428;  siehe  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  374.  Es  wird  zunächst 
ein  Problem  gelöst,  welches  die  naturgemässe  Verallgemeinerang 
des  von  Herrn  Dedekind  in  seiner  bekannten  Arbeit  über  die 
elliptischen  Modulfunctionen  (Grelle J.  LXXXIIL  255,  s.  F.d.  M. 
IX.  (1877)  353)  gelösten  Fundamentalproblems  ist,  nämlich:  ^Es 
sollen  die  notwendigen  Bedingungen  dafür  aufgestellt  werden, 
dass: 

ist,  wo 

aa       A2  0.2     qs  qs     n% 

qa     a'J       '  €i.t       g.a    »       r*  q   a     a» 

^4'^S  ^34-^4  ^84-^2 

für  die  Moduln  t,,,  T,a,T„,  und  Ä,  A^  M  die  entsprechenden 
für  t',,,  t',,,  t',,.  Hierauf  geht  der  Herr  Verfasser  zu  seinen  ur- 
sprünglichen Untersuchungen  zurück  und  zeigt,  dass  alle  Potenz- 
summen £iq>(%^[^,,  t(/>,  tW)«  eindeutige  Functionen   der  Grossen 

7(^1  n  ^it)  '^2%)e  ^^^^-  Daraus  folgt  dann  der  Satz:  „Die  Grössen 
yWl»  ^M»  ^*a)ff  sind  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  vom 
Grade  l+n-f-7i*-f-7i%  deren  Coefficienten  sich  rational  aus  den 
Grössen  9(1:,,,  t,,,  t,,)«  zusammensetzen  lassen.^'  Nachdem  so 
die  Existenz  von  Modulargleichungen  erwiesen  ist,  ergeben  sich 
leicht  ihre  Haupteigenschaften.  M. 


M.  Krause.   Ueber  Multiplicationsgleichungen  der  hyper- 
elliptischen Functionen  erster  Ordnung.    Klein  Ann.  xx. 

54-58. 

Es  wird   hier   ftar   die    hyperelliptischen    Functionen   erster 
Ordnung  in  dem  Falle,   wo   der  Grad  der  Transformation  eine 
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QDgrade  Primzahl  ist^  die  Existenz  von  Gleichungen  nachgewie- 
sen, welche  den  Multiplicationsgleichungen  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  ganz  analog  sind.  M. 


M.  Krause.  Die  Modulargleichungen  der  hyperellipti- 
schen Functionen  erster  Ordnung  für  die  Transfor- 
mation  fünften   Grades.     Klein  Ann.  XX.  226-230. 

Es  wird  ein  anderes  neues  Repräsentantensystem  als  in  der 
fraherenArbeit  des  Herrn  Verfassers  (Klein  Ann.  XVI.  83;  s.  F. d.M. 
XII.  (1880)  375)  eingeführt,  das  sich  näher  an  die  Repräsentanten- 
systeme der  elliptischen  Functionen  anschliesst  und  den  Vorzug  bietet, 
dass  die  Argumente  und  die  Moduln  der  transformirten  Thetafunc- 
tionen  sich  einfacher  durch  die  entsprechenden  Grössen  der  ur- 
sprünglichen Thetafunctionen  ausdrücken  lassen.  Alsdann  wird 
dieses  angewendet,  um  eine  Reihe  von  Modulargleichungen  für 
die  Transformation  fünften  Grades  aufzustellen.  M. 


K.  Wkierstrass.     Zur  Theorie   der  Jacobi'schen  Func- 
tionen   von    mehreren    Veränderlichen.     Beri.  Ber.  1882. 

505-509. 

K.  Weierstrass.     Note  sur  la  thdorie  des  fonctions  de 
Jacobi  ä  plusieurs  variables.    Darb.  Bull.  (2)  vi.  136-I4i. 

Der  Herr  Verfasser  leitet  eine  der  Gleichung 

r    <^(M-h«,)(j(w~w,)eF(«,+«a)<'(«2~"3) 

(1)  |+(T(M+«,)a(M--Mj(T(tt,+?ij)a(tt3— mJ 

l+a(w  +  M3)(T(fi-w,)a(M,--M,)  a(u,— tt,)  =  0 

ganz  analoge  Relation  S  =  0  für  a-Functionen  mehrerer  Argu- 
mente 0  («,«',...,  m^^~^^)  her,  die  auf  folgende  Weise  definirt 
werden.    In  der  ungraden  ^-Function  von  q  Argumenten 

^.(ü,i?',...,  c(?-^)) 
werden  für  v,  o',  . . .,  v^^-^^  von  einander  unabhängige  homogene 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen  u,u\...,u^i'~^^  substituirt 
und  dann  wird 
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gesetzt,  wo  ip  eine  ganze  und  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  u,  «',...,  fi(?-^\  und  C  eine  willkürliche  Constante  be- 
zeichnet. Am  Schlüsse  bemerkt  der  Herr  Verfasser,  dass, 
ebenso  wie  durch  die  Gleichung  (1)  eine  ihr  formell  genügende 
Function  a{u)  mit  den  bekannten  Eigenschaften  gewonnen  wer- 
den kann,  man  auch  wohl  in  ähnlicher  Weise  die  Existenz  einer 
transcendenten  ganzen  Function  von  q  Variabein  beweisen  könne, 
die  der  allgemeinen  Relation  S  =  0  genügt. 

Herr  J.  Molk   hat   von  dieser  Mitteilung  in  Darboux'  Bull, 
eine  Uebersetzung  geliefert.  M. 


Elliott.      Propriöt^s   et  applicatioiis  de  certaines  fonc- 
tions  analogues  ä  la  fonction  0.     Aqd.  d.  rfic.  N.  (2)  M. 

79-119,  425-43G. 

Die  Arbeit  enthält  die  Ausführung  und  Erweiterung  der  be- 
reits besprochenen  Untersuchungen  Über  das  von  Clebsch  und 
Gordan  zuerst  behandelte  „erweiterte"  Umkehrproblem  (F.  d.  M. 
Xn.  (1880)  364  u.  369.).  H.  St. 


K.  A.  Posse.     Ueber  die  i?- Function  von  zwei  Veränder- 
lichen und  über  das  Problem  von  Jacobi.    Disa.  Peters- 

barg.  (RaBsisch). 

Von  den  drei  Wegen,  die  zur  Lösung  des  Jacobi'schen  üm- 
kehrproblems  führen,  nämlich:  den  Jacobi-Göpel-Rosenhain'schen, 
den  Weierstrass'schen  und  den  Riemann'schen,  wählt  der  Ver- 
fasser dieser  Dissertation  den  ersten  und  den  letzten  aus  und 
combinirt  sie,  da  die  elementaren  Hilfsmittel  der  Rosenhain'achen 
Methode  ihm  nicht  hinreichend  zu  sein  scheinen,  um  die  Ans- 
drücke  der  Moduln  t^^,  t^^,  t^^  der  ^-Function  durch  die  be- 
stimmten Integrale  streng  zu  beweisen.  Demgemäss  zerfällt  seine 
Arbeit  in  zwei  Teile  nebst  einem  Anhange,  in  welchem  die  Aus- 
drücke der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche,  die  sich 
bei  der  Entwickelung  einer  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom 
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fbnften  Grades  in  einen  Kettenbrnch  ergeben,  durch  die  ^-Func- 
tion zweier  Veränderlichen  gegeben  werden.  Der  erste  Teil  ist 
der  ^»Function  gewidmet:  nachdem  dieselbe  durch  eine  Reihe 
definirt  ist,  werden  aus  dieser  Definition  die  Functionalgleichun- 
gen  hergeleitet,  und  dieselben  für  das  Auffinden  der  algebraischen 
Relationen  zwischen  ^-Quadraten  und  ^-Producten  und  auch  ihrer 
partiellen  Derivirten  zu  Grunde  gelegt,  was  nach  der  Methode 
von  Hennite  erreicht  wird.  Da  bei  der  Coefficientenbestimmung 
hier  die  von  Rosenhain  ohne  Beweis  gegebenen  Formeln,  die  die 
Werte  der  Functionaldeterminanten  der  ^-Function  ftlr  Nullwerte 
der  Variabein  geben,  gebraucht  werden,  so  werden  dieselben 
hier  auf  dem  von  Weber  angedeuteten  Wege  durch  Transfor- 
mation zweiten  Grades  der  &  bewiesen.  Keine  geringe  Rolle 
spielen  bei  allen  diesen  Eutwickelungen  die  Eigenschaften  der 
Charakteristiken  der  &  (die  Bezeichnungsart  der  d-  ist  die  von 
fiiemann);  weshalb  dieselben  in  einem  besonderen  Paragraphen 
zusammengestellt  werden.  Zuletzt  werden  zwei  neue  Veränder- 
liche eingeführt,  in  denen 

u.  s.  w.  gesetzt  werden,  und  es  wird  bewiesen,  dass  die  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen  in  die  algebraischen  zwischen  den  Quo- 
tienten von  ^-Quadraten  stattfindenden  Gleichungen,  für  diese 
Quotienten  eingesetzt,  denselben  Genüge  thun;  dann  wird  mit 
Hülfe  der  Ausdrücke  der  Derivirten  von  ^-Quotienten  durch 
solche  bewiesen,  dass  zwischen  beiden  Systemen  der  Veränder- 
lichen eine  ultraelliptische  Beziehung  besteht. 
'  Da  aber,  wie  schon  erwähnt,  es  schwer  ist,  auf  diesem 
Wege  die  Abhängigkeit  der  ^-Moduln  von  den  Periodicitätsmoduln 
der  oltraelliptischen  Integrale  (wegen  der  doppelten  Zeichen  der 
Quadratwurzel)  genau  zu  bestimmen,  so  kehrt  in  diesem  Moment 

Fortiehr.  d.  Math.   XTV.  1.  27 


_  (Oo-^JK-^t) 
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der  Verfasser  seinen  Weg  um,  um  im  zweiten  Teile  seiner  Disser- 
tation Riemann  zu  folgen,  mit  Berttcksiehtigung  der  Arbeit  von 
Prym,  wobei  jedoch  die  Verwandlung  der  betreffenden  Riemann'- 
sehen  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  etwas  anders 
als  dort  durchgeführt  ist,  um  die  Resultate  mit  den  von  Weier- 
strass  gefundenen  vergleichbar  zu  machen. 

Da  nnn  auf  diesem  Wege  die  Haupteigenschaften  der  von 
zwei  ultraelliptischen  Integralen  erster  Gattung  abhängenden 
^-Function  gefunden  worden  sind,  und  die  algebraischen  Relationen 
zwischen  den  ^-Quotienten  festgestellt  sind,  werden  die  Gon- 
stauten  durch  die  Wurzeln  des  unter  der  Quadratwurzel  stehen- 
den Polynoms  eindeutig  bestimmt.  Durch  Vergleichung  der  so 
gewonnenen  Resultate  mit  den  im  ersten  Teile  gefundenen,  wer- 
den zuletzt  die  Ausdrücke  der  Periodicitätsmoduln  der  ultraellip- 
tischen Integrale  durch  die  Werte  der  ^  und  ihrer  Derivirten 
für  die  Null  werte  der  Argumente  erhalten,  die  der  bekannten 
Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  analog  sind. 


J.  Thomak.     Ueber  Integrale  zweiter  Gattung.  Kronecker  J. 

XCIII.  69-80. 

Wie  Riemann  gezeigt  bat,  lässt  sich  die  Function 
durch  Integrale  zweiter  Gattung  darstellen  in  der  Form: 


Wenn  die  Anfangswerte  der  Integrale  /  gegeben  sind,  so  bleibt 
noch  C  zu  bestimmen,  das  von  «,,  ;&,,  «,,  2,, . . .,  «p,  7>p  unabhängig, 
jedoch  eine  Function  von  a,^  und  den  Klassenmoduln  ist.  Be- 
zeichnet man  mit 

^\x^  ^i,i;  *.s^  2a5>  •  •  •  ^p.s»  *p.i 

diejenigen  p  Wertepaare,  wofür 
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ist,  so  ergiebt  sich  für  C  sofort  der  Wert 

C  =  —  £  t(aj^,  «^,u,  Ä^,|), 

Ü  =  l 

t 

ond  es  ist  C  durch  eine  Samme  von  Integralen  zweiter  Gattung 
dargestellt.  In  dem  Vorliegenden  wird  nun  diese  Summe  durch 
speciellere  Integrale  und  durch  algebraische  Functionen  darge- 
stellt. Nachdem  der  allgemeine  Fall  behandelt  worden  ist,  wird 
der  Fall  zweiblättriger  Flächen  unabhängig  vom  allgemeinen 
and  vollständig  ausgeführt.  Die  Schwierigkeiten  des  allgemeinen 
Falles  lassen  sich  für  p  =  3  überwinden,  wie  der  Verfasser 
später  zeigen  wird.  M. 


F.  Prym.    Untersuchungen  über  die  Riemann'sche  Theta- 
.    formel  und  die  Riemann'sche  Charakteristikentheorie. 

Leipzig.   Teabner. 

A.  Krazer.     Theorie  der  zweifach  unendlichen   Theta- 
reiheu  auf  Grund  der  Riemann'scheu  ThetaformeL 

Leipsig.   Tenbner. 

F.  Prym.      Kurze  Ableitung  der  Riemann'schen  Theta- 
formeL   KroDecker  J.  XCIII  124-131. 

F.  Prym.     Ein  neuer  Beweis  fllr  die  Riemann'sche  Theta- 
formeL   Acta  matb.  ni.  1-15. 

F.  Prym.     Ableitung  einer  allgemeinen  ThetaformeL 

AcU  math.  lU.  18-40. 

A.  Krazer  und  F.  Prym.     Ueber  die  Verallgemeinerung 
der  Riemann'schen  ThetaformeL    Acta  math.  iii.  41-77. 

A.  Krazeb.     üeber  Thetafunctionen,   deren   Charakteri- 
stiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind. 

Hab.  Schrift.  1883. 

Die  vorstehenden  Abhandlungen  sind,  obwohl  verschiedenen 
Jahrgängen  angehörend,  als  Ganzes  aufzufassen  und  zu  be- 
iipreeheD.  Den  Mittelpunkt  derselben  bildet  eine  für  die  Theorie 
der  Thetafunctionen  fundamentale  Formel,  welche  Herrn  Prym 

27* 
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1865  in  Pisa  von  Riemann  zur  Bearbeitung  mitgeteilt  worden 
war.  Diese  ^Riemann'sche  Thetaformel"  ergiebt  sich  allerdings 
für  eine  Variable  ohne  Schwierigkeit  aus  der  von  Jacobi  in  seiner 
„Theorie  der  elliptischen  Functionen,  aus  den  Eigenschaften  der 
Thetareihen  abgeleitet^  (Ges.  Werke.  I.  p.  506)  zu  Grunde  ge- 
legten Formeln,  und  lässt  sich  ebenso  ftlr  p  Variable  aus  einer 
von  Herrn  Frobenius  gegebenen  Formel  (Borchardt  J.  LXXXIX. 
p.  201  Gl.  (5),  siehe  F.  d.  M.  XII.  (1880)  385)  ableiten.  Was 
ihren  Namen  rechtfertigt,  ist  die  Bedeutung,  welche  die  Gleichung 
gewinnt  durch  die  überraschend  einfache  und  übersichtliche  Form, 
die  Riemann  ihr  gegeben  hat,  eine  Form,  die  sich  in  gleichem 
Masse  zur  Verallgemeinerung  wie  zur  Specialisirung  eignet.  Die 
Untersuchungen  des  Herrn  Prym  und  Krazer  beziehen  sich  erstens 
auf  die  Herleitung  der  Riemann'schen  Thetaformel,  zweitens  auf 
die  Verallgemeinerung  derselben,  drittens  auf  die  durch  Speciali- 
sirung aus  ihr  folgenden  Thetarelationen. 

Die  Herleitung  der  Riemann'schen  Thetaformel  ist  enthalten 
in  No.  I.  p.  1-21,  No.  HI.  u,  IV- 

Bezeichnet  man  die  Thetafunction  mit  p  Variabein  u^  u, . . .  t/^ 
durch 

(1)        diu)  =  ^...^e-^V^""^>''''-^>"^ 

und  die  entsprechende  Thetafunction  mit  der  zweiteiligen  Cha* 
racteristik 


(2)        r  *J  *?  '  *  '  ^^  1  =  e 

1-    C ,      C «      .      •      .     C  n    "^ 


WO  bei  allen  £  und  e'  der  Nenner  2  unterdrückt  ist,  und  die  e 
und  e'  in  allen  möglichen  Gombinationen  die  Werte  0  und  1  an- 
nehmen können,  mit  ^«(u),  versteht  man  ferner  unter 

„0),  „m,  „(3),  „W  (^  =  l,2,...p) 

vier   Systeme  von  je  p  unabhängigen  Variabein  und   verbindet 

dieselben  mit  vier  entsprechenden  Systemen  t?j[/\  cj;\  v^^^  r\*^ 
durch  folgendes  zuerst  von  Jacobi  (1.  c),  dann  von  Rosenhain 
benutzte  gleichzeitig  orthogonale  und  involutorische  System 
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fM  ^  fl  fi  /A  fÄ     ^ 

UO)  -  m(2)  ^  „(3)  _  ^(4)   ^  2t?(»), 

w(l)-„(2)_„(3)    i    1^(4)    =   2fj(*>, 
/*  /i  fi       ^       f*  /i    ' 

dessen  Auflösung  von  gleichem  Bau  ist,  so  hat  die  Biemann'sche 
Thetaformel  die  Gestalt 

r  ;^2tiO)).^(2t«C2)).^(2tt(3)).;»(2MC4)), 

wo  die  Suromation  der  rechten  Seite  über  die  sämmtlichen  2^^ 
zweiteiligen  Thetacharakteristiken  e  auszudehnen  ist.  Für  diese 
Formel  giebt  Herr  Prym  drei  Beweise.  Der  erste  derselben 
(No.  I.  p.  1  ff.)  hat  ein  historisches  Interesse,  insofern  er  noch 
Biemann  vorgelegt  wurde  und  dessen  Zustimmung  fand,'  gleich- 
zeitig aber  auch  ein  functionentheoretisches  Interesse,  insofern 
er  beruht  auf  einem  von  Riemann  in  seinen  Vorlesungen  1861/62 
mitgeteilten  Princip  der  Zerlegung  einer  periodischen  Function 
ff»  mit  der  Periode  2ni^  enthalten  in  der  Identität 

_    f{x)  +  f{x  +  ni)  f(a:)-f(x  +  ni) 

Die  SQccessive  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  linke  Seite 
von  (R)  führt  zu  einer  Gleichung  der  Form  (R),  mit  dem  Unter- 
schied, dass  jedes  Glied  der  rechten  Seite  noch  mit  einem  be- 
sonderen Factor  Cg  multiplicirt  erscheint.  Die  nähere  Unter- 
suchung der  2^^  Constanten  C^  zeigt  dann,  dass  dieselben  sämmt- 

lich  den  gleichen  Wert  A  haben,  der  =  -^  gefunden  wird.   Einen 

zweiten  kürzeren  Beweis  der  Gleichung  (R)  enthält  No.  III. 
Derselbe  geht  aus  von  der  auf  der  rechten  Seite  in  (R)  stehen- 
den Summe.  Betrachtet  man  dieselbe  als  Function  der  p  Varia- 
bein «{^^ ...  t#^*^  und  setzt  dieselbe  =  0(2m^*^),  so  ergeben  sich 
Ar  diese  Function  zwei   Functionalgleichungen,  welche  zeigen' 

dass  0(2«^*^)  bis  auf  einen  von  den  u)j^  unabhängigen  Factor 
identisch   mit  der  Function  ^(2ti<'>)  ist.     Da  das  Entsprechende 
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für  die  Systeme  w^^^,  u^^\  u^*^  gilt,  so  ergiebt  sich  die  rechte 
Seite  in  (R)  als  identisch  mit  d<5m  Product  der  vier  Thetafunc- 
tionen  der  linken  Seite  bis  auf  einen  Factor  C,  der  =  1  ermit- 
telt wird. 

Die  zwei  ersten  Beweise  der  Formel  (ß)  beruhen  auf  func- 
tionentheoretischen  Betrachtungen  und  der  dadurch  bedingten 
Anwendung  von  unbestimmten  Coefficienten;  sie  bringen  das 
innere  Wesen  der  Formel  und  den  Zusammenhang  ihrer  beiden 
Seiten  nicht  zum  Ausdruck.  Von  besonderem  Interesse  ist  daher 
der  dritte  ganz  elementare  Beweis  (No.  IV).  Derselbe  verbindet 
das  bereits  von  Jacobi  (1.  c.)  bei  den  Thetafunctionen  mit  einer 
Variabein  angewandte  Princip  der  gleichzeitigen  Transformation 
der  Variabein  und  der  Summationsbuchstaben  durch  Gleichungen 
der  Form  (3)  mit  dem  Princip  der  Einschiebung  eines  Factors, 
der  ähnlich  dem  Dirichlet'schen  discontinuirlichen  Factor  bei  be- 
stimmten Integralen  die  durch  die  Transformation  eingetretene 
Beschränkung  der  Summation  wieder  aufhebt.  Bildet  man  näm- 
lich das  Product  F  der  vier  Thetafunctionen  auf  der  linken  Seite 
in  (R)  mit  Hülfe  der  Summen  (1),  wobei  die  Summationsbuch- 
staben  m^  der  vier  Thetafunctionen  durch  obere  Indices  (l),  (2), 
(3),  (4)  zu  unterscheiden  sind,  und  führt  alsdann  statt  der 
Systeme  von  je  p  Variabein  fi(^>,  m(^>,  m('),  m^*>  die  Systeme    der 

^u^^  ^'/P'  ^i?^  ^^u^  ^^^  ^^^  Gleichungen  (3)  ein,  und  gleichzeitig 
statt  der  SummatiOnsbuchstaben  m(^),  m<-\  m^''),  w^*^  neue  Summa- 

f*  r  f^  M- 

tionsbuchstaben  «('>,  n^'\  w^^\  «^^^  ein,  die  mit  den  ersteren  durch 

dieselben  linearen  Relationen  (3)  verbunden  sind,  wie  die  Varia- 
bein 0  mit  den  ti,  so  erhält  man  eine  neue  Summe  F,  ge- 
bildet mit  den  Grössen  x>  und  n,  die  äusserlich  genau  mit  der 
für  u  und  m  gebildeten  Summe  ¥  übereinstimmt.  Während 
aber  bei  der  ursprünglichen  Summe  an  Stelle  der  vier  Grössen 
mO),  mC2>,  mS^^  m(*>  jede  aus  sämmtlichen  positiven  und  negativen 

ganzen  Zahlen  gebildete  Variation  zur  vierten  Klasse  mit  Wieder- 
holung zu  setzen  war,  ist,  wie  die  Relationen  zwischen  den  m 
und  n  zeigen,  in  der  neuen  Summe  an  Stelle  der  vier  Grössen 
'^i^^  '*i?^  '^if^  ^^!^  sowohl  jede  aus  ganzen  wie  jede  aus  halben 
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Zahlen  gebildete  Variation  zur  vierten  Klasse  mit  Wiederholung 
za  setzen»  für  welche  *^  =  ii^i>  +  n(^>-f  "if^+w^*^  eine  grade  Zahl 
ist.  Die  letzte  Beschränkung  der  Suromationsbuchstaben  lässt 
sich  aufheben,  wenn  man  hinter  den  äusseren  Summenzeichen 
einen  Factor  einschaltet,  der  stets  von  selber  verschwindet,  so- 
bald i„  eine  ungrade  Zahl  ist.  Man  erhält  so  an  Stelle  von  F' 
eine  neue  Summe  F\  die  sich  identisch  erweist  mit  der  rechten 
Seite  in  (R). 

Die  zweite  Reihe  der  Untersuchungen  bezieht  sich  auf  die 
Verallgemeinerung  der  Riemann'schen  Thetaformel  und  bildet  den 
Inhalt  von  No.  I.  p.  25-48,  No.  V.  und  No.  VI.  Die  Formel  (R) 
g:ilt  für  Producte  von  je  vier  Thetafunctionen  und  ftlr  zweiteilige 
Charakteristiken,  die  verallgemeinerte  Formel  gilt  für  Producte 
von  je  n  Thetafunctionen  und  für  r-teilige  Charakteristiken.  An 
stelle  des  orthogonalen,  involutorischen  Systems  (3)  tritt  das 
allgemeine,  orthogonale^  nicht  notwendig  involutorische  System 


(4) 


worin  die  c^^.  n^  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  den  Bedingungen 
genügen 

(0  wenn  ^w'  2:^  ^, 

während  die  Bedingung  c^^-  =  c^'a  nicht  notwendig  ist. 

Operirt  man  nun  genau  wie  oben,  indem  man  zwei  Systeme 
Ton  Variabein  u^^\  . . .,  m^")  und  f>^^\  . . .,  f$?^G"  =  1»  •  • »  P)  "°d 
zweierlei    Summationsbuchstaben    m^^>, . .  .,  m(")    und   n^^), . . .,  n^") 

je  durch  die  Gleichungen  (4)  verbindet,  so  gelangt  man  zu  einer 
sehr  allgemeinen  Formel  (61.  0  No.  V.  p,  35  oder  Gl.  (9)  No.  I. 
p.  44),  welche  die  Riemann'sche  Formel  (R)  als  speciellen  Fall 
enthält,  aber  noch  nicht  die  einfache  Structur  derselben  zeigt. 
Diese  Structur  wird  durch  den  Charakter  der  Gleichungen  (3) 
bedingt  Um  diesen  Charakter  auf  die  Gleichungen  (4)  zu  über- 
tragen und  zu  der  wahren  Verallgemeinerung  der  Formel  (R)  zu 
gelangen,  muss  man  das  System  (4)  der  Bedingung  unterwerfen. 
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dasB  die  n  auf  der  liDken  Seite  stehenden  Formen  einander  con- 
gruent  seien  nach  dem  Modul  r,  wenn  man  allgemein  zwei 
Formen 

a,x(*)-| h»»^^'*^  wöd  fcjX^^)  ^ hM^"^ 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  a  und  b  einander  congruent  nennt 
nach  dem  Modul  r,  sobald 

a^  ^  b^  a^  ^  b^. . .  ün^bj,  (modr). 

Diese  Bedingung  für  (4)  involvirt,  dass  2r  durch  n  teilbar  sei; 
sie  giebt  für  (4)  ein  ganz  bestimmtes  System,  das  verschieden  ist, 
je  nachdem  n  grade  oder  ungrade,  und  das  für  n  =  4  in  das 
Jacobi'sche  System  (3)  übergeht. 

Ist  n  =  2v,  also  grade,  so  kann  man  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit r  ==  V  setzen  und  das  System  (4)  geht  über  in  (siehe 
No.  VI.  p.  66.) 

[  (1— r)xO):-|.  x(^)  +■  ■ . .  -\-x('-)  =  r  '  y(») 


(0,) 


a;(l)  4.  x^')  +  .  .  .  +  (1  -  r)X^r)    ^   ^  .  yir)  ^ 

und  die  zugehörige  Thetaformel  lautet  (1.  c.  p.  72.): 

6 

WO  B  die  aus  den  Elementen 


-2  ^     , 


iLii.,..A.    und    -^^ -^ 


r     r  r  r     r  r 

gebildete  r-teilige  Charakteristik  bezeichnet,  und  die  Summation 
über  sämmtliche  r^p  Charakteristiken  auszudehnen  ist,  die  man 
erhält,  wenn  man  die  Zahlen  e  und  e*  alle  Werte  0,  l,...,r— 1 
durchlaufen  lässt. 

Aehnlich  sind  die  Formeln  für  ein  Upgrades  fi(Gl.  (OJ 
und  (0j)  1.  c).  Die  dritte  Reihe  von  Untersuchungen  (No,  I. 
p.  49-111)  bezieht  sich  auf  die  Herstellung  verschiedenartiger 
Thetarelationen  aus  der  Formel  (R)  und  die  vorbereitenden  Sätze 
über  zweiteilige  Charakteristiken.  Es  werden  die  Riemann  sehen 
Sätze  über  die  Zerlegung  einer  Charakteristik  in  zwei  andere 
bewiesen,  und  ein  „Fundameutalsystera'*  von2p+l,  resp.  2p+2 
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Charakteristiken  a^,a^y...^a^p^uO  besprochen,  aus  dem  sich  die 
sämmtlichen  '^^i"  Charakteristiken  nach  einem  einfachen  Schema 
zosammeosetzen  lassen. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

&^(2u') .  ^,,+,(2©') .  *,+o(2ir') .  ^^l^o(2V)  =  x\, 

wo 

SO  giebt  die  Riemann'sche  Thetaformel  (A)  Relationen  der  Form 
(Xo.  I.  p.  84) 

wo  die  Summen  der  rechten  Seite  über  sämmtliche  2^^  Charak- 
teristiken B  auszudehnen  ist.  Die  2^^  in  (S)  enthaltenen  Gleichun- 
gen stellen  ein  System  dar,  welches  orthogonal  und  involutorisch 
ist  und  die  Gruudtypen  der  verschiedenartigen  Thetarelationen 
lierert.  Das  System  (S)  nimmt  eine  ungemein  übersichtliche  Ge- 
stalt an,  wenn  man  die  Charakteristiken  e  und  ri  in  gewisser 
Weise,  die  Herr  Prym  die  natürliche  nennt,  anordnet.  Aus  (S) 
ergeben  sich  durch  Addition  Gleichungen  der  Form  (1.  c.  p.  88) 


a 


WO  ri  und  ^  beliebige  Charakteristiken,  und  wo  die  Summe  der 
linken  Seite  über  sämmtliche  r  =  2""'  Charakteristiken  eines  zur 
Zahl  m  gehörigen,  vollständigen  Systemes  a,  die  der  rechten 
Seite  über  sämmtliche  s  =  2^"^''  Charakteristiken  eines  durch  2, 
und  das  System  a  bestimmten,  zur  Zahl  2p— ni  gehörigen,  voll- 
ständigen Systems  b  auszudehnen  ist.  Das  System  der  Gleichun- 
gen (^)  ist  äquivalent  mit  dem  System  der  Gleichungen  (S)  und 
enthält  das  letztere  als  speciellen  Fall  (m  =  0).  Das  System 
der  r.s  Gleichungen  (S')  zerfällt  in  s  Gruppen  von  je  r  Gleichun- 
gen, welche  die  Grössen  x^  und  x  in  bestimmter  Weise  trennen, 
nämlich  so,  dass  in  einer  solchen  Gruppe  die  linke  Seite  jeder 
Gleichung  immer  dieselben  r  Grössen  x'  enthält,  während  irgend 
zwei  rechte    Seiten   dieser    Gleichungen    niemals  jene   Grösse 
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gemein  haben,  aber  die  rechten  Seiten  zusammeDgenomnien 
die  sämiutlichen  2^^  Grössen  x  jede  einmal  enthalten.  Zur  wirk- 
lichen Herstellung  der  Systeme  (S')  wäre  eine  Untersuchung 
über  die  Beziehungen  der  Charakteristiken  unter  einander  er- 
forderlich. 

Die  Systeme  (S)  und  (S')  werden  nun  weiter  untersucht, 
erstens  unter  der  Bedingung,  dass  die  den  ungraden  Charak- 
teristiken entsprechenden  Ordssen  x*  sämmtlich  den  Wert  Null 
haben,  in  welchem  Falle  die  Oleichungen  zu  den  Additions- 
theoremen  und  den  Thetarelationeu  führen,  welche  die  Herren 
Frobenius  (Borch.  J.  Bd.  89,  s.  F.  d.  M.  XII.  (1880)  p.  385.)  und 
Nöther  (Clebsch  Ann.  13d.  XVI.,  s.  F.  d.  M.  XH.  (1880)  p.  389)  auf- 
gestellt haben,  zweitens  unter  der  Bedingung,  dass  auch  die  den 
graden  Charakteristiken  entsprechenden  x'  mit  Ausnahme  von 
(2p+l)p  derselben  von  gewisser  Beschaffenheit  verschwinden,  in 
welchem  Falle  die  Gleichungen  zu  dem  Additionstheorem  ifUhren, 
das  Herr  Weierstrass  (Crelle  J.  Bd.  64.  p.  27.)  fUr  die  den  hyper- 
elliptiscben  Integralen  entsprechenden,  speciellen  Thetafunctionen 
zuerst  aufgestellt  hat. 

An  die  bisher  besprochenen  allgemeinen  Untersuchungen 
schliessen  sich  zwei  Arbeiten  von  Herrn  Erazer  an  (No.  II  u.  VII). 
welche  die  Systeme  (S)  und  (S')  für  zwei  specielle  Fälle  ein- 
gehender untersuchen,  nämlich  die  Fälle  p  =  2,  r  =  2  und 
p  =  1,  r  =  ;S.  Der  erste  Fall  hat  es  also  mit  dem  zuerst  von 
Göpel  und  Rosenhain  behandelten  Problem  zu  thnn.  Auf  Grund 
einer  Reihe  von  Sätzen  über  die  Zerlegung  der  zweiteiligen 
Charakteristiken  ergeben  sich  aus  dem  Systeme  (S)  Gleichungen« 
von  denen  jede  vier  Grössen  x  und  vier  Grössen  xf  enthält,  was 
Anlass  zur  Unterscheidung  von  Vierersystemen  erster  und  zweiter 
Art  von  Charakteristiken  giebt.  Die  Bedingung,  dass  die  den 
sechs  ungraden  Charakteristiken  entsprechenden  Grössen  af  Null 
seien,  liefert  eine  Zerspaltung  der  den  zehn  übrigen  Grössen  x' 
entsprechenden  Gleichungen  und  führt  zu  den  den  Rosenbain- 
schen  Sechsersystemen  entsprechenden  Relationen  zwischen  sechs 
Grössen  x.  Das  durch  Specialisirung  der  Variablen  gewonnene 
System  von  Thetarelationeu  ist  alsdann  noch  auf  die  geringste 
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Zahl  von  unabhängigen  Gleichungen  zu  reduciren.  Dies  Problem 
vrird  in  doppelter  Weise  gelöst,  indem  das  eine  Mal  in  Verall- 
gemeinerung des  Rosenhain'schen  Verfahrens,  vier  Functionen, 
deren  Charakteristiken  ein  beliebiges  Vierersystem  zweiter  Art 
bilden,  das  andere  Mal,  in  Verallgemeinerung  des  Göperschen 
Verfahrens  vier  Functionen,  deren  Charakteristiken  ein  Vierer- 
system  erster  Art  bilden ,  als  Ausgangspunkt  dienen.  Hierbei  er- 
giebt  sich  ein  bis  dahin  nicht  bemerkter  Parallelismus  zwischen 
den  Untersuchungen  von  Göpel  und  Koseuhain.  Den  Schluss 
bildet  das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen  für  p  =  2. 

Die  zweite  Abhandlung  (No.  VII)  steht  im  Zusammenhang 
mit  den  Untersuchungen  der  Herren  Klein  und  Bianchi  (Clebsch 
Ann.  XVII.  234,  siehe  F.  d.  M.  XIL  (1880)  352)  über  die  Normal- 
form dritter  Stufe  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  (nach 
Herrn  Klein's  Bezeichnung).  Alle  dreiteiligen  Charakteristiken 
lassen  sich  durch  neue  Normalcharakteristiken  ausdrücken,  und 
es  ist  die  Aufgabe,  die  zwischen  den  zugehörigen  neun  funda- 
mentalen Thetafunctionen  bestehenden  Relationen  aufzustellen 
and  in  ihrer  Abhängigkeit  von  einander  zu  untersuchen.  Alle 
diese  Relationen  sind  enthalten  in  der  obigen  Formel  (@J,  ge- 
bildet für  p  =  1,  r  =  3.  Aus  ihr  ergeben  sich,  wenn  man  die 
links  und  rechts  auftretenden  Producte  von  je  sechs  Thetafunc- 
tionen resp.  mit  x'  und  x  bezeichnet,  die  den  Gleichungen 
(S)  und  (S')  entsprechenden  Systeme  von  je  neun  Gleichungen. 
Jede  der  Gleichungen  (S')  enthält  drei  der  Grössen  x  und  drei 
der  Grössen  x',  wobei  die  den  drei  x  und  die  den  drei  x'  zu- 
gehörigen Normalcharakteristiken  je  ein  „Dreiersystem"  bilden, 
d.h.  ein  System  von  drei  Charakteristiken,  deren  Summe  der 
Charakteristik  (0)  congruent  ist.  Durch  Specialisirung  der  Varia- 
belD  erhält  man  zweierlei  Thetarelationen,  die  linear  in  den 
Produeten  von  je  drei  zu  einem  Dreiersystem  gehörigen  ^^^(fj), 
die  letzteren  vom  zweiten  Grad  in  den  Produeten  von  je  drei 
solcher  ^^(0).  Die  Relationen  der  zweiten  Art  lassen  sich  auf 
drei  noch  von  einander  abhängige  Gleichungen  zurückführen, 
mit  deren  Hilfe  sich  die  Quotienten  der  Producte  von  je  drei  zu 
einem  Dreiersystem    gehörigen    Functionen    ^^(0)    rational   aus- 


42^8  ^I^*  Abschnitt.    Fauctionentheorie. 

drücken  durch  eine  und  dieselbe  Grösse  ».  Nunmehr  lassen  sich 
die  Relationen  der  ersten  Art  auf  achtzehn  noch  von  einander 
abhängige  Gleichungen  zurUckilQhren  in  doppelter  Weise,  einmal, 
indem  man  drei  Thetaproducte  zu  Grunde  legt,  die  alle  neun 
Normaicharakteristiken  enthalten,  das  andere  Mal,  in  dem  man 
von  drei  Thetacuben  ausgeht,  deren  Charakteristiken  ein  Dreier- 
system bilden.  Im  ersten  Falle  sind  die  drei  Thetaproducte,  im 
letzten  die  drei  Thetacuben  verbunden  durch  eine  homogene 
Gleichung  dritten  Grades  von  der  Form 

0]-\-0l  +  0l^K.  0,0,0,  =0. 

(Die  Normalcurve  des  Integrals  dritter  Stufe  bei  Herrn  Bianchi 
1.  c.  p.  240.)  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  die  Quo- 
tienten der  Producte  von  je  drei  zu  einem  Dreiersystem  gehöri- 
gen Functionen  &e(f>)  algebraisch  ausdrücken  durch  ein  und  die- 
selbe Grösse  Z.  H.  St. 


A.   Büchheim.       On    the   extension   of   certain    theories 
relating  to  plane  cubics  to  curves  of  any  deficiency. 

Lond..  M.  S.  Proc.  XIII.  180-185. 

Bei  ebenen  Curven  dritten  Grades  fliessen  aus  der  Darstel- 
lung der  Goordinaten  eines  Punktes  durch  elliptische  Functionen 
eines  Parameters  ohne  Weiteres  auf  Punktgruppen  bezügliche 
Theorien.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  diese  Theorien 
und  zwar  besonders  die  Theorie  der  Steiner'schen  Polygone  und 
die  Sylvester'sche  Theorie  der  derived  points  auf  ebene  und  räum- 
liche Curven  beliebigen  Geschlechts  ausgedehnt,  was  mit  Hülfe 
der  Aberschen  Functionen  gelingt.  Auf  Clebsch's  Anwendung 
der  Aberschen  Functionen  in  der  Geometrie,  sowie  auf  Brill  und 
Nöthers  Theorie  der  adjungirten  Curven  wird  besonders  Bezog 
genommen.  .  Seht 


D.    Kugel-  und  verwandte  Functionen. 

K.  HeüN.       Kugelflinctionen.     Göttingen.    Vandenhoeck. 
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M.  Nicolas,     fitude  des  fonctions  de  Fourier  (preinifere 

et  deuxi^me  espfece).     Ann.  de.  rfic.  Norm.  Suppl.  (2)  XL  3-90. 

Referat  im  nächsten  Bande. 


E.  Cätalan.     Sur  les  fonctions  X^  de  Legendre.    Second 
memoire.    Beig.  M^m.  XLiv.  1-102. 
Fortsetzung    der  Arbeit,    die   im  vorigen  Bande   p.  394  be- 
sprochen ist.    Sie  enthält  mehr  als  200  Formeln.     Eine  Inhalts- 
angabe ist  daher  unmöglich.    Besonders  hervorzuheben  sind: 


n     A+Ä|/— Icosa? 


, rfa?  ==  0, 

ü  (Ä-^y— 1  cosa:)' 


/      dx  J     du}  cos  \yx—  ^x^—  1  coscc; J  =  2rr. 

-t  0 

Sind  a  and  b  Wurzeln  von  — 7-^-  =  0,  so  hat  man: 

ax 


a 


b 

Xx  dx  =-•  0. 


t^         Vi— 2aX+z»  1-a     ' 

1  _  f.  <*^-       2"~* 


yi— 2Äa:'+Ä'+l— ÄX  1      dx     n(n  +  l}   ' 

log -iii^i^ElS^  =  i  X.  4^ , 

l—X  i  w-f-1 

::(  V'l— a;     ^^  l-x 

=  2y'2"log|(l+ay+'(l-ay  -}. 

X   —  v/^^i^^  1.3.5...(w— ^—  1).  1 . 3. 5... (w  4-^—1) 
"  ""  "^""  ^  1.2.3...^.1.iJ.ö...(«-g) 

"  (1.2.3...il)M.2.3...(«— 2A)    ^^      ^>^  ^"^-^^ 

-i       ci-2»x+5y       ^""" 

.  =  ^  -An  ar", 

y  1— a:' 
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n 


r  ^        de i_  »      /■ 

./        Vl-a'sin'ö    ~   2  0  ^  V 


]/l-»*8iii'ö  2   0      _y         i^l-a;' 

Ji    *  ri.3.5...(2n-l)r  ..^  -.       , 

Nach  einer  brieflichen  Mitteilung  von  £.  Heine  an  den  Ver- 
fasser sind  manche  der  Resultate  nicht  nur  neu,  sondern  auch 
von  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  Eugelfunctionen. 

Mn. 

B.  Hanstkd.     Gdn^ralisation   de  la  fonction  X^  de  Le- 

gendre.     Teixeira  J.  IV.  53-61. 

Herr  Hansted  untersucht  die  Functionen  P„  und  Q„,  welche 
die  particulären  Integrale  der  Gleichung 

{x-a)  (x-b)y"-^  [2x-{a+b)]y'^n(fi  +  l)y  -=  0 

sind.  Er  zeigt,  dass  Pn,  wie  die  Legendre'sche  Function  X«,  der 
Coefficient  von  r  in  der  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von 
/  der  Quadratwurzel  eines  Polynoms  zweiten  Grades  in  t  ist. 
Er  weist  ferner  nach,  dass  zwischen  P^^-i,  P„  und  Pn^i  eine 
Relation  existirt,  welche  der  zwischen  X„^i,  X»  und  X^.!  analog 
ist.  Den  Schluss  der  Arbeit  bildet  der  Nachweis  einer  analogen 
Relation  für  Q.  Tx.  (0.) 


G.  Lkonhardt.      Integraleigenschaften    der    adjangirten 

Kugelf unetionen.     Klein  Ann.  XIX.  578-587. 

Der  Verfasser  knüpft  an  die  im  vorigen  Jahre  (cf.  F.  d.  M. 
XIII.  (1881)  p.  399flF.)  besprochene  Arbeit  des  Herrn  C.  Neu- 
mann  tlber  Kugelfunctionen  an  und  erweitert  einige  Resultate 
derselben.  Aus  den  von  C.  Neumann  aufgestellten  Entwickelungen 
der  einfachen  Kugelfunctionen  in  Reihen,  die  nach  Kugelfunc- 
tionen fortschreiten,  ergeben  sich  analoge  nach  zugeordneten 
Kugelfunctionen  fortschreitende  Reihen  fUr  die  adjungirten  Kugel- 
functionen. Mit  Hülfe  derselben  wird  der  Werth  des  Doppel - 
integrals 


ri 
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In 


f 


Lq  (cos  y)  K^j(fi)  cos  {jq>)  dfji  dq> 
—1        u 

ermittelt,  wo 

C08y  =  fÄ.^i,  +  ]^\-fi*  yi-/^!  C08(<jp-g),) 

ist,  während  die  Bedeutung  von  L^  K^j  dieselbe  ist,  wie  bei 
Neamann.  Daraus  folgt  durch  Anwendung  des  Additionstheorems 
der  Ettgelfunetionen  der  Wert  des  Integrals 

-1 

welches  Integral  Herr  C.  Neumann  nur  für  j  =  0  ermittelt  hatte. 
i  Die  analogen  Integrale,  in  denen  das  Product  zweier  adjungirter 
i     L  oder  zweier  adjungirter  K  unter  den    Integralzeichen    steht, 

haben  keine  Bedeutung. 

Ausserdem  wird  (analog  der  allgemeinen  Eugelfunction,  der 

sogenannten  Laplace'schen  Function)  der  Begriff  der  ^allgemeinen 

Kttgelfunction"  eingeführt: 

'  2)g(/t*,  r)  =  i:  f^gM  [oj  cos(iqp)  +  ßj  sinOy)!, 

M 

WO  Oj,  ßj  willkürliche,  nur  von  j  abhängige  Constanteu  sind.  Für 
diese  Function  gilt  die  Formel 

/  +  1       /*2n 
J      L,  (cos  y)  2)^  Gu,  y)  d^i  d(f 

—1      t) 

4 
=  .  [D^  (fi,,  yj  cos(g7ri)— J),  (i".,  V.)  cos(^7i;0]. 

Die  Einführung  der  Function  %^  (/u,  qp)  gestattet  eine  Ktlrzung 
der  Aufgabe,  die  elektrische  Verteilung  auf  einem  Gonoide 
(Fläche,  die  durch  Rotation  eines  Kreisbogens  um  seine  Sehne 
entsteht,)  zu  bestimmen.  Die  von  Herrn  C.  Neumann  gegebene 
Entwickelung  der  Dichtigkeit  dieser  Verteilung  ist  nämlich,  wie 
am  Schluss  der  vorliegenden  Arbeit  gezeigt  wird,  nichts  Anderes 
eine'Entwickelung  nach  allgemeinen  Kugelfunctionen. 

Wn. 
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M.  Gegenbaüer.  Das  Additionstheorem  derjenigen  Func- 
tionen, welche  bei  der  Entwickelung  von  e""''  nach 
den  Näherungsnennern  regulärer  Kettenbrüche  auf- 
treten.   Wien.  Ber.  LXXXI.  491-502. 

Ableitung  des  folgenden,  mit  Recht  als  sehr  allgemein 
bezeichneten  Additionstheoiems  der  Besserschen  Functionen 
erster  Art: 

=  2-mv-  o'Fc^-h»')  (««-"  J'-^\€t)  j(^-^o(^)  c;  (cosqp). 

Wegen  der  Bezeichnung  vergl.  die  Abhandlung  des  Verfassers 
Über  die  Functionen  C  im  gleichen  Bande  der  Wiener  Sitzungs- 
berichte. Gr. 
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Achter  Abschnitt 

Reine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie. 

Capitel  1. 

Principien  der  Geometrie. 
G.  Cäntor.      üeber   unendliche  lineare  Punktmannich- 

faltigkeiten.     Klein  Ann.  XX.  113-122. 

I  Die  früheren  Untersuchungen  des  Verfassers  (siehe  F.  d.  M. 

XII.  (1880)  404)  werden  hier  auf  das  ebene  n-dimensionaie  Oe- 

biet  ausgedehnt.     Gegenstand  der  Betrachtung  ist  vorzugsweise 

I    die  Abzählharkeit  der  Punktmengen.    Die  gewonnenen  Resultate 

I    werden  zur  Ableitung  interessanter  Sätze  im  Gebiet  der  anschau- 

I    liehen  Mannigfaltigkeiten  benutzt.     So  wird  z.  B.  gezeigt,  dass, 

wenn  man  aus  dem  drei-dimensionaien  Baume  die  durch  Coordi- 

naten  Yon  algebraischem  Wert  bestimmten  Punktmengen  weglässt, 

der  Rest  des  Gebietes  noch  stetigen  Zusammenhang  hat,  woraus 

weiter  folgt,  dass  auch  in  einem  unstetig  gedachten  Räume  noch 

stetige  Bewegung  möglich  ist.     Dies  gilt  für  alle  Räume,  deren 

Dimensionenzahl  ^2  ist  Schg. 


E.  Bertini.     Sui  sistemi  lineari.  Lomb.Rend.  (2)  xv.  24-29. 
Ein  lineares  System 

Fortschr.  d.  Math.  XIV.  2.  28 
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WO  die  u^  homogene  Functionen  gleichen  Grades  von  n  f  1  Varia- 
beln  X  sind,  während  zwischen  den  x  keine  lineare  Relation  be- 
steht, stellt  eine  Gruppe  von  Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimen- 
sionen im  Räume  von  n-\-l  vor,  deren  Basis  von  den  Punkten 
gebildet  wird,  für  welche  die  u*  sämmtlich  verschwinden.  Dann 
gilt  der  Satz:  „Eine  willkürliche  Mannigfaltigkeit  dieser  Art 
kann  nur  dann  r-fache  ausserhalb  der  Basis  gelegene  Punkte 
enthalten,  wenn  die  u^  einen  gemeinsamen  r-fach  zählenden  Factor 
enthalten.'^  Und  ebenso  kann  dieselbe  nur  dann  zerfallen,  wenn 
entweder  die  u'  einen  gemeinsamen  Factor  haben  oder  homogene 
Functionen  von  zwei  andern  homogenen  Functionen  gleichen 
Grades  sind.  V. 


V.  Schlegel.     Quelques  th^orfemes  de  göom^trie  k  n  di- 

mensions.     8.  M.  P.  Bull.  X.  172-207. 

Die  Arbeit  bildet  die  Fortsetzung  einiger  in  des  Verfassers 
„Theorie  der  homogen  zusammengesetzten  Raumgebilde^  (erst 
1883  erschienen)  enthaltenen  Untersuchungen  (siehe  das  Referat 
über  Stringham's  ähnliche  Arbeit,  F.  d.  M.  XII.  (1880)  405). 
Es  werden  darin  zuerst  die  Sätze  von  den  Mittellinien  und  dem 
Schwerpunkte  des  Dreiecks  und  Tetraeders  auf  das  vierdimen- 
sionale  Ftlnfzell  (Pentaedroid)  und  die  n-dimensionalen  Gebilde 
derselben  Reihe  ausgedehnt.  Einen  weiteren  Ausgangspunkt 
bildet  das  vollständige  Viereck.  Ihm  entspricht  im  dreidimen- 
sionalen Gebiet^  das  ^vollständige  Hexaeder^,  im  vierdimensio- 
nalen  das  „vollständige  AchtzelP  (Oktaedroid).  Auf  diese  und 
die  entsprechenden  Gebilde  im  n-dimensionalen  Gebiet  werden 
Begriffe  und  Sätze  des  vollständigen  Vierecks  ausgedehnt.  Der 
Umstand,  dass  sich  als  Anfangsglied  dieser  Reihe  im  Gebiet  der 
Geraden  die  Figur  der  harmonischen  Punkte  herausstellt,  giebt 
Anlass,  auch  die  Eckencomplexe  höher  dimensionirter  Gebilde 
unter  den  Begriff  harmonischer  Punktgruppen  zu  bringen,  und  ent- 
sprechende Formeln  und  Sätze  über  dieselben  aufzustellen.  Eine 
dritte  Reihe   von  Sätzen  und  Begriffen,  betreffend  die  Gebilde: 
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Vierseit,  Oktaeder,  Sechzehnzell  (Hexadekaedroid)  geht  aus  der 
zweiten  durch  das  Gesetz  der  Reciprocität  hervor.  Aus  den 
Sätzen  über  n-dimensioDale  Gebilde  gewinnt  man  rttckwärts  durch 
Projection  der  betreffenden  Figuren  neue  Sätze  der  ebenen  und 
dreidimensionalen  Geometrie.  Die  Untersuchung  bewegt  sich  in 
den  einfachsten  Methoden  der  Ausdehnungslehre. 

Schg. 


R.  Hoppe.      Innere  Winkel    aller    regelmässigen    linear 
begrenzten  Figuren  von  vier  Dimensionen.  Hoppe  Arch. 

LXVin.  110-112. 

Ergänzung  der  in  Bd.  LXVII.  420422  enthaltenen  Resultate 
(s.  diesen  Band  Abschn.  VI.  Gap.  3.  p.  212)  durch  Berechnung 
des  inneren  Winkels  im  regelmässigen  Fünfzeli  (Pentatop).  Neben- 
bei ergiebt  sich  das  auch  von  Stringham  gefundene  Resultat,  dass 
die  regulären  Gebilde  höherer  Dimensionen  keine  Fttnfecke  mehr 
als  Flächen  enthalten  können.  Schg. 


K.  Hoppe.     Ueber  die  Stellung  der  Ebene  in  der  Vier- 
dimensionengeometrie.   Hoppe  Arch.  LXVIII.  378-389. 

Zwei  Ebenen  im  vierdimensionalen  Räume  haben  im  All- 
gemeinen nur  einen  Punkt  gemeinsam,  bilden  also  nicht  direct 
einen  Winkel  mit  einander.  Der  Verfasser  zeigt  aber  auf  ana- 
lytischem Wege,  dass  es  zwei  Winkel  giebt,  durch  welche  die 
gegenseitige  Stellung  dieser  Ebenen  ausgedrückt  werden  kann. 
Der  erste  (Raumwinkel)  ist  der  kleinste  Winkel,  den  zwei  diese 
Ebenen  enthaltende  euklidische  Räume  durch  Drehung  um  die 
Ebenen  mit  einander  bilden  können,  der  zweite  (Flächenwinkel) 
ist  der  Winkel,  den  die  Ebenen  bilden,  wenn  die  beiden  Räume 
aus  ihrer  vorher  beschriebenen  Stellung  durch  Drehung  um  ihre 
^hnittebene  zur  Deckung  gebracht  werden.  Beide  Winkel  wer- 
(len  berechnet  und  in  ihren  Beziehungen  zu  einander  untersucht. 

Schg. 
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R.  Hoppe.     Die  regelmässigen  linear  begrenzten  Figuren 
jeder  Anzahl  von  Dimensionen.  Hoppe  Arch.  LXViii.  i51-16g. 

Es  sind  dies  die  Analoga  zu  den  regulären  Körpern  im 
Räume,  die  aufgesucht  werden  sollen.  Ein  solcher  n-dimensio- 
naler  regulärer  Körper  ist  durch  (n — 1)  Zahlen  fc,,  *,,•••>  *«-i 
charakterisirt.  Für  n  =  S  ist  k^  die  Kanten-  (Ecken-) Anzahl 
einer  Seitenfläche,  ä,  die  einer  „Eckfigur"  des  Körpers,  d.  i.  der 
Figur,  die  eine  zum  Radius  einer  Ecke  senkrechte  Ebene  aus 
der  Ecke  ausschneidet.  Ein  solcher  Körper  wird  mit  (fc^,  /r,)  be- 
zeichnet. Analog  erhält  man  ftir  n  =  4  als  „  Seite"  ein  Polyeder 
(*,,  Ä,),  als  „Eckfigur"  ein  Polyeder  (k^,k^).  Dies  ist  der  Körper 
{k^,  Aj,  fc,)  etc.  Aus  der  Definition  des  Regulären  wird  ein  eigen- 
tümlicher Algorithmus  abgeleitet,  der  mit  Hülfe  des  erweiterten 
Euler'schen  Satzes  die  Bedingungen  für  die  überhaupt  möglichen 
regulären  Körper  aufzustellen  erlaubt.  So  muss  z.  B.  flir  n  =  o 
die  Grösse 

2 


N  = 


'2 

positiv  und  eine  ganze  Zahl  sein,  was  durch  die  Combinationen 
(3,  3),  (3,  4),  (3,  5),  (4,  3),  (5,3)  erfüllt  wird.  Für  n  =  4  erhält 
man  vier,  für  n  =  5  drei  reguläre  Körper.  Aus  dem  letzteren 
Umstände  wird  gefolgert,  dass  für  höhere  n  in  der  Reihe  der  A* 
die  Zahl  4  nur  am  Anfang  oder  am  Ende  stehen  kann,  und  dar- 
aus, dass  nur  drei  Typen  möglich  sind: 

(4,  3,  3,  ...  3,  3,  3), 
(3,  3,  3,  ...  3,  3,  4). 

Sie  entsprechen  dem  Tetraeder,  Würfel,  Oktaeder  im  Räume. 
Weiter  wird  nachgewiesen,  dass  diese  drei  Typen  auch  wirklich 
immer  existiren.  Am  Schluss  werden  noch  metrische  Relationen 
für  den  Mittelpunkt,  die  Radien,  den  Inhalt  und  die  Umgrenzung 
dieser  Körper  entwickelt.  (Vgl.  die  hierhergehörigen  Arbeiten 
von  Schlegel,  Stringham  u.  A.).  My. 
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K.  Rudel.     Vom  Körper  höherer  Dimension.    Pr.  Kaiaera- 

laateni. 

Im  ersten  Teile  dieser  Arbeit  werden  die  beiden  mit  dem 
Dreieck  (Tetraeder)  und  Viereck  (Hexaeder)  beginnenden  Reihen 
n-dimensionaler  Gebilde  aufgestellt,  der  zweite  enthält  Unter- 
suchungen fiber  den  Euler'schen  Polyedersatz,  im  dritten  sucht 
der  Verfasser  die  Frage  nach  den  regulären  Gebilden  des  vier- 
dimensionalen  Raumes  zu  beantworten,  und  gelangt  dabei  bis  zur 
Aufstellung  der  elf  ursprünglich  sich  darbietenden  Möglichkeiten 
und  der  Ausscheidung  von  fünf  derselben.  Den  Schluss  bildet 
die  Bemerkung,  dass  von  den  sechs  wirklich  vorhandenen  Gebilden 
die  beiden  einfachsten  die  Specialßllle  der  im  ersten  Abschnitt 
behandelten  Gebilde  sind.  Ein  Anhang  beweist  die  Sätze  1)  dass 
symmetrische  Körper  mittelst  Durchgangs  durch  den  vierdimen- 
sionalen  Raum  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  2)  dass 
\  zwei  sich  kreuzende  Ebenen  im  vierdimensionalen  Räume  jederzeit 
j     einen  Punkt  gemeinsam  haben.  Schg. 


I 


E.  Study.     Ueber  Distanzrelationen.    Schiömilch  z.  xxvir. 

140-160. 

Es  wird  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  Pyramiden  und  Kreis- 
potenzen,  die  sich  vereinzelt  bei  Baltzer^  Darboux,  Frobenius, 
d'Ovidio  finden  (siehe  F.  d.  M.  IV.  (1872)  38S,  VI.  (1874)  381, 
Vm.  (1876)  531),  aus  der  gemeinsamen  Quelle  einiger  elemen- 
tarer Sätze  abgeleitet,  meist  unter  Anwendung  der  Determinanten- 
metbode.  Die  Arbeit  ist  ausserdem  den  Vorarbeiten  insofern 
durch  Allgemeinheit  überlegen,  als  alle  Sätze  sogleich  für  n-dimen- 
sionale  Gebilde  bewiesen  werden.  Im  Anfang  ist  eine  grössere 
Anzahl  von  neuen  geometrischen  Sätzen  und  Formeln  mitgeteilt, 
die  ans  derselben  Quelle  fliessen.  Schg. 


0.  Stolz.     Zur  Geometrie  der  Alten,  insbesondere  über 
ein  Axiom  des  Arcbimedes.    innsbr.  Ber.  xii.  74-89. 
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Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  das  „Axiom 
des  Archimedes":  „Eine  Grösse  kaou  so  oft  vervielfältigt  werden, 
ilfisä  sie  jede  andere  ihr  gleichartige  ttbertrifft",  nicht  bewiesen 
wirden  kann,  wenn  man  nur  voraussetzt,  dass  zwei  Grössen  dea 
Systems  vergleichbar  sind,  nach  den  Regeln  der  ganzen  Zahlen 
addirt  und  Bubtrahirt  werden  köaaen,  und  dass  jede  Grösse  io 
gleiche  und  mit  ihr  gleichartige  Teile  zerlegt  werden  kann.  Ein 
Keispiel  eines  den  letzteren  Bedingungen  genügenden  Gröseen- 
syatems,  fllr  welches  gleichwohl  obiges  Axiom  nicht  gilt,  liefern 
dii?  von  du  Bois-Reymond  aufgestellten  Unendlich  der  reellen 
KuncHoncD.  (Clebsch  Ann.  XI.  147,  siehe  F.  d.  M,  IX.  (1877)  302). 
Herr  Stolz  zeigt  nun,  dass  das  Axiom  als  Folgerung  erscheint, 
wenn  maD  dem  Grössensystem  noch  die  Eigeuachaft  der  Stelig- 
keit  (im  äinne  von  H.  Dedekind)  beilegt.  Was  den  Grösaen- 
bogriff  selbst  anlangt,  so  hat,  seit  derselbe  durch  H.  Grassmann 
auf  die  Vergleich  barkeit  zweier  Objecte  basirt  worden  ist,  die 
l'iage  nach  den  Methoden  der  Vergleicbung  ein  erhöhtes  Interesse 
gewonnen.  Herr  Stolz  giebt  eine  kritische  Uebersicht  der  Wege, 
welche  die  griechischen  Geometer  eingeschlagen  haben,  um  geo- 
metrische Gebilde  zu  vergleichen,  und  zeigt  u.  a.,  dass  der  oben 
erwähnte  Grössenbegrilf  auch  die  „Verhältnisse"  umfasse,  welche 
von  der  alten  Geometrie  in  einen  für  die  UarstclluDg  iiacbteiligen 
Gegensatz  zu  den  „Grössen"  gebracht  wurden.  Schg. 


P.  Cassäni.     I  nuovi  fondamenti  della  geometria. 

Bfttt.  0.  XX.  143-166. 
Mit  ßerUcksicbtigung  der  Arbeit  von  Tilly  (siehe  V.  d.  M. 
XI.  (1879)  354)  giebt  der  Verfasser  eine  vereinfachte  und  leichter 
verständliche  Darstellung  seiner  in  zwei  früheren  Arbeiten  (Saggio 
<li  Geometria  rigoros»,  1871  und  Niiove  propostc,  siehe  F.  d.  M 
IX.  (1877)  387)  niedergelegten  Untersuchungen  llber  die  Grund- 
Ingeu  der  Geometrie.  Schg. 


Cftpitel  1.    Principien  der  Geometrie.  439 

W.  E.  Story.     On  the  non-Euclidian  trigonometry. 

Sylv.  Am.  J.  IV.  332-336;  V.  180-211. 

W.  E.  Story.     Note  on  the  non-Euclidian  trigonometry. 

J.  Hopkins  Giro.  1882.  211. 

Cayley  hatte  bei  seiner  Ableitung  der  Grundforniel  der  nicbt- 
eoklidischen  Trigonometrie  (Clebsch  Ann.  V.  630-634,  s.  F.  d.  M. 
IV.  (1872)  241)  als  Fundamental  £::egelschnitt  den  Kreis,  und  fttr 
die  Massconstanten  besondere  Werte  angenommen.  Der  Verfasser 
dehnt  diese  Untersuchung  in  der  ersten  der  oben  genannten  Ab- 
bandluogen  auf  beliebig  angenommene  Fundamentalgrössen  aus 
und  zeigt  am  Schluss  die  Uebereinstimmung  seiner  specialisirten 
Formel  mit  der  von  Cayley  gefundenen,  die  übrigens  auch  fflr 
andere  Fundamental-Kegelschnitte  als  den  Kreis  gilt.  Ausserdem 
ergiebt  sich  eine  einfache  Ableitung  für  die  Formeln  der  nicht- 
euklidischen  ebenen  aus  denen  der  gewöhnlichen  sphärischen 
Trigonometrie. 

In  der  zweiten  Abhandlung  bestimmt  der  Verfasser  die 
grössten  und  kleinsten  Abstände  zwischen  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  der  nicht-enklidischen  Geometrie,  erörtert  die  speciellen 
Fälle  der  parallelen  und  senkrechten  Richtung,  und  giebt  Formeln 
Qber  den  Inhalt  des  Parallelogramms  und  Parallelepipedons.  Es 
stellt  sich  dabei  heraus,  dass  der  Abstand  zweier  Gebilde  bis 
auf  einen  constanten  Factor  unabhängig  ist  von  dem  Wege  der 
Messung.  Bei  der  schliesslichen  Anwendung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  die  Geometrie  der  Kugel  wird  in  ähnlicher  Weise 
wie  am  Schluss  der  ersten  Abhandlung  der  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Formeln  der  nicht-euklidischen  sphärischen  und  denen 
der  gewöhnlichen  sphärischen  Trigonometrie  dargelegt. 

Schg. 

H.  Cox.     On  the  application  of  quaternions  and  Grass- 
mann's  Ausdehnungslehre  to  diflFerent  kinds  of  uniform 

Space.    Cambr.  Trane.  XIII.  69-143;  Cambr.  Froc.  IV.  194-1%. 

Die  vorliegende  Arbeit  will,  im  Anschluss  an  Grassmann, 
einen  rein  algebraischen  Calcül  aufstellen,   dessen  Gesetze  mit 
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I.  sfDlbetiBche  üet 


den  im  wirklichen  Räume  geltenden  Übereinstimmen.  Kin  der- 
artiger CalcUl  unterscheidet  iiich  van  der  gewöhnlichen  Algebra 
(Liilurch,  dasB  mehr  als  eine  unabhängige  Einheit  vorhanden  ist. 
V,H  seien  A  und  B  unabhängige  Eioheiten  derart,  dass  zwischen 
iliuen  keine  Relation  von  der  Form  A  =  xB  stattfinden  kann, 
wo  X  eine  gewöhnliche  (reelle  oder  imaginäre)  algebraische  Grosse 
ist.  Dann  werden  A  und  ß  Punkte  genannt,  nnd  jeder  Ausdruck 
von  der  Form  ;>.^-|-9£,  wo  p,  4  positive,  negative  oder  imaginäre 
Zahlen  sind,  wird  ebenfalls  ein  Punkt  oder  ein  Vielfaches  eines 
Punktes  genannt.  Die  Grössen  p.4i^qr£,  2(pA*qB),  Z(pA+qB)  etc. 
\vi.'rden  nicht  als  verschiedene  Punkte,  sondern  als  verschiedene 
Vi<;lfacbe  desselben  Punktes  betrachtet.  Der  Punkt  pA  -i-qB  variirt 
mit  dem  Verhältnis  p :  g,  und  alle  Punkte,  die  in  jenem  Aus- 
drucke enthalten  sind,  bilden  eine  einfach  uueudliche  Reihe,  die 
gerade  Linie,  Sind  A,  B,  C  verschiedene  Grössen,  die  durch 
keine  lineare  Relation  verbunden  sind,  so  bilden  alle  Punkte,  die 
in  dem  Ausdruck  pA  +  qB+rC  enthalten  sind,  eine  doppelt  un- 
endliche Reihe,  die  eine  Ebene  genannt  wird.  Diese  Definition 
lilsst  sich  iu  derselben  Art  auT  mehr  Dimensionen  ausdehnen. 
Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  aus  diesen  Definitionen  alle  descrip- 
tivcn  oder  projectiven  Eigenschaften  von  Gurven,  dieselben  als 
Urte  von  Punkten  angesehen,  die  gewissen  Gleichungen  genUgeu, 
liircct  folgen. 

Den  Begriff  der  Entfernung  kann  man  auf  drei  verschic- 
lieuc  Arten  einfuhren.  Es  seien,  P,  Q,  R  einfache,  nicht 
vielfache  Funkte,  so  dass  pP  +  qQ  =  rR,  und  es  sei  a  =  Ent- 
fernung PR,  ß  =  Entfernung  RQ,  y  =  Entfernung  PQ,  s«  dass 
a-\-ß  —  y.  Dann  muss  eins  der  folgenden  Systeme  von  Rela- 
tionen bestehen: 


(I)  r'  =p'+q'-i-ap9C08h-^, 

(II)  r  =  p+q, 

(IU)        r'  =  p'+q'-i-2pqC0»-^, 


p  sink  -j-  =  q  sinh  -^ ; 
pa  =  gß; 


[uoah  nnd  sink  bezeichnen  darin  den  hyperbolischen,  cos  und  sin 
den  gewöhnlichen  Cosinus  und  ÖinusJ. 
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Den  Relationen  (I),  (II),  (III)  entsprechen  drei  verschiedene 
ArtcD  von  Geometrie,  nämlich  (I)  die  nicht-euklidische  Geometrie 
von  Lobatchewsky  und  Bolyai,  (II)  die  gewöhnliche  Geometrie, 
^III)  die  sphärische  Geometrie. 

Die  verschiedenen  Arten  der  Multiplication  von  Punkten  findet 
man,  wenn  man  das  distributive  Princip  zu  Hülfe  nimmt.  Es 
ergiebt  sich,  dass  die  allgemeinsten  Bedingungen  folgende  sind: 

P^  =  Q^  =  ß 

ist  coDstant,  und  ausserdem  ist 

P.Q+QP  =  2ß  coshö  in  (I), 
P.QJ^Q.P  =  2ß  in  (II), 

P.O  +  O.P=  2/?cosÖ    in  (III). 
Durch  Einführung  weiterer  specieller  Annahmen  kann  man  ver- 
schiedene Arten  der  Multiplication  erhalten.    Diese  sind  1)  Grass- 
maDo's  äussere  Multiplication,  die  (für  zwei  Punkte)  identisch  ist 
mit  der  äusseren  Multiplication  der  Quaternionen.  2)  Grassmann's 
innere  Multiplication,  die  (für  zwei  Punkte)  identisch  ist  mit  der 
skalaren   Multiplication    der   Quaternionen.     3)   Die  associative 
Qaatemionen-Multiplication,  die  folgende  Gesetze  befolgt: 
Q.P^  =  coshö  +  tsinhö,    »'  =  1  in  (I), 
Q.P-^  =  1  +  iö,  t'  =  Oin  (II), 

0.JP-1  =  cosö  +  t  sinö,        t'  =  -1  in  (III), 
wo  t  in  jedem  Falle  eine  specifische  Constante  ist^  die  der  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  P  und  Q  eigenthümlich  ist. 

Weiter  wird  die  Addition  und  Multiplication  dreier  Grössen  % 
betrachtet.  Es  wird  gezeigt,  dass,  wenn  i^  und  t,  zwei  specifische 
Constante  sind,  die  zwei  unter  dem  Winkel  0  gegen  einander 
geneigten  Linien  angehören,  und  wenn 

dass  dann 

r'  =  p'+g'  +  2p7Cosö, 
femer 

1*2  »7*  =  cosö-f-O.sinö 
ist,  wo 

0'=  -1: 

0  kann  als  der  Punkt  angesehen  werden,  in  dem  sich  die  Linien 

sebneiden. 
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Aus  diesen  Formeln  er^ben  sieb,  mit  HinzuDahtne  des  bshu- 
ciativen  Princips,  fQr  den  Fall  I  die  folgenden  Relationen  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks: 

cosba  =  cosb^-cosbc— Binh6.sinhc.cOBi4, 

sinhq 8inh6     _     sinhc 

sin  j1  ~  sin  £  ~  sin  C  ' 
und  andere  ähnliche.  Auf  dem  angedeuteten  Wege  kann  man 
alle  Eigenschaften  der  verschiedenen  Arten  des  Ranmes  durch 
lein  algebraische  Methoden  erhalten.  Die  hauptsächlichsten  Unler- 
Hchiede  zwischen  den  drei  möglichen  Fällen  werden  dabei  stets 
scharf  hervorgehoben. 

Geht  man  zur  Geometrie  von  drei  Dimensionen  ttber,  so  sind 
sieben  verschiedene  imaginäre  Grössen  nOthig.  Diedelhen  sind 
im  Falle  (1)  identisch  mit  den  Symbolen,  die  in  Hamilton'» 
Biqaaternionen  auftreten.  Sind  /,  J,  K  die  gewflbnlichen  Quater- 
nionensymbole,  so  stellt  der  Ausdruck 

eine  Linie  oder  eine  Kraft  im  Räume  dar,  falls 

xz,+  yjif-fZiv^o. 

Ist  die  letztere  Gleichung  nicht  erfüllt,  so  stellt  der  obige  Aus- 
druck ein  System  von  Kräften  vor. 

Weiter  werden  einige  Anwendungen  auf  die  Theorie  der 
^jchraubenbewegungen  gemacht  Die  Gleichung  des  Cylindroids 
wird: 

(pa  —  p^)  Cw'-a')^  =  (l+pap^Xat'+y*)*^»- 
Dasselbe  ist  also   eine   Flftche  vierter  Ordnung,    wie  dies  von 
l>iDdemanD   gezeigt  ist.      Für  Punkte  nahe  dem  Anfangspunkte 
wird  die  Gleichung 

Cp--Po)*y  =  <-»'+y'); 

dieselbe  fällt  mit  der  Gleichung  des  Cylindroids  im  gewöhnlichen 
Räume,  wie  sie  zuerst  von  Ball  aufgestellt  ist,  zusammen.  Femer 
wird  gezeigt,  dass  die  Eigenschaften  der  beliebig  im  Räume  ver- 
theilten  Kräfte  abgeleitet  werden  können  aus  den  Eigenscbafleo 
von  Kräften,  die  in  demselben  Punkte  angreifen,  falls  man  nur 


Gapitel  1.    Priooipiea  der  Geometrie.  443 

för  die  Componenten  X,  Y,  Z  die  imaginären  Grössen  X-\-Lw, 
Y+Ma>,  Z-hJVw  setzt,  wo  w'  =  —1  in  (I),  w'  =  0  in  (II), 
ü>'  =  1  in  (III)  ist. 

Zam  Schluss  wird  gezeigt,  wie  man  das  System  imaginärer 
GrosseD  für  Räume  von  höheren  Dimensionen  erhalten  kann  aus 
den  commutativen  Produeten  niederer  Systeme. 

Glr.  (Wn.). 

V.  Schlegel.     Geometrische   Anwendungen   der  Grass- 
mann'schen  Ausdehnungslehre.    Pr.  Waren. 

Die  Arbeit  liefert  Ergänzungen  zu  des  Verfassers  „System 
der  Raumlehre^,  indem  verschiedene  Sätze  aus  der  Geometrie 
der  Geraden  und  des  Kreises  auf  einfache  Weise  darin  abgeleitet 
werden,  z.  B.  das  Stuart'sche  Theorem,  Satz  des  Pappus,  Sätze  vom 
Pascarschen  und  Brianchon'schen  Sechseck,  vom  Kreise  der  mitt- 
leren quadratischen  Entfernungen,  Feuerbach'schen,  Höhenpunkt- 
uDd  Schwerpunktkreis  etc.  Ein  Anhang  enthält  u.  a.  den  Nach- 
weis, dass  ein  neuerdings  von  Lipschitz  aufgestellter  algebrai- 
sclier  Galcfll  mit  gewissen  Operationen  der  Ausdehnungslehre 
identisch  ist  (s.  F.  d.  M.  XII.  (1880)  303);  ferner  neues  Material 
aus  dem  Briefwechsel  zwischen  St.  Venant,  Cauchy  und  Grass- 
maoo,  betreifend  die  zwischen  den  beiden  letzteren  s.  Z.  schwe- 
bende Prioritätsangelegenheit,  endlich  ein  Verzeichnis  von  Arbeiten 
anderer  Autoren  auf  dem  Gebiete  der  Ausdehnungslehre. 

Schg. 

HöKLEN.      üeber    die   Rechnung  mit   Vectoren.    Corr.  ei. 

1882. 

Vergleichende  Zusammenstellung  der  von  Argand,  Hamilton, 
Scheffler  und  Möbius  aufgestellten  Grundbegriffe  und  Operationen 
der  Streckenrechnung,  nebst  einem  Excurs  über  das  Hankcl'sche 
Pennanenzprincip  und  dessen  Beurtheilung  durch  neuere  Autoren. 
Auch  die  einschlägigen  Arbeiten  von  Grassmann,  Bellavitis,  Leibniz 
und  Gauss  sind  in  der  Einleitung  berücksichtigt.  Schg. 
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Capitel  2. 

CüntiniiitätsbetrachtuDgen  (Aiialysis  situs). 
,\.  Caylüy.     On  the  geometrical  forms  called  trees. 

J.  Bopkina  Circ.  1«H2.  202-203. 
Von  den  von  G.  Jordan  in  der  Theorie  der  VerschlingUDgea 
LiiigefUhrten  ^Zahlcentra,  reap.  Doppelzahlcentra"  einer  Ver- 
sublingung  (knot,  tree)  werden  einige  neue  EigenBcbaften  mit- 
geteilt Herr  Sylvester  vergleicbt  in  einem  Zusatz  die  in  dieser 
Uichtung  von  Jordan,  Cayley  und  ihm  gefundenen  Resultate  und 
macht  auf  ihre  Bedeutung  In  der  organischen  Chemie  aufmerk- 
sauj.  My. 


( I.  SiMONV.  Ueber  jene  Gebilde,  welche  aus  kreuzförmi- 
gen Flächen  durch  paarweise  Vereinigung  ihrer  Enden 
und  gewisse   in   sich   selbst  zurückkehrende  Schnitte 

entstehen.    Wien.  Ber.  LXXXrV.  1681.  257-258. 
"    SiMüNY.      Ueber    eine    Reihe    ueuer   Thatsachen    ans 

dem  Gebiete  der  Topologie.  CUbech  Aon.  xix.  i»«l.  lio-l.'i^. 
( I    l^iMONY.       Ueber    eine    Reihe    neuer    mathematischer 

Krfahrungssätze.     Wien.  Ber.  LXXXV.  lö»2.  907-928. 

Die  beiden  erstgenannten  Arbeilen  sind  iDhaltlicb  identiscb 
und  beziehen  sich  »uf  die  Herstellung  und  die  EigenscbaficQ 
von  Gebilden,  die  entstehen,  wenn  cuan  etwa  zwei  rechteckige 
l'apierstreifen  kreuzförmig  über  einander  legt,  (die  sich  decken- 
de u  Teile  verklebt),  die  vier  bandförmigen  Fürtsätzc  zujezweieu 
iKich  vorheriger  Drehung  je  des  einen  von  beiden  um  ein  Mul- 
ti[dum  von  mo  Grad  vereinigt,  und  endlich  die  so  entstehende 
Fiäcbe  durch  einen,  den  Mittellinien  der  beiden  ursprünglichen 
^Sl^eifeu  folgenden,  in  sieb  zurltcklaufendeu  Schnitt  umformt.  Üa 
die  vier  bandförmigen  Fortsätze  auf  zwei  wesentlich  versuhicdene 


Cftpitel  3.    Conti Duitätabetr&cbtaDgeD. 


4^ 


Arten  in  obiger  Weise  zu  je  zweien  rereinigt  werden  kOnnen,  bo 
entstehen  so  „Flächen  erster  und  zweiter  Klasae".  Die  ergtereu 
zerfallen  nach  ihrem  Flächeninhalte  in  vier  Gruppen,  deren 
Schemata  ftlr  alle  möglichen  Multipla-Paare  von  180  Grad  auf- 
festelU  werden.  Complicirter  sind  die  Flächen  zweiter  Klasse. 
Um  sie  leichter  zu  erfassen,  werden  die  Begriffe  einer  „Doppel- 
verbindnog"  zweier  Flächen,  sowie  die  „Verknüpfung",  „Ver- 
sehlingung",  „  Doppelknoten "  einer  Fläche  aufgesteHt  und  durch 
Figuren  erläutert.  (Diese  Begriffe  kOnnen  auf  den  allgemeinen 
Fall  Ton  2r  baDdfbrmigen  Fortsätzen  ausgedehnt  werden).  Mittelst 
ihrer  gelingt  es  dann  wieder,  die  allgemeine  Scbematisirnng  der 
immer  in  Untergruppen  zu  Je  vier  zerfallenden  Flächen  zweiter 
Klasse  zn  erledigen,  und  die  Resultate  in  Worte  zu  fassen. 

Die  dritte  Arbeit  schildert  dagegen  die  Gebilde,  die  aus 
einem  unverdrehten,  biegsamen  Ringe  (in  praxi  am  besten  von 
rulkanisirtem  Kautschuk  mit  sehr  dünner  Wandung),  am  einfach- 
sten von  kreisfßrmigem  Querschnitt,  erhalten  werden,  wenn  man 
den  (massiv  gedachten)  Ring  mittelst  eines  ihn  bis  zur  Mittellinie 
durchsetzenden,  in  sich  seibat  zurücklaufenden  Schnittes  umformt. 
Diese  Gebilde  hängen  ab  sowohl  von  demMultiplum  von  360  Grad, 
Dtn  welches  sich  die  Axe  des  schneidenden  Instrumentes  dreht, 
als  von  der  Anzahl  der  Umläufe  des  letzteren.  Als  weitere 
charakteristische  Merkmale  treten  noch  auf,  einmal  das  Multiplum 
voo  360  Grad,  welches  die  Verdrehung  des  resultirenden  Gebilden 
aogiebt,  sodann  die  Verschlingung  desselben.  Um  die  letztere 
aDschanlich  zu  machen,  wird  der  Begriff  einer  ans  r  einfachen 
Knoten  a^"",  a,"', ...,  Or"'  Art  durch  geeignete  Zusammensetzung 
entstehenden  (positiven  resp.  negativen)  „Knotenverbindung 
('■—])'"  Ordnung"  mit  den  „Windungszahlen"  a^,  a,,...,ar  ge- 
bildet Die  Anschauung  wird  dnrch  zahlreiche  Figuren  unter- 
stützt. Dadurch  wird  es  wieder  möglich,  die  obigen  Gebilde  zu 
Khematisiren,  was  für  eine  grosse  Reihe  von  Werten  der  Drehnngs- 
nnd  Umlaufszablen  geschieht.  Aus  diesen  numerischen  Schematen 
wird  anf  dem  Wege  der  Induction  eine  Anzahl  von  allgemeinen 
Sätzen  gefolgert,  die  sich  mit  HUIfe  eines  einfachen  Algorithmus, 
der  die  Zusammensetzung  der  verschiedenen  Knoten  als  eine  Art 


44(>     VIII.  Abschaitt    Reine,  eleDieatare  n.  Bjotbetiiche  Geometrie. 

MiiltiplicatioD    auffasat,    verhäitnismässig    einfach    aussprechen 
lassen. 

Bis  jetzt  darf  man  wohl  schon  behaupten,  dass  dicae  Unlcr- 
siLcbungen  dea  Herrn  Verfaaaers,  die  noch  weiter  fortgesetzt 
werden  aollen.  eine  wertvolle  Ergfinzung  und  Forthildung  der 
Tiüt'schen  Knotentheorie  (cfr.  F.  d.  M.  IX.  (1877)  392)  bilden, 
llofreatlich  gelingt  es  dem  Herrn  Verfaseer  aach,  seiner  indivi- 
(lucll-esperimentellen  Ableitung  dieser  complicirten  Knotengebilde, 
1111(1  uamentlich  seinen  allgemeinen  Polgerungen  eine  allgemeine 
ilicnretiache  Begründung  zu  substitniren.  My. 


U.  SiMONY.  Gemeinfassliche,  leicht  controlirbare  Lösung 
(1er  Aufgabe:  In  ein  ringförmig  geschlossenes  Band 
einen  Knoten  zu  machen"  und  verwandter  merkwür- 
diger Probleme.    Dritte  Aufl.    Wien.  Gerold.  1881. 

enthält  der  Hauptsache  nach  die  in  einer  früherea  Abhand- 
lung (cfr.  F.  d.  M.  XII.  (1880)  410)  dargelegten  Entwickelungea 
in  populärer  Form.  Das  dort  angegebene  Verfahren,  Knoten 
lesp.  knotige  Verbindungen  herzuatellen ,  indem  man  ein  mehr- 
fftclt  verdrehtes,  geschlossenes,  streifenförmiges  Band  längs  der 
Mittellinie  durchschneidet,  findet  hier  noch  in  doppelter  Weise 
eine  Erweiterung.  Einmal  werden  solche  Bänder  auch  längs 
Liuien  durchachnitten,  die  der  Mittellinie  (in  einem  gewissen  Ab- 
stünde) parallel  sind.  Dies  findet  z.  B.  seine  Anwendung  bei 
der  Aufgabe,  einen  ringförmig  geacbiossenen  Streifen  so  herzu- 
stellen, daas  ein  einziger  Längsschnitt  zwei  ringförmig  geschlosseDe 
Streifen  erzeugt,  von  welchen  der  eine  ebenao  breit,  aber  doppell 
HO  lang  ist.  Man.  tbeile  nämlich  den  zuvor  offenen  Streifen  durch 
zwei  Parallelen  zur  Mittellinie  in  drei  gleiche  Teile,  und  verdrehe 
(las  eine  Ende  vor  seiner  Vereinigung  mit  dem  andern  um 
I Sil  Grad.  Das  allgemeine  Beaultat  lässt  sieh  im  Wesentlichen 
dabin  angeben,  dass,  so  lange  der  Abstand  der  Parallelen  von 
der  Mittellinie  nicht  ganz  verschwindet,  der  bez.  Längsschnitt 
immer  zwei  titreifen  liefert.    War  die  Gesarnrnttorsion  des  gegebe- 
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aeaStreifeDS  eine  ungrade,  d.  h.  von  der  Grösse  (2k-|-l).lU0Grad, 
Bo  gtehen  beide  darana  hervorgebende  Streifen  in  einer  Ver- 
bindung (A  + 1)"'  Art,  und  der  längere  ist  auf  dem  ktrzeren 
mit  einem  Knoten  lif"  Art  aufgeknBpft.  War  dagegen  die  ur- 
sprOngliebe  Gesammttoraion  eine  gerade,  d.  h.  von  der  Grösse 
2it.  180  Grad,  so  sind  die  beiden  neuen  Streifen  von  gleicher 
Unge,  nnd  stehen  in  einer  Verbindung  k*"  Art  mit  einander. 
Andererseits  werden  diese  Processe  aaf  körperliche,  unverdrehte 
Rioge,  am  einfachsten  von  kreisförmigem  Querschnitte,  fibertragen. 
indem  man  durch  den  lUng  einen  in  seiner  Mittellinie  fortiaufeu- 
den  Schnitt  fahrt  nnd  dabei  das  schneidende  Instrument  um  dir 
Mittellinie  in  einem  oder  mehreren  Umläufen  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  180  Grad  dreht.  Auch  so  entstehen  Knoten  und 
Verbindungen.  Anhangsweise  nnd  in  Noten  berfihrt  der  Herr 
Verfasser  auch  die  Frage  nach  der  Auflösung  resp.  Bildung  von 
Knoten  (ohne  ZnhUlfenshme  von  Schnitten)  mit  Hülfe  eines  vier- 
dimensionalen  Raumes,  and  citirt  hierber  gehörige  und  ver- 
wandte Arbeiten.  Der  Standpunkt  des  Verfassers  selbst  ist  dabei 
ein  reservirter.  Die  Tatsache,  dass  binnen  Jahresfrist  diese  dritte 
AuSage  nötig  wurde,  beweist  das  Interesse  des  Publikums  tWr 
die  Titelfrage;  ob  der  Herr  Verfasser  mit  seiner  Lösung  den 
Erwartungen  dieses  Publikums  entsprochen  hat,  sei  dahingestellt. 

My. 


Ueber  Polyeder -Kaleidoacope.    Marb.  Ber,  18S2 


E.  Hess. 

9-12, 

Es  sind  dies  dreiflächige  Ecken,  deren  auf  der  Innenseite 
spiegelnde  Flächen  den  direct- symmetrischen  Mittelebenen  dor 
regulären  Polyeder  entsprechen.  Irgend  ein  Punkt  im  Inneru 
der  Ecke  erzeugt  durch  Spiegelung  die  Ecken  eines  gleicheckigeii 
(speciell  regulären)  Polyeders.  Schneidet  man  den  Radiusvector 
ilieseB  Punktes  senkrecht  mit  einer  Ebene,  so  stellen  die  Spiegel- 
bilder des  so  ausgeschnittenen  Dreiecks  die  Oberfläche  eines 
gleicbflächigen  Polyeders  dar  Umgekehrt  bringe  man  ein  passend 
anigeschnitteDes  Dreieck  mechanisch  in  passender  Lage  in  eine 


( 
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sDlcbe  (roQ  Herrn  KrUas  in  Hambarg  wirklich  hergestellte)  Ecke 
liinein,  and  versehe  das  Dreieck  noch  mit  einer  OefTnnng,  so 
kann  man  bequem  in  das  Innere  der  durch  die  Spiegelung  er- 
zeugten Polyeder  hin  einsehen.  Die  drei  vorgelegten  Modelle 
haben  zu  Seitenflfiehen  drei  benachbarte,  direct- symmetrische 
Mittelebenen  eines  regulären  Tetraeders,  Oktaeders,  Ikosaedern. 
Das  letztere  Modell  erzeugt  z.  B.  auch  die  Eepler-PoiDsot'scben 
Sternpolyeder,  My. 


J.  PiTSCH.     Ueber  halbreguläre  Sternpolyeder.    Zeitschr 

f.  d.  RealBchulw.  YII.  IG2-163. 
In  seiner  bekannten,  inhattsreichen  Abhandlung  Über  halb- 
reguläre  Polyeder  (VI.  Jahrgang,  2.  Heft  obiger  Zeitschrift)  hatte 
der  Verfasser  die  Ansicht  ausgesprochen,  es  müsse  auch  ein 
derartiges  Sterupolyeder  mit  fünfseitigen  Ecken  geben.  Nunmehr 
ist  er  in  der  Lage,  das  Netz  dieses  Körpers  nnd  das  des  zu- 
gehörigen UmbUllungspotyeders  wirklieb  zu  construireu.  Indess 
ist  seiner  Angabe  zufolge  auch  mit  diesen  beiden  neuen  Individuen 
die  Reibe  der  balbregulären  Sternpolyeder  noch  nicht  ab- 
geschlossen: in  der  Tat  konnte  Hess  mit  Htllfe  der  in  seiner 
„Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugelteilung "  aufgestelltea  und 
(las  Problem  allgemein  Idsenden  Formeln  dem  Pitscb'scben  Ver- 
zeichnisse noch  einige  weitere  Ergänzungen  hinzufÜgeD. 

Gr. 


Capitel  3. 

EleinentÄre  Geometrie  (Planimetrie,  TrigonometriL', 

Stereometrie). 

H.  Kostler.    Vorschule  der  Geometrie.    Haiu  b.s.  l.  Nebe«. 

Dieses  kleine  nur  24  Seiten  starke  Buch  enth&lt  die  in  der 

elementaren    Geometrie    gebräuchlichen    Definitionen    und    Con- 
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gtructiooeD,  erstere  unter  dem  Titel:  Formenlelire,  letztere  unter 
dem  Titel:  Constnictionalefare.  Am  Schlüsse  befinden  sich  Re- 
petitjoDS-  und  Uebuugsaufgabeo.  Hz. 


C  F.  Hebtter.  21eichnende  Geometrie.  Für  die  plani- 
metriache  Repetition  mit  besonderer  Berücksichtigung 
des  geometrischen  Zeichnens. 

Erate  Abteilung;  Drei-  und  Viereck.  Kreislehre 
mit  Ausschluss  der  Proportionen.  Geradlinige  Ortia- 
mente. 

Zweite  Abteilung:  Proportionalität,  Aehnlichkeit, 
Kreissecanten,  Stetige  Theilung,  Gleichheit,  Tactions- 
problem,    Gothiscbe    Ornamente.      Stuttgart.   MetzUrsche 

BDCbbaadlaag. 
Der  Inhalt  ist  durch  dea  Titel  genügend  bezeichnet.  Der 
Verfasser  äussert  das  Bestreben,  die  Geometrie  dem  Schüler  mund- 
gerechter zu  machen,  indem  er  das  Zeichnen  innig  mit  dem  geo- 
metriBchen  Unterricht  verbindet  und  ferner  die  gezeichneten 
HgoreD  farbig  belebt  zur  Darstellung  bringen  lässt.  Das  fUr  die 
Band  des  Schillers  bestimmte  Heft  enthält  keine  Figuren,  dem- 
selben sind  jedoch  OrientJrungstafeln  ft)r  den  Lehrer  heigegeben. 
Der  Schaler  soll  die  Zeichnung  selbst  nach  dem  Texte  entstehen 
tassen,  nicht  mechanisch  abzeichnen.  Das  Material  ist  sorgsam 
UD(t  geschickt  zusammengetragen.  Das  Buch  durfte  jedem  I^ehrer, 
iler  mit  der  zu  Anfang  ausgesprochenen  Ansicht  des  Verfassers 
äbereinstimmt,  willkommen  sein.  Rg. 


^.  FiALSowsKi.  Zeichnende  Geometrie  (Constructions- 
Lehre]  mit  entsprechenden  Beispielen  der  Änwendang 
auf  das  Projections-,  dann  Bau-,  Maschinen-,  Sitaations- 
und  auf  das  figurelle  Zeichnen.  Mit  1800  Figuren  auf 
138  Tafeln.  Dritte  verbesserte  und  erweiterte  Auflage. 
Wien,  Leipcig.    J.  Ellnkhart. 
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Id  deo  crsteo  Capiteln  werdeo  alle  di^enigen  Coostructionen 
der  PlaDimctrie  gelehrt,  welche  für  die  Terschiedenen  Zweige 
der  Tecboik  Bedeutung  haben.  Aadererseita  wird  das  eigent- 
liche ProjectionBzeichDen  nicht  behandelt,  sofern  man  nicht  die 
Darstellung  der  regulären  Körper  in  einer  Ansicht,  abgeleitet  aus 
Kreispolygoneu,  hierher  rechnen  will.  Das  technische  Material 
ist  reichhaltig.  Gelehrt  wird  u.  A.  die  Construction  der  gebräuch- 
lichsten Bogen  in  der  Architektur,  Malerei  und  Bildnerei;  geo- 
metriache  Profilconstructionen  für  Gnrt-  und  Pfeilergesimse,  Säulen- 
Ordnungen,  Situations- Zeichnen,  die  GoDstruction  der  fUr  den 
Maecbinenbauer  wichtigen  Kolleurven,  Eilinieo  etc.  Die  Brauch- 
barkeit des  Buches  beweisen  die  wiederholten  Auflagen.  Mathe- 
matische Constructionen,  die  fibrigens  ohne  Beweis  gegeben  wer- 
den, muss  man  mit  Vorsicht  zur  Anwendung  bringen.  So  wird 
auf  pag.  39  in  421  bei  der  ersten  Construction  eines  regulären 
Siebenecks  nicht  gesagt,  dass  eine  Näherungemethode  vorliegt; 
andere  evidente  Constructionen  sind  dagegen  zuweilen  mit  dem 
Zusatz  „mathematisch  richtig"  versehen.  Die  EinhDilende  aller 
Kreise  von  constanteo  Halbmesser,  deren  Mittelpunkte  auf  einer 
Ellipse  liegen,  hält  der  Verfasser  pag.  138  irrttlmlich  ftlr  eine 
Bllipse.  Rg. 


W.  Hüll.      Lehrbuch  der  Geometrie.    Stnttgwt.   w.  Kobi- 

batniner. 
Das  Buch  ist  fUr  Mittelschulen,  einklassige  Realschulen,  Fort- 
bildungsschulen und  niedere  landwirtschaftliche  Lehranstalten 
bestimmt,  und  enthält  die  Lehre  von  den  geometriscben  Raum- 
gröstten  in  Verbindung  mit  Zeichnen  und  Rechnen.  In  eineiD 
besondern  Hefte  befinden  sieb  die  Auflösungen  zu  den  Aufgabeo 
des  Lehrbuchs,  und  zwar  sowohl  jedesmal  das  Facit  als  auch 
die  verlangte  Construction  angegeben.  Der  Herr  Verfasser  hat 
wesentlich  praktische  Gesichtspunkte  im  Auge;  in  jedem  Para- 
graphen tlndet  man  zuerst  Belebmng,  wobei  Beweise  in  mög- 
lichster RUrze  angedeutet  sind,  hierauf  Zeicbncü  und  dann  Kecb- 
aen  in  Bezug  auf  den  jedesmal  Tortiegenden  Gegenstand.    Man 
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dirf  wol  aDnehmen,  dass  dies  Buch  an  der  pasaenden  Stelle 
sehr  gute  Dienate  tfaat;  und  ea  iat  jedenfalla  ein  Vorzug,  daas  in 
ibiD  inf  einem  kleinen  Baum  ein  Terbältnismäeaig  groasea  Mate- 
M  bewältigt  iaL  Mz. 


M.  Dangschat.  Geometrie  für  Mittelschalen.  Dantig.  F.  Axt. 
Dieses  für  Mittelaehulen  und  ähnliche  UnterrichtsaDStalteo 
bestimmte  Buch  behandelt  in  gedrängter  KUrze  die  elementare 
FlaDimetrie  und  Stereometrie.  Ein  Vorzug  des  Buches  sind  die 
rieten  (182  an  der  Zahl)  das  Verständnis  erleicbternden  Figuren. 
Die  Darstellung  ist  knapp,  aber  deutlich.  In  einem  Anhange 
md  die  Formeln  fltr  die  Berechnung  ebener  und  Raumfiguren 
iiuammengestellt.  Ms. 


J.  H.  Nissen.  Lehrbuch  der  Elementarmathematik. 
Schleswig.  J.  Bergas. 
Dieses  fhr  den  Unterricht  in  Schullehrer-  Seminarien  und 
BealBchalen,  sowie  fUr  den  Selbstunterricht  bestimmte  Buch  bat 
TierTeile:  LTeil:  Arithmetik  und  Algebra,  1882;  II. Teil:  Ptani- 
metrie,  lg77;  III.  Teil:  Ebene  Trigonometrie,  1882;  IV.  Teil: 
Stereometrie  and  apbäriscbe  Trigonometrie,  1880.  Vom  1.,  III, 
und  IV.  Teil  ist  die  zweite  Auflage  erschienen.  Der  umfang- 
reichste erste  Teil  bebandelt  die  elementare  Arithmetik,  die  Loga- 
rithmeo,  Progressionen,  Rentenrechnung;  ferner  die  Algebra  bis 
bis  zu  den  cubiscben  Gleichungen  einschliesslich.  In  einem 
kurzen  Anhange  ist  Einiges  von  den  pylhagoräiachen  Zahlen  ge- 
a^  Die  im  zweiten  Teil  gegebene  Planimetrie  geht  bis  zur 
Kreigfaerecbnuag  eioschlieaslich.  Im  dritten  Teil  werden  zueret 
die  trigonometrischen  Functionen  besprochen,  wobei  auch  die 
uaeodliche  Reihe  fUr  cos  x  hergeleitet  wird,  dann  die  Anwendung 
der  Trigonometrie  auf  das  rechtwinklige,  nachher  auf  das  schict- 
winklige  Dreieck.  Zuletzt  sind  die  wichtigsten  Formeln  zusammen- 
gestellt, und  das  Kreisviereck  behandelt  Der  vierte  Teil  enthält 
ilie  Stereometrie  bia  zur  Berechnung  von  Kugel  und  Kegel  eiu- 
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HcblieBslicfa,  das  sphäriacfae  Dreieck  rein  geometrisch  und  trigono- 
metrisch behandelt.  Im  Anhange  sind  Aufgaben  aus  der  mathe- 
matischen Geographie,  zu  deren  Auflösung  Kenntnis  der  sphSri- 
gi'licn  Trigonometrie  gehört.  Das  ganze  Werk  ist  mit  zahlreichen 
I  obuDgsbeispielen  rersehen.  Die  Darstellung  ist  durchweg  kUr 
und  der  Druck  deutlich.  Mz. 


K..  Strüvb.     Elemente  der  Mathematik.   Berlio.  p.  Parey 

Das  vorliegende  Buch  besteht  aus  vier  Teilen:  Erster  Teil: 
Geometrie;  zweiter  Teil:  Allgemeine  Zahlenlebre;  dritter  Teil: 
Kbene  Trigonometrie;  und  vierter  Teil:  Rechoen  mit  bestimmten 
Zahlen,  iiiie  sind  aus  den  Jahren  resp.  1878,  1879,  1879  und 
1882.  Im  ersten  Teil  ist  die  Geometrie  bis  zur  Lehre  von  der 
Aehnlichkeit  der  Figuren  und  bis  zur  Kreiäberecbnung  einschliess- 
lich geffihrt,  am  Schlüsse  beflndet  eich  ein  Anhang  unter  dem 
Titel:  Die  geometrische  Aufgabe.  Der  zweite  Teil  enthält  die 
Ducbatabenrecbnnng ,  Potenzen  und  Wurzeln,  Gleichungen  ersten 
OraUcs  mit  einer  nnd  mit  zwei  Unbekannten,  quadratische  Glei- 
cbuDgen,  Logarithmen  und  die  Hauptaufgaben  der  Zinseszins- 
rcclinung.  Der  dritte  Teil  enthält  die  Definitionen  der  trigono- 
metrischen Functionen,  die  Erklärung  der  logarithmisch-trigono- 
nietrischen  Tafeln,  die  Behandlung  des  rechtwinkligen  Dreiecks, 
die  Formeln  fttr  die  trigonometrischen  Functionen  der  Summen 
und  Differenzen  von  Winkeln,  das  schiefwinklige  Dreieck  und 
einige  Aufgaben.  Beim  zweiten  und  dritten  Teil  sind  die  wich- 
tigsten Formeln  in  Uebersicht  zum  Zwecke  des  Einprägens  vor- 
angestellt. Der  vierte  ganz  für  sieh  bestehende  Teil  behandelt 
das  Rechnen ,  und  ist  nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfassers 
flli  solche  Schulen  bestimmt,  die  einen  die  Elementarmathematik 
uiiilassenden  Lehrgang  nicht  besitzen.  Es  finden  sich  darin  die 
notwendigsten  Lebren  aus  der  Elementarmathematik,  und  ihre 
Voi'wendung  beim  praktischen  Rechnen.  Die  Darstellung  ist 
tasslich,  die  Ausstattang  gut  Mz. 
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R.  Heger.     Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht, 

BrtsIsD.  Ed.  Treweodt. 
Von  diesem  zum  Gebrauch  an  höberen  Unterricbtsanstalten 
bettimniteD  Buche  enthält  der  erste  Teil  die  Planimetrie,  der  zweite 
die  Trigonometrie.  Zahlreiche  Fi^ureo  dienen  zur  Erieichterung 
des  Verständnisses.  Im  ersten  Teil  ist  die  Planimetrie  bis  zur 
Ereisberechaung  einschliesslich  behandelt;  der  Lehrgang  in  diesem 
Bacbe  enthält  nicht  allein  das  Notwendige,  sondern  ein  gewisses 
Eingehen  in  die  Sache,  eine  weitere  Ausführung  des  Gebotenen 
gereicht  dem  Buche  zur  Empfehlung,  äo  ist  z.  B.  beim  Kreise  die 
Lebre  von  den  äehnlicbkeitspunkten,  von  der  Putenzlinie,  von  den 
KreisbDscheln ,  der  Kreisverwandtscbaft  und  Pol  und  Polare  ge- 
geben. Der  zweite  Teil  enthält  I.  Ebene  Geometrie,  II.  (lonio- 
metrie,  III.  Sphärische  Trigonometrie.  Üer  Inhalt  dieses  Teils 
ist  im  Wesentlichen  derselbe,  wie  in  andern  ähnlichen  Büchern, 
doch  sei  hervorgehoben,  dass  die  Goniometrie  mit  grosserer  Aus- 
fUhrlichkeit  dargestellt  ist;  es  sind  sogar  die  allgemeinen  Rela- 
tioaen  angegeben,  welche  Sinus  und  Cosinus  vielfacher  Winkel  dureli 
die  Sinus  und  Cosinus  der  einfachen  ausdrucken.  Mz. 


H.  Schumann.  Lehrbuch  der  Planimetrie  fiir  Gymna- 
sieu  und  Realschulen.  Dritte  Aufl.,  bearbeitet  von 
R.  Gantzer.  Berlin.  WeidiDBDD. 
Dieses  wegen  seiner  Gründlichkeit  sehr  zu  empfehlende  Buch 
enthält  den  Lehrgang  der  Planimetrie  von  den  Elementen  an  bis 
lur  Berechnung  und  geometrischen  Betrachtung  des  Kreises  ein- 
i^hliesslich.  Es  ist  nicht  allein  Alles  gegeben,  was  auf  Gymna- 
^en  und  Heaischulen  bierin  nur  gefordert  werden  kann,  sondern 
nueb  Mannigfaches,  was  zur  weiteren  Ausführung  des  Gebotenen 
dient.  Wir  erwähnen  verschiedene  Sätze  von  Polygonen,  den 
Pascarschen  Satz  u.  a.  Ferner  sind  die  Elemente  der  neueren 
Geometrie  aufgenommen,  also  die  Conformität,  die  harmonische 
Teilung  an  geradlinigen  Figuren  und  die  harmonischen  Punkte 
am  Kreise.  Dann  kommt  die  Potenzialität  und  Aehnlichkeit  der 
Kreise  und   das  BerQhruDgsproblem   des   Apollooius  von  Pergä; 


r 
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feroer  Aufgaben  aua  der  rechnenden  Geometrie,  so  unter  acdcrn 
die  Bestimmung  der  Entfernung  der  Gentra  der  einem  Ureiecb 
ein-  und  umgeschriebenen  Kreise,  Berechnungen  am  Ereiaviereck, 
an  regnlären  Vielecken  etc.  Dann  Auflösung  von  Aufgaben  auf 
rein  geometrischem,  später  auf  algebraischem  Wege;  Anwen- 
dung der  unbestimmten  Gleichungen  auf  Geometrie.  Neben  viel- 
fachem Uebungsmaterial,  das  im  Buch  selbst  enthalten  ist,  wird 
dabei  fortgesetzt  auf  die  geeigneten  Paragraphen  in  der  Samm- 
lung von  Gandtner  und  Junghans  verwiesen.  Auch  die  äuBsere 
Ausstattung  des  Buches  ist  anerkennenswert. 

Mz. 


J.  KOEt'Li.     Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.    Bero.  j.  Ualp. 

ISHO. 

Dieses  Buch  ist  zum  Gebrauche  an  Secundarsehulen  (Real- 
schulen) und  Gymnasien  bearbeitet.  Es  enthält  in  ausführlicher 
Darstellung  die  Planimetrie  bis  zur  Kreisberechnung  einschliess- 
lich. DasB  ein  Teil  der  Fläcbenberechnungen  der  Lehre  vod 
der  Aebnlickkeit  vorangeht,  ist  auch  nach  Ansiebt  des  Referenten 
zweckmässig,  und  zwar  wesentlich  aus  didaktischen  Gründen. 
Die  Proportionalität  wird  mit  aller  nur  wOnscfaenswerten  Gründ- 
lichkeit bebandelt,  insofern  hierbei  auf  Commensurabilität  und 
Incommensurabilität  Bedacht  genommen  ist.  Der  Kreisberechnnng 
geht  eine  sehr  eingehende  Behandlung  der  ein-  und  umgeschrie- 
benen regulären  Polygone  voran.  Zahlreiche  Beispiele  und  Coq- 
structionsaufgaben  sind  von  Abschnitt  zu  Abschnitt  eingereiht. 
Die  b'iguren  sind  deutlich  und  instruetiv,  die  Darstellung  durch- 
weg klar,  BD  dass  das  Buch  entschieden  empfohlen  werden  kaun. 

Mz. 


J.  Hknrici,   P.  Treutlein.      Lehrbuch   der   Elementar- 
Geometrie.    Zweiter  Teil.    Leipzig.   Tenbner. 
Der  Inhalt  dieses  vorliegenden  zweiten  Teils  ist  als  PeDsum 
der  Seeunda,  nebst  weiteren  Auafllhrungen  fUr  Prima,  bezeicbnet; 
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es  wird  darin  die  perspectiviache  AbbilduDg  in  der  Ebene  und 
die  Berechnung  der  plaaimetriscbeD  GröBeeu  behandelt.  Dem- 
gemSsa  zerfällt  das  Buch  in  zwei  Abteilungen:  in  der  ersten 
vird  die  perspectiTiHche  Aebniicbkeit  und  nachher  die  perspeeti- 
Tisebe  Collineation  vorgetragen;  in  der  zweiten  werden  metrische 
Beziehungen  zwischen  Strecken,  Flächen  und  Bogen,  Wiukcl- 
liiaclionen  (sin,  cos,  etc.)  zu  bestimmten  Teilen  des  rechten  Win- 
kels gegeben,  woran  sich  die  Berechnung  regelmässiger  Polygone 
und  des  Kreises  knttpft;  daon  folgt  Goniometrie,  ebene  Trigono- 
metrie and  Behandlung  von  Aufgaben  der  praktischen  Geometrie 
Am  SchloBs  ist  eine  grosse  Zahl  von  Uebungsaufgaben,  die  eich 
ia{  den  gesaramten  Inhalt  des  Buches  beziehen,  gegeben.  Ant 
einer  beigefügten  Karte  ist  die  Triangulirung  des  GrosBher/.o^- 
taaiB  Baden  als  Bxemplification  zur  praktischen  Geometrie  dar- 
geboten. Grosse  Gründlichkeit  und  Ausführlichkeit  zeichnen  das 
Bacb  iü  allen  seinen  Teilen  aus;  dabei  ist  nicht  allein  Alles, 
was  sonst  auf  dieser  Unterrichtsstufe  behandelt  wird,  gegeben, 
soadem  auch  die  neuere  Geometrie.  Die  modernen  Anschauun- 
geo  geometrischer  Gebilde  sind  derartig  herangezogen,  dass  die 
giDze  Anlage  des  Buches  sich  wesentlich  von  der  ähnlicher 
Bücher  nnterscheldet.  Besondere  Sorgfalt  ist  unter  Andemi  auch 
der  Darstellung  der  trigonometrischen  Functionen  nachzurühmen; 
es  wird  hierbei  bis  zu  ihrer  Bntwickelung  in  unendliche  Reihen 
vorgegangen.  Der  Druck  und  die  äussere  Ausstattung  des  Buche^j 
eadlich  läset  nichts  zu  wUnschen  tibrig.  Mz. 


<).  Caskt.  The  first  six  books  of  the  elements  of  Euclid. 
Dnblin. 

lieber  den  Zweck  der  vorliegenden  Euklid-Ausgabe  spriciit 
sieh  die  Vorrede  folgeDdermasseu  aus;  „Während  das  Buch  das 
niiTergleichlicbe  Original  völlig  ungeändert  wiedergiebt,  soll  es 
iDgleich  die  modernen  Auffassungen  und  Entwickelungen,  soweit 
m  gicb  auf  die  Elemente  der  Geometrie  beziehen,  vorfuhren." 

Den  im  Text  besprochenen  Sätzen  ist  überall  das  Wesent- 
liche der  Cuklid'schen  BeweisHlhrung   beigefügt;    meist  ist  auch 
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der  Weg  angegeben,  auf  dem  man  «ur  Lösung  von  Aufgaben 
gotaagt.  WeiterbiD  sind  zahlreiche  andere  Beweise  der  Sätze 
inltgeteilt.  Den  Definitioneu  sind  auBfUhrliche  Anmerkungen  bei- 
gegehen, endlich  ist  die  Theorie  der  Proportionen  (Buch  V.)  iu 
algebraischer  Form  gegeben. 

Der  Inhalt  ist  sodann  durch  eine  grosse  Zahl  neuer  Sätze 
und  Aufgaben  erweitert  Die  einfachsteu  von  diesen  sebliesseo 
Rieh  unmittelbar  an  diejenigen  Euklidischen  Sätze  an,  aus  denen 
nie.  folgen,  während  die  schwierigeren  am  Schlüsse  der  einzelnen 
Hdcher  Kusammeiigestellt  sind.  Von  einzelnen  Aufgabea  ist  die 
Lösung  angegeben,  wie  von  der  bekannten  über  den  Neunpunkte- 
kieis  etc. 

Die  Noten  am  Ende  des  Buchs  enthalten  die  moderne  Theorie 
der  Parallelen,   Legendre's  und   Hamilton's   Beweise  des  Salzes, 
das»  die  Summe  der  Dreieckswiukel  gleich  zwei  Rechten  ist,  einen 
i'h'inentaren  Beweis   für   die  Construction    des  regulären   Sieben-   I 
/.uliaecks,  mechanische  Methoden  zur  Trisection  des  Winkels  etc. 

Man  erkennt  daraus,  dass  das  vorliegende  Werk  mehr  ent- 
hüllt, als  irgend  eine  der  früheren  Euklid-Ausgaben,  und  dass  es 
iiiimentlich  in  Bezug  auf  Einzelnheitea  jene  Ausgaben  an  Voll- 
ständigkeit tlbertrifit.  Csy.  (Wn.),         j 


.1    0.  Gandtner,     K.   f.  Junguans.      Sammlung   von 
Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  Planimetrie,   ßerüu 

Weidmann. 
Von  dieser  weit  verbreiteten  und  ziemlich  allgemein  bekaim- 
tcLi  Sammlung  liegt  eine  neue  Kearbeitung  vor,  die  nach  dem 
Wunsche  des  Herrn  Gandtner  Herr  Junghans  allein  übernommen 
li;it.  Vom  ersten  Teil,  in  welchem  Proportionen  nicht  angewaniit 
werden,  ist  1879  die  vierte  Auflage,  und  vom  zweiten  Teil  ist 
iS8^  die  dritte  Auflage  herausgegeben.  Die  Anlage  dieser  beiden 
1'<jile  ist  dieselbe.  Zuerst  kommt  ein  Verzeichnis  der  als  bekannt 
aiigenomaienen  Sätze  und  Aufgaben  aus  der  Elementargeumclric, 
und  hierauf  folgen  in  systematischer  Ordnung  Lehrsätze  und 
Aufgaben.     Das  hier  gebotene  Material  ist  ein  überaus  reiche«: 
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ilie  Grandlefaren  der  neueren  Geometrie  (anbarmonisches  Verhält- 
nis, Involution  n.  8.  f.)  finden  im  zweiten  Teile  eingehende  Be^ 
racbichtigung.  Nur  Einiges  möge  biervun  erwähnt  werden.  Die 
Stewart'sche  Gleichung,  die  Sätze  von  Monge,  Menelaus,  Gera, 
Pascal,  Brianchon,  die  Castillun'sche  Aufgabe  und  das  BerQhrungs- 
problem  des  Apolloaiua.  Aber  auch  sehr  vieles  Andere,  zum 
Teil  gar  nicht  Bekannte,  iat  in  der  ä<immlung  enthalten.  Die  Be- 
recbn  angsauf  gaben  bieten  eine  nicht  minder  grosse  PDlIe  von 
L'ebuDgBstoff;  und  vor  Allem  wegen  dieser  Vielseitigheit  verdient 
das  auch  äusserlich  vortrefBich  ausgestattete  Buch  aogelegentlicbe 
Eopfeblung.  Mz,    . 


H.  Lieber,  F.  von  LOhmann.  Geometrische  Constructioos- 
aufgaben.  Sechste  Aufl.  Berlin.  L,  Simion. 
Eb  ist  dies  ein  sehr  nützliches  Buch  zur  EinObuug  uud  llc- 
featlgung  der  Kenntnisse  in  der  Planimetrie,  im  ersten  .Xbschnittc 
«erden  Dreiecks-  und  Vierecks- Constructions- Aufgaben  gegeben, 
alao  z.  B.  Aufgaben,  wo  die  Summe  oder  die  Differenz  zweier 
^ten  gegeben  ist  etc.;  und  zwar  kommen  hier  sowohl  wie 
in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  zuerst  Aufgaben ,  die 
ohne,  später  solche,  die  mit  Proportionen  zu  lösen  sind.  Im 
zweiten  Abschnitte  folgen  vermischte  Aufgaben ,  z.  B.  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Winkels  eine  Linie  nach  gegebenen  Bediu- 
liungen  in  ziehen,  n.  e.  w.  Im  dritteu  Abschnitte  werden  Kreis- 
aufgaben  gegeben,  darunter  das  Apolloniscbe  BerQhrungsproblem, 
und  sogar  die  Malfatti'eche  Aufgabe.  Der  vierte  Abscbuitt  ent- 
hält Verwandlungs ■  und  Teilungs-Aufgaben,  der  fOnfle  solche 
.\afgaben,  die  durch  algebraische  Analysis  zu  lösen  sind.  Am 
ablasse  folgeo  Aufgaben,  bei  welchen  die  Coordinatenmethode 
angewandt  wird,  dann  Aufgaben  zur  Einilbnng  der  stetigen  Teilung, 
welche  von  Herrn  H.  Emsmann  herrühren,  und  endlich  mannig- 
fache geometrische  Oerter.  Anzuerkennen  ist  die  Ordnung  und 
llebersichtlicbkeit,  welche  das  ganze  Buch  beherrscht. 

Hz. 


4;t^      V  Itl.  Abschnitt-   Rein«,  elementaren  syathetische  Oeontetrie. 

('•.  Tarry.      Propri^t^s   g^n^rales    de  trois    figures  Bäm- 
blables.     Ukthesls  II.  73-77. 

Mn. 


.).  ÄLBBRs.     Die  Seitenproportional  eil  eines  Dreiecksund 
die  Proportionaldreiecke  desselben.    Hoppe  Arch  lxviii 

53-72. 
In  dieser  Arbeit,  welche  durchweg  elenoentare  Geometrie 
behandelt,  werden  folgende  Definitionen  gegeben:  Wenn  mao 
in  irgend  einem  Dreieck  ABC  den  Winkel  ACD  =  ABC  macht, 
siUo  einen  Dreieckswinkel  in  einem  Endpunkte  an  die  gegen- 
illierliegende  Seite  legt,  wobei  Punkt  D  sich  auf  AB  befindet,  so 
Ircisst  CD  Seitenproportionale  des  Dreiecks.  Ebenso  kann  man 
auch  Winkel  BCE  =  BAC  machen  (£  liegt  wieder  auf  AB)  und 
hat  eine  zweite  Seitenproportionale  CE.  Ferner  wird  das  Dreieck 
CDB,  welches  gleichschenklig  sein  muss,  Proportionaldreieck  von 
.{BC  genannt  Auf  diese  Gegenstände  bezieht  sich  nun  die  vor- 
liegende Arbeit.  Mz. 


E.    Hain.      Ueber   das  gleichseitige   Dreieck.    Hoppe  Arch 
LXl.x.  urA. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  zuerst  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC,  welches  als  Axendreieck  genommen  wird,  und  in  Bezug 
auf  dasselbe  die  trimetriscben  Coordinaten  eines  Punktes.  Wenn 
(tanu  für  dieses  Dreieck  gewisse  Sätze  und  Formeln  gefunden 
üiiid,  so  werden  durch  Specialisirang  Sätze  fttr  ein  gleichseitige« 
Dreieck  erhalten.  So  unter  Anderoi:  „Die  Verbindungsgeraden 
der  Spiegelbilder  des  Umkreiscentrums  eines  Dreiecks  bezüglich 
dessen  Seiten  mit  den  Gegenecken  schneiden  sieb  im  Hittelpunkl 
(leg  Feuerbaoh 'sehen  Kreises."  Und  dann  weiter:  „Fällt  man 
vim  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  auf  die  Seiten  desselben  Lote,  und  verlängert  man  die- 
selben Über  den  Fusspunkt  um  sich  selbst,  so  treffen  sich  die 
Verbindungsgeraden   der  Ekidpunkte  dieser  Verlftngerangen  mit 
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den  Gegeoecken  in  einem  Punkte. " 
ladere  Sätze. 


Id  dieser  Weise  folgen  noch 
Mz. 


A.  PiWRT.     Solution  d'mi  problfeme  de  göomötrie. 

NoDT.  ADD.  (3)  I   33-39. 

In  einem   gleicbsdienkligeD    Dreieck    OAB  sei    der   Basis - 

vinkel  bei  A  gleich  dem  n-fachen  des  Winkels  an  der  Spitze  0, 

ma  soll  das  Verhältnis  der  Basis  AB  zur  Seite  OA  finden.     Diese 

Aofgabe  behaodelt  der  Herr   Verfasser,    indem    er   den  Winkel 

bei  .4  in  n  gleiche  Teile  teilt;   ferner  Seite  AB  mit  x.  die  Teilungs- 

linien  der  Reibe  nach  mit  x,,  x^,...,Xn  bezeichnet  (wo  also  x„ 

mit  OA  zusammenfällt)  und  die  Relationen  aufstellt: 

xx'x,  ,         x.xlx, 

XX— x'  =  ^5 — ,        xx,—x,  =  — -^\ — ,    etc. 


I  zu  beacbteo,  dass  x,  —  R,  «,  =  «■ 
ÄOB  dieeet)   n— 1  Relationen   geht  durch    EliminatioD    von 

1, x,-i  die  gesuchte  Gleichung  für  -^  hervor. 

Die  letzte  der  angegebeneu  Relationen  wird  zn  diesem  Zweck 
w  Differenzengleichnng  behandelt  und  integrirt.  Es  kommt 
dann: 

—  =  Ca'- Ca-', 
vo  C,  C,  a  drei  Constante  sind,  die  iu  der  Beziehung  stehen: 
OC'(a'+t»-'-i!)--^  =0. 
Scblieselieb  wird  gezeigt,  dass  a-| —  aus  den  beiden  Glei- 
choDgea  eliminirt  werden  muss: 

"+1  =  2-^. 


^)- 


t  m 
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wo  also  der  Ausdruck  von  n'-'-i -—    etc.  durch  a-\ —   vur- 

her  ermittelt  sein  mues.     Am  Schlüsse  der  Arbeit  wird  noch  er- 
örtert,   warum    die    Analyais   zur  Bestimmung   des   Wertes  von 

— j-  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  2n— 2  fllhrt. 

___  Mz. 

E.    Hain.       Zur    Construction     reciproker     Puukte    des 

Dreiecks.  Hoppe  Aroh,  LXVIII.  442-444. 
Der  Herr  Verfasser  betrachtet  ein  Axendreieck  ,400  und  in 
der  Ebene  desselben  einen  Puakt  P,  dessen  Entfernungen  von 
den  Seiten  des  Dreiecks  BC,  CA,  AB  resp.  proportional  zu 
/'..<  ffti  Pc  seien;  dann  heissen  diese  GröBsen  die  trimctrischen 
Coordiaaten  von  P  in  Bezug  auf  ABC.     Wenn  oun  ein  anderer 

i'iinkt  p  die  Coordinaten  — ,  — ,  —   hat,  so  wird  er  der  reci- 

P«     Pf.     p. 
|iroke  Punkt  des  Punktes  P  genauDt.     Wenn  ferner  in  diesem 
Courdinatensystem 

o,  x„  -\-  6,  Ti,  +  c,  x,-  =  0, 

a.jX.,-i-b,x^-\-  c,w..  =  0 
die  Gleichungen  zweier  Geraden  @,  und  @,  sind,  so  heiseeo 
diese  Geraden  reciprok,  falls  a,«,  =  6,6^  =  c,Cy  Es  werden  nuo 
die  bekannten  Constructionen  erwähnt,  durch  welche  zu  einem 
^'('gebenen  Punkte  P  der  reciproke  Q,  und  zu  einer  gegebenen 
Geraden  ®,  die  recipruke  ®,  gefunden  werden.  Darauf  wird 
eine  neue  Construction  von  Q  und  @^  angegeben,  welche  ausser 
der  Construction  des  Punktes  J  (Centrum  des  dem  Dreieck  ABC 
oiiigcschriebenea  Kreises)  nur  das  Ziehen  von  geraden  Linien 
vLTlangt.  Mz. 


H.  ScHUBKRT.      Elementarer  Beweis  des  Feiieibach'schen 

Satze«.     Pr.   Hamburg,    Hoffmann  Z.  XIII.   l'J-21. 

Der  vorliegende  Beweis  des  interessanten  Feuerbacb'schen 
Satzes,   dass  der  durch   die   Milien    der  Seiten   eines    Dreiecb 
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gebende  Kreis  F  jeden  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  tangirendeii 
EreiaAT  berBhrt,  bedient  sich  ganz  elementarer  Betrachtungen,  so 
dass  derselbe  anf  dem  Gymnasium  schon  in  Secnnda  vorgetragen 
werden  kann.  Der  Gedanke,  welcher  dem  Beweise  zu  Gninilc 
liegt,  ist  der,  die  Existenz  eines  Punktes  nachzuweisen,  welcher 
gleicbieitig  auf  dem  Ereise  F,  auf  dem  Kreise  K  und  auf  der  Vcr- 
biadaDgsgeraden  der  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  liegt.  Die 
Darstellung  des  Beweises  ist  klar  und  durchsichtig.  Hz. 


H.  M.  Tatlok.  Od  a  six-point  circle  connected  witb 
a  triaagle.    h«sb.  (3)  xi.  177-179. 

Es  seien  AD,  BE,  CF  die  Höhen  des  Dreiecks  ABC;  ferner 
seien  Fe,  Da,  Eb,  sowie  Eß,  Fy,  Da  Lote,  die  resp.  auf  die 
Seilen  BC,  CA,  AB  geeilt  sind.  Dann  liegeo  die  Punkte 
a.  ■/,  b,  a.  c,  ß  auf  einem  Ereise.  Dies  ist  der  Sechspunktekreis 
des  Herrn  H.  M.  Taylor. 

Feraer  steht  jedes  der  einander  gleichen  Dreiecke  abc,  aßy 
m  dem  Dreieck  ABC  in  dem  Verhältnis 


v'sinM  8in'ffnin'C-|-co8Mcos"tfcos'6';  I. 
Ist  endlich  gi  der  Winkel  über  der  Sehne  aa.  dessen  Schei- 
tel einer  der  Punkte  a,  b,  c,  y  ist,  so  ist 

tg9>  =  ±tg<l.tgß.tgr. 

Glr.  (Wn.). 


R.  C.  RowK.    Note  on  Mr.  H.  M.  Taylor's  six-point  circle. 

Mets  S)  XII.  36. 
Anderer  Beweis,  dass  die  im  vorhergehenden  Referat  defi- 
oirten  sechs  Punkte  a,  /,  b,  a.  c,  ß  auf  einem  Kreise  liegen. 
Glr.  (Wn.). 


6.  Hkppbl,    L.  ä.  KiTTüDGE,    W.  J.  C.  Miller.     Solu- 
tions of  a  qoestion  (6667).   Bd.  tiiobb  xxxvr.  73-74. 
LüBUDg  der  Aufgabe,  ein  Quadrat  zu  construiren,  wenn  die 
Abstände  dreier  Ecken  desselben  von  einem  festen  Punkte  ge- 
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geben  sind.  Der  Inhalt  des  Quadrats  wird,  wenn  a,  b,  c  jene 
AbBtände,  und  J  der  Inhalt  des  aus  deu  Seiten  a,  b^2,  c  coii- 
strüirten  Dreiecks  ist, 

y(«'+c')±2^. 
Uie  Aufgabe   läast  aicb   auf  ein  Rechteck  ausdehneu.      Ist  m:n 
das  Verhältnis    der  Seiten    des   Rechtecks,    h'  =  -i'"  "*" "  ■^  b. 

r'  =  — c,  //  der  Inhalt  des  Dreiecks  mit  den  Seiten  a.  b',  c",  so 
ist  der  FlUcbeninhalt  des  Rechtecks 

Wo. 


W.  E.  Heal.     Solution  of  a  problem.    AaaljBt  ix.  92. 

Sind  2a,  ib,  2c,  2d  die  Seiten  eines  Vierseits,  k  und  k  die 
Abstände  der  Mittelpunkte  zweier  Gegenseiten,  so  ist 

Jn.  (Wd.) 

[).  Edwahdes,  C.  Moegan,  G.  F.  Walker.  Solutions  of 
a  question  (6403).  Bd.  Tiraes  XXXVi.  89. 
Ist  ABCD  ein  einem  Kreise  einbescbriebenes  Viereck  und 
»iind  B,  Ky  L,  M  die  Höbenschnittpunkte  der  von  den  Seiten  und 
Diagonalen  des  Vierecks  gebildeten  Dreiecke,  so  ist  I)  das  Vier- 
<!ck  BKLM  congruent  ABCD;  2)  sind  die  Punkte  A,  B,  C,  D  die 
Höbenschnittpunkte  der  von  den  Seiten  und  Diagonalen  ron 
IIKLM  gebildeten  Dreiecke;  3)  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Eckpunkte  schneiden  sich  in  einem  Punkte  und  wer- 
den dort  balbirt;  4)  dieser  Punkt  ist  zugleich  der  Mittelpunkt 
der  Centrale  der  um  beide  Vierecke  beschriebenen  Kreise. 

Wn. 
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A.  Sacbse.  Ueber  eine  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks.  Bopp«  Areb.  LXVIII.  435-427. 
Einige  bekannte  Sätze  rom  vollständigen  Viereck  werden 
Tenügemeinert,  indem  ^r  die  nneudlicb  entfernte  Gerade  der 
Ebene  eine  beliebige  Gerade  sabstitnirt  wird.  Die  Beweise  wer- 
den durch  metriscbe  Relationen  geßlhrt.  Mz. 


Weitere  Ijehraätze  nnd  Lösungen  von  Aufgaben  Über 
Dreieck  und  Viereck  von  D.  Edwardbs,  G.  East- 
wooD,  J.  O'Rbgan,  G.  Hkppel,  W.  A.  Whitworth, 
K.  Gale,  E.  Bdck,  J.  Young,  Ch.  Ladd,  T.  R.  Terry, 
G.  Rdttbr,  6.  M.  Hebvbs,  S.  Constable,  M.  Baeick, 
S.N.  Willis,  W.  H.  Bltthe,  W.  B.Grove,  R.  Knowles 

finden    sich     Ed.   Times    XXXVL    34,    40,    101.    106,    108,    lläi 
IKXYII.  ab.  50,  83-84,  113.  124.  Wd. 


E.  Catalan.      Question   (65.^    Matbeiia  II.  85-88,  246-248. 

Igt  R  der  Radius  des  nmscbriebenen,  r  der  Radius  des  einbe- 
Kbriebenen  Kreises  eines  regulären  Polygons,  g  der  Radius  des 
Kreises,  »elcber  mit  dem  Polygon  gleichen  Umfang  bat,  so  ist 

Mu.  (Wu.). 


''.  Edler,  Vervoll ständiguiig  der  Steiner'schen  elemen- 
tar-geometrischen Beweise  fflr  den  Satz,  dass  der 
Kreis  gi-Ö8seren  Flächeninhalt  besitzt,  als  jede  andere 
ebene    Figur   gleich    grossen    Umfanges.     ö5ti   N.  n^n. 

Der  Steiner'scbe  Beweis  berubt  auf  der  Voraussetzung,  dass 
(*  eine  Figur  grössten  Inhalts  giebt  Die  Vervollstäudigung  bat 
^o  Verfasser  bereits  in  Hoffmann  Z.  X.  'Z-tö  (siebe  F.  d.  M.  XI. 


r 
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(1879)  :}74)  gegeben.  Das  Gegenwärtige  ist  eine  Vereinfachung 
davon.  Ein  beliebiges  Vieleck  von  n  Seiten  wird  durch  höch- 
stens K-tiialige  Farallelverachiebung  und  Halbirung  succesaive  In 
ein  Bolclies  von  kleinerem  Umfang  und  grösserem  Inhalt  ver- 
ändert, (las  1,  2,  4,  8.  ■  •  ■ ,  2'~'  Symmetrieaxen  hat  und  schlJesS' 
lieh  regclniäBsig  wird.  Das  regelmässige  Usst  sich  dann  mit 
dem  Kreise  vergleichen,  und  es  folgt,  dass  es  für  jedes  Vieleck 
einen  Kreis  von  kleinerem  Umfang  und  grösserem  Inhalt  giebt. 
Vom  Vieleck  wird  nach  einer  Steiaer'schen  Methode  auf  ein  be- 
liebig begrenztes  FlächenstUck  Übergegangen. 

H. 


E.  RoL'cHE.  Sur  la  in^thode  des  isopörimfetres.  Nob».  add. 
(:i)  1  :i2:i-330. 
Es  handelt  sieb  hier  nm  reguläre  Polygone  ron  cooBtantem 
Umfang  =  3,  deren  Seitenzahl  sich  immer  verdoppelt.  Mit  ^ 
wird  der  Radius  des  dem  Polygon  umschriebenen,  mit  or  der 
Itadius  des  dem  Polygon  eingeschriebenen  Kreises  bezeichnet.  , 
wenn  das  Polygon  n  Seiten  hat;  mit  q^,  ot  die  aoalogen  Grösacn 
bei  eiat^m  Polygon  von  n.2*  Seilen.  Nun  hat  Herr  D.  Andre 
bewiesen,  dass  die  Brüche 


silmmtlicl)    kleiner    als 
Brllchcu 


sind,    und   dass    dasselbe    von    den 


gilt.     Hiervon  ausgehend,   gelangt   der  Herr  Verfasser    zu  der 

Ungleicliheit: 


■i7(t-e.)<- 


>,  + TT  («,-»)■ 


Es  wird  DUB  weiter  gezeigt,  wie  sich  dies  zur  approxima- 
tiven ri<'4timmung  von  n  verwerten  lässt,  und  darauf  aufmerk- 
üaui    gemacht,   dass   diese  vervollkommnete    Methode   die   Kecb- 


¥ 


Cftpitel  3.    BlemeDtare  Geometrie.  465 

Dung  niu    mehr  als  die  Hälfte  gegen  die  sonstige  Methode  ab- 
kOrzL  Mz. 


A.ScHiAPPA  MoNTEiRO.  Sobre  a  divisäo  em  partes  eguaes 

da   distancia   entre    dois    pontos   e    da  circumfereiicia. 

empregando  o  corapaaso  ordinatio.    TeiieiraJ,  IV.  39-52. 

Hascberoni  hat  bekanntlich  zuerst  eine  Anzahl  geometriecber 

CoDBtructionen  nur  mit  Hülfe  des  Zirkels  auszuftlhren  gelehrt.    In 

(lern  vorliegenden  Aufsatz  behandelt  Herr  Monteiro  dieselben  Auf- 

^beu,  speciell  die  Teilung  einer  Geraden  in  eine  beliebige  An- 

utij   TOD    Teilen,    die  Teilung  des  Kreisumfaogs  in  fttnf,  ach), 

zebn,  zwölf  etc.  Teile  allein  mittelst  des  Zirkels.     Die  benutzten 

Methoden  sind  von  denen  von  Mascberoni  verschieden. 

Tx.  CWn.). 


M.  Baker.     Alhazen's  problem.     Its  bibliography   and 
an  extension  of  the  problem.    SjW.  j.  iv.  327-332. 
i^iehe  Abachn.  I.  Gap.  I.  B.  p.  2.1.  i-', 


Morel.   Solution  of  a  question  (5592).  Ed.  Times  xxxvi,  «. 

Lösung  der  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  constmiren,  von  dem 

ein  Punkt  des  Umfangea  gegeben  ist,  sowie  zwei  andere  Punkte 

in  den  AbstäudeD  —  r  und  —  r  vom  Mittelpunkte. 

Wo. 

W.  B.  Grove,     U.  Eastwood,    J.  Young,     M.  Baker. 

Ü.  Edwardes,  Matz.     Solutions  of  a  question  (6572). 

Ed.  Timea  XXXVI.  62-63,  UO-IU. 
Zieht  man  von  den  Endpunkten  A  nud  B  des  Durchmessers 
eines  Halbkreises  die  Tangenten  AP,  BP  an  einen  zweiten  Kreis, 
der  den  ersteu,    sowie  dessen  Durchmesser  AB  berllbrt,  so  ist 


4gg      VIII.  AbaohDitt.    Beine,  elemenlftra  n.  nyDthetiiohe  Oeonietrie. 

AP±BP  =  äB±PO,  v/eon  PQ  das  vod  P  auf  AB  gefilllte  Lot 
ist.  Von  den  beiden  Zeichen  gilt  das  obere  oder  untere,  je  nach- 
dem der  zweite  Kreis  den  ersten  von  innen  oder  von  aussen 
berührt.  Wn. 


S.  CoNSTABLE,  B.  Käston,    WoLSTBNaoLMB.      Solutions 

of  a  question  (6720).  Bd.  TimeB  XXXTI.  103-104. 
AB  und  AC  seien  zwei  feste  Tan^nten  eines  Kreises  (oder 
nucb  eines  Kegelschnitts),  DE  und  FG  seien  zwei  beliebige  au- 
dcrc  Tangenteo,  die  AB  in  D  und  F,  AC  m  E  und  G  sehDeidcn. 
Dann  liegt  der  Schnittpunkt  von  £F  und  DG  in  der  Verbindungs- 
linie der  BerUbrungspunktfi  der  festen  Tangenten. 

Wd. 

Morel,  T.  R.  Terry,  G.  Hkppbl.  Solutions  of  a  question 
(6700).  Ed.  Times  XSXVI.  m. 
Einem  Kreise  ist  ein  Dreieck  ABC  einbeschrieben,  ein  zweites 
A'B'C  in  denselben  Punkten  umschrieben.  Fällt  man  von  einem 
Punkte  (i  der  Peripherie  auf  die  sechs  Dreiecksseiteo  die  Lote 
liP,  ftQ,  fih,  ftP',  nQ'  fiR',  80  ist 

pP.t,Q.fiR  =  ^P'.ftQ'.f,R\ 

Wn. 

H.  Schubert.  Ueber  die  Zahl  der  Bilder  bei  einem 
Wiukelspiegel.  Hamb.  Mitt  isi<2.  I8-20. 
Man  denke  sieb  zwei  Spiegel  S  und  S'  und  zwischen  ibnen 
einen  leuchtenden  Punkt  B;  durch  B  lege  man  die  £u  beideu 
Spiegeln  lotrechte  Ebene,  und  beschreibe  um  den  Durchschnitt 'ff 
dieser  Ebene  mit  den  beiden  Spiegelebenen  den  Kreis  mit  dem 
Itadius  MB,  so  müssen  auf  diesem  die  Bilder  von  B  sein.  Sind  .4 
und  .4'  die  Punkte,  in  denen  der  Kreis  die  Spiegel  S  und  S'  trifft, 
C  und  C  die  Gegenpunkte  von  A  und  A'  auf  diesem  Kreise,  so 
musB  ein  durch  wiederholte  Reflexionen  erhaltenes  Bild  fi«  zwiscijeo 
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CnDiC  aeJD,  wenn  es  das  letzte  sein  boII.  Geometrische  Be- 
tnchlungen  fahren  dann  den  Herrn  Verfasser  zn  folgender  Regel : 
WeDD  zwei  Spiegel  sich  unter  dem  Winkel  a  schneiden,  und 
ireoD  dieser  Winkel  durch  den  leuchtendeo  Punkt  in  die  beiden 
Teile  7  and  q/  zerlegt  wird,  so  findet  man  die  Zahl  der  ent- 
stehenden Bilder  auf  folgende  Weise.  Man  dividire  das  Supple- 
meDt  von  (p  durch  a.  Geht  die  Division  auf,  so  merke  mao  sich 
lieo  Quotienten;  gebt  sie  nicht  auf,  die  nächst  höhere  ganze 
Zahl.  Darauf  verfahre  man  ebenso  mit  i^.  Die  Summe  der 
Heiden  gemerkten  Zahlen  ist  immer  die  Zahl  der  Bilder.  Zu 
beacblen  ist  noch,  dass  in  einigen  Fällen  die  beiden  zwischen 
CondC  fallenden  letzten  Bilder  sich  decken.  Mz. 


F.  NowosiELSE[.       Einige    Eigenschaften    des   Systems 

zweier  oder  mehrerer  Kreise.    Jahreibericht  des  Gymauiame 
in  Suubor  (Qaliiien).    Poloisch. 

Dn. 


'BR.  Mehls,  üeber  graphische  Rectification  von  Kreis- 
bogen und  verwandte  Aufgaben.  Hamborg,  Jenichen. 
Von  den  vier  Grfissen:  Kreisbogen,  Sehne,  Centriwinkel  und 
Radius  sind  zwei  gegeben;  die  beiden  andern  durch  Gonetruction 
n  änden.  Das  Rectificationsmittel  besteht  in  der  Summirung 
einer  Reihe  kleiner  Sehnen,  die  Abschätzung  des  Fehlers  geschieht 
dareh  die  Arcusreihe.  Einige  andere  Curven  werden  in  Betracht 
gezogen.  H. 


Weitere  I^ehrBätze  und  Aufgaben  über  den  Kreis  von 
J-  Hammond,  B.  Easton,  CuRTis,  W.  S.  McCay, 
G.Eastwood,  E.  Rutter  finden  sich   Ed.  TimeB  xxxv». 

Wn. 


4g^     VIII.  Abachaitt     Reine,  elemenUre  o.  synthetiHche  Qeometrie. 

.1.  HoOel.     Remarques  sur  l'enseignemeut  de  la  trigono- 

ra^trie.     Bord.  Mäm.  (2)  V.  197-209. 

Siehe  F.  d.  M.  Vil.  (1875)  p.  322.  0. 

F.  Bendt.     Ebene  und  sphärische  Trigonometrie. 

Leipzig-  J-  ■!-  Weber. 
In  der  Form  von  Fragen  und  Antworten  wird  der  eleraen- 
tiire  Curaus  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  behandcll. 
Auch  sind  bei  der  ebenen  Trigonometrie  Aufgaben  beigefügt, 
weiche  den  prakdschen  Nutzen  dieser  Dieciplin  dartbun.  Im  Au- 
baug  sind  die  wichtigsten  hierher  gehörenden  Formeln  zusammcn- 
^^estellt  Die  Darstellung  ist  sehr  leicht  verständlich,  der  Druck 
flbersichtlich  und  gut.  Mz. 

(j.  Reidt.    Die  trigonometrische  Analysia  plan imetrisc her 

CunstrUCtionsaufgaben.  Leipzig.  Tenboer. 
Der  Herr  Verfasser  erklärt  selbst  im  Vorwort,  dass  die  toi- 
liegende  Schrift  siuh  die  Aufgabe  stellt,  ein  ausgedehnteres  Mate 
rial  auf  dem  im  Titel  angegebenen  Gebiet  zu  liefern,  als  man 
gewöhnlich  findet,  und  zwar  soll  dieses  Material  nach  den  Arteo 
der  Behandlung  geordnet  sein.  Der  Inhalt  ist  dem  entsprechend. 
Zuerst  wird  die  Methode  erklärt,  und  es  werden  Strecken  mitteUt 
f^egebener  Winkel  gesucht,  dann  folgt  die  Analjsis  mit  Hälfe 
luibekaonter  Winkel;  hierauf  Aufgaben  mit  zuBammengesetzteo 
Winkeln;  dann  Construction  von  Winkeln  durch  schiefwinklig 
Dreiecke  und  endlich  Construction  von  Winkeln  aus  unentwickel- 
ICQ  Gleichungen.  Ausser  vereinzelten  Andeutungen  und  durch 
BeilUgung  der  resnltirendeo  Gleichungen  gegebenen  Fingerzeigeu 
sind  keine  näheren  Angaben  Über  die  Auflösungen  beigegebeu. 
Nach  Ansicht  des  Referenten  ist  dies  jedenfalls  ein  sehr  otltz- 
liches  Buch  fltr  die  oberste  Klasse  höherer  UnterricbtsanstalteQ. 

Mz. 
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V.J.  Hobneb.      Ueber  eine  neue  Ableitung  der  Formeln 

für  -.g(o+^)-     CsB,  XI.  2H-215.   (BöhmiBch). 

ÜDter  Zugrundelegung  des  bekannten  Satzes  von  Ptolemäus, 
das  Viereck  betreffend,  wird  die  Ableitung  der  fraglicben  For- 
loeln  kurz  ausgeführt.  Std. 


Scott,  J,  O'Regan.     Solutions  of  a  queation  (6696). 
Bd.  Times  XXXTI.  ö3 


1- 


.\.  Catley.     Note  on  the  formulae  of  trigonoüietry. 
J.  Hopkins  Circ.  l>m.  '241. 
Sind  a,  b,  r.  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks,  und  A,  B,  C 
deren  bez.  Gegenwinkel,  so  ist  bekanotlich 

a  =  ccosß  +  6  eosC,  u.  b.  w. 
Hier  kann  man  nun 

•KtA+iaioA  =  — ,    cosB-|-*sin^  =-s-      co8C4i  ainC  =  — 
w  w  w 

netten,  woraus 

2go»A  = 1 ,  etc. 

fol|;t,  und  dann  erhält  man 

—  2aystc +  %(&■' -t  w')+ cs(y'-|-ir')  —  0 
und  zwei  abnlicbe  Gleichungen.    Eine  analoge  Betrachtung  wird 
fflr  das  Bphäriacbe  Dreieck  angestellt.  Mz. 
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Wbill.      Sur    un    trtangle   dont  les  cöt^s  sont  exprim^s 

par  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux  et  dans 

lequel  le  rapport  de  deux  anglea  est  un  nombre  eiitier. 

S.  M.F.  Bull.  X.  55-59. 

Ist  ABC  e\D  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  B  das  (n+l)- 

iHche  des  Winkele  bei  A  iat,  so  ziehe  man  BD  so,  dasa  Winkel 

ItBA  dem  Winkel  bei  A  gleich  wird,  und  hierauf  DE  parallel 

zu  AB;   dann  ist  BDE  ein  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  DBE 

gleich  dem  n-fachen  des  Winkels  EDB  ist.     Wenn  nun  o,,  b,,  r. 

die  Seiten  dieses  letzteren  Dreiecks,  ferner  a.+],  b^+,,  c.^-i  die 

des  erstem  sind,  so  zeigt  sich,  dass 

—    ''"(^»  +  ''"~''«)  .      t       _    c„(bl  +  cj—al)  _ 
*  cl  —  ai         '        '^  cl—al         ' 

_    h„(bl  +  c;.~al) 

b'n 

Von  diesen  Formeln  geht  nun  der  Verfasser  aus,  um  ganze  Zahlen 

Hir  die  Seiten  der  in  Rede  stehenden  Dreiecke  zu  finden.     Zahlen- 

tlieoretiscbe  Betrachtungen  und  die  Benutzung  der  Gleichung 

sinMi»         _.  ,  ,        -,  ,    1  — 2  ,     , 

— : — ^—  =  2"~' cos'-'cp  — 2"~^ : cos"-*ajH — 

sinqo  ^  l  ^ 

fuhren  dann  zu  der  Lösung 

On  =  g",    6,  =  c-ifl, 

,       n-1         .   ,  ,    (n-2)  («—3)       ^,    .  , 

"■= P""-i"P      ■?  +  -      1.2  P'''t'  +  -' 

wo  p  und  q  zwei  ganze  Zahlen   sind,   die   keinen  gemeinsameu 
Teiler  haben.    Die  Reibe  beginnt  mit 

o,  =  g,    6,  ^  g.    C|  =  p. 
Hierauf  wird  noch  von  solchen  Dreiecken  gesprochen,  bei  welchen 
die  Seiten  durch  auf  einander  folgende  Zahlen  gemessen  werden. 
Soll  z.  B.  der  eine  Winkel  das  Doppelte  eines  andern  im  Dreieck 
sein,  so  ist  bei  consecutiven  Zahlen  4,  5,  6  die  einzige  Lösung. 

Mz. 


L.  Ä.  KiTTUDGE,    J.  O'Regan.      SoIutions  of  a  question 
(5951).     Bd.  Times  XXXVII.  3940. 


Oapil«)  3.     EtemeDlare  Geometrie. 

Sii^d  A,  B,  C  die  WiDkel  eines  Dreiecks,  und  ist 
_   Bin2B+aip2C 
"~     2cob2J— 1     ' 
wahrend  ß  ddi)  y  eine  analoge  Bedeutung  haben,  so  ii 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus  der 
Trigonometrie  von  E.  W.  Symons,  T.R.Terry,  J.W. 
Russell,    H.  L.  Orchard,    D.  Edwahdes,    ä.  Cohkn, 

R.  KnoWLES,    CuBTlS   finden   sich    Ed.  Times  XXXVI.  120, 
lä2-123;    XXXVll.  28-29,  113-114.  Wn. 


P.  V.  ScHÄWEN.  Analogien  zwischen  dem  sphärischen 
und  dem  ebenen  Dreieck.  Zeiwchr,  r.  d.  Redschulw.  394-401, 
169478. 
Die  Anzahl  derjenigen  Sätze  aus  beiden  Trigonometrien, 
weicbe  nicht  nur  dem  Sinne,  Bondern  auch  dem  fiuBBeren  An- 
sehen nach  sich  gegeuBeitig  entsprechen,  ist  weit  grösser,  als 
miLD  gemeiniglich  annimmt,  und  man  darf  deshalb  dem  VerfaBser 
Dank  wissen,  dass  er  uns  mit  der  hier  vorliegenden,  umfang- 
reichen Zusammenstellung  beschenkt  hat.  Alle  Relationen,  deren 
Kichtigkeit  erst  durch  eine  eigentliche  Reclmung  hätte  erwiesen 
werden  mtissen,  sind  ausgesehloBsen  worden;  so  z.  B.  die  GoBinuB- 
sätze,  denn  obwohl  für  den  Radius  oc  zwischen  den  Qleichungen 
cosa  —  cosfr  eosc-}  Bin6B)ncco8a  und  o'  =  ft'-f  c' — 26ßcoso 
teinerlei  Untersehied  besteht,  so  leuchtet  doch  die  Analogie  nicht 
nn  vorne  herein  ein.  Mit  grosser  Geschicklichkeit  hat  deshalb 
der  Verfasser  die  einzelnen  Ausdrucke  so  umgeformt,  dasB  in 
iboen  einzig  und  allein  Sinus  und  Tangenten  vorkommen;  ersetzt 
Eoan  darin  Bina  und  tanga  resp.  durch  den  Bogen  oder  die  Sehne«, 
90  kano  man  jeder  Formel  der  Raumtrigonoraetrie  sofort  die 
enUprecbende    der  ebenen  Trigonometrie  dualistisch   zur   Seite 


r 
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KtellöO-     FUr  die  BerühruDgskreiBe  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
gilt  z.  B.  folgendes  Schema : 


tangp,  =  Biny(     a+b-c); 

"  =  j 

a+l,-e] 

tangßt  =  Bin  y(     a-b-\-c]; 

e*  =  2" 

o-A-fcl 

UDge„  =  gin-i-C-a+fi  +  c); 

1 

-o  +  Hc) 

tange   =8'ny(     a+b+c); 

^-1 

a+b+c) 

icle  der  mitgeteiUeo  Sätze  sind  frUher  schon 

?on  Meyer  E 

Olldermann,  dem  Berichterstatter  u.a.  angegeben  worden,  viele 
aller  sind  auch,  wenigstens  in  dieser  Form,  geiBtiges  Eigentum 
des  Autors.  Namentlich  gehört  in  diese  Kategorie  eine  neue 
Betrachtung,  welche  zum  Lexeirschen  Theoreme  ftbrt.  Man 
(lenke  auch  nicht,  dass  solche  Vergleichuugeu  etwa  schabloacn- 
[i):issig  durchgeführt  werden  konnten;  es  ist  vielmehr  darauf  zu 
nditen,  ob  einem  rechtwinkligen  Dreieck  beispielsweise  das  recht- 
wiDklige  Kugeldreieck  oder  jenes  andere  sphärische  Dreieck 
/ii/.uorduen  ist,  in  welchem  die  Summe  zweier  Wiukel  dem 
Dritten  gleichkommt;  für  das  erstgenannte  Dreieck  ist  z.  B.  das 
Analogon  des  Pythagoras  nur  mittelst  der  Hyperbel functionen 
y.n  erhalten,  bei  dem  anderen  dagegen  hat  man  direct 


,  1 


.  ,  1       ,     .  ,  I 
Bin'-^  a+  Bin  - 


I'.  V.  ScHÄWEN.  Die  seitenhalbireDden  Transversalen 
des  sphäriscbeu  Dreiecks.  Schlömilch  z.  xxvil.  126-I2s. 
Der  Herr  Verfasser  giebt  in  dieser  Arbeit  einige  Sätze  Bber 
das  sphärische  Dreieck,  in  denen  die  aeitenbalbirenden  TransTer- 
salen  (Hauptkreisbogen)  vorkonamen,  und  welche  ihre  voUsläD- 
digen  Analoga  im  ebenen  Dreieck  haben.  Die  Beweise  werden 
sehr  einfach  durch  trigonometrische  Rechnung  geführt. 


Capttel  3.     BlemeoUre  Geometrie. 
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F.  HozA.      Bemerkung  zur  sphärischen  Trigonometrie. 

Cia.  XI.  312-214.  cBöhmiacli). 

Mit   BerttcksicfatiguDg  einer    ron   Doator   in  GniDert  Arch. 

(Bd.  57)  Teröffentlichten  Abhandlung;  werden  Formeln  für 

a        .     a  .  d 

co8-^,     8in— ,     cot  — 

eatnickelt,  welche  in  der  Praxis  bequemer  anzuwenden  sind. 
Bezeichnet  nämlich  a,ß,y  Bpbärieche  Winkel,  a,b,c  sphärische 
:>eiten,  und  setzt  man 

_      a+ß+y 


0  erhält  man 


-90', 


BJnf^— q)  Hin (y~ u) 

sinj^sinj'  ' 

flinffsinCcr— ff) 


sinyjsiu}' 
siD(ß—a)6m(y—a) 
BiDffein(a-a) 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus  der 
sphärischen  Trigonometrie  von  W.  H.  H.  Hudson, 
R.  TucKEB,  Ch.  Ladd,  E.  W.  Symons,  T.  E.  Terry, 
A.  McMuRPHY,  B.  Easton,  J.  J.  Walker  finden  sich 

Ed.Timei  XXXVI.  44,  120;  XXXVII.  82.  96. 

Wn. 

G.  F.  Walkeb.  Two  constructions  for  drawing  spheres 
to  toueh  four  given  spheres,  and  an  associated  theorem. 

Mm.  (2)  XII.  173-174 
Der  Verfasser  teilt  zwei  Lösungen  der  Aufgabe  mit,  eine 
Kugel  zu  construiren,  die  vier  gegebene  Kugeln  berührt.  Er 
beweist  dann  folgenden  Satz:  Wenn  eine  Kugel  drei  gegebene 
Kugeln  berahrt,  so  besteht  der  Ort  für  ihren  Mittelpunkt  im  All- 
gemeioen  aus  acht  ebenen  Kegelschnitten  nnd  der  Ort  des  Be- 


r 
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rtihi'uDgspuoktes  mit  einer  der  gegebenen  Kugeln  besteht  aus  vier 
kleinen  Kreiseni  die  Ebenen  aller  zwölf  Kreise  geben  durch  die- 
selbe Linie,  nämlich  durch  die  ßadicalaxe  der  drei  Kugeln. 

Glr.  (Wo.). 


H.  M.  Jeffery.      On   theoreins    relating  to  the  regulär 
potyhedra,  which  are  aiialogoua  to  those  of  Dr.  Mattbew 
Stewart  on  the  regulär  polygoiis.    (Abstract.) 
Lond.  ft.  S.  Proc.  XIII.  105-112. 

Die  beiden  Hauptsätze,  die  hier  bewiesen  werden,  sind 
folgende:  A)  Ein  reguläres  Polyeder  mit  n  Ecken  sei  in  eine 
Kugel  vom  Radius  a  beschrieben.  Von  den  Ecken  und  vom  Mittel- 
punkte seien  die  Lote  p,,  p,,  ...,  p«,  p  auf  irgend  eine  Ebeos 
gefällt  (die  ausserhalb  des  Polyeders  liegt,  wenn  m  ungrade  isl}, 
BO  gilt  für  die  Summe  der  m'^"  Potenzen  der  von  den  Ecken  ge- 
fölllen  Lote  der  Satz 


£(prr 


-\(p  +  ay- 


-(p_a)".M|. 


Die  Forme)  gilt  für  alle  fünf  regulären  Polyeder,  wenn  m  =  I,  :' 
oder  3  ist;  für  Dodekaeder  und  Ikosaeder  auch  noch,  wenn 
m  =  4  oder  m  =  5,  aber  nicht  weiter. 

ß)  Unter  deoBelben  Beschränkungen  fUr  m  gilt  auch  folgende 
Formel,  worin  v  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  vom 
Mittelpunkte,  dr  die  Entfernung  desselben  Punktes  von  einer  der 
Ecken  ist: 


s(d,y-  ■- 


2(m+«)fl 


Cly.  (Wn.), 


C.  GüsSEROW.     Die  Inhaltsermittelung  der  Körper  aus 
ihren  Projectionen.    Pr.  Berlin. 

]^acb  einigen  einleitenden  Worten  über  die  Unterrichtsmethode 
in    '1er  Stereometrie,    die   manches    zu    Beherzigende   enthalten, 
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skUzirt  der  Herr  Verfasser  einen  Lehrgang,  welcher  die  Inhalts- 
ermiltelung  der  Polyeder  zum  Gegenstande  hat.  Er  geht  dabei 
TOD  den  wesentlichsten  EigCDSchaften  der  Körper  aus,  nämlicb, 
am  sie  allseitig  nmgrenzt  und  racksiohtlich  ihres  Inhalts  von 
der  Anordnung  ihrer  Teile  unabhängig  sind.  So  wird  fUr  alle 
Körper  dieselbe  Regel  der  Inhaltsermittelung  entwickelt,  und  da- 
bei einerseits  die  Abstraction  des  Allgemeinen  aus  den  wesent- 
lichen Eigenscbafteu  des  Beeondern,  und  andererseits  das  Sub- 
«nminiren  eines  einzelnen  Falles  unter  die  allgemeine  Regel  io 
vorzHglicher  Weise  gedbt  Die  allgemeine  Inbaltsformel  fBr  ein 
Polyeder  ergiebt  sich,  wenn  man  dasselbe  in  beliebiger  Richtung 
auf  eine  Grnndebene,  die  im  Allgemeinen  den  Körper  nicht 
schneidet,  parallel  projicirt;  dann  ist  unter  jeder  Fläche  des 
Kürpers  ein  im  Allgemeinen  Bchief  abgeechnittenes  Prisma,  und  die 
algebraische  Summe  derselbeo  (indem  nämlich  ein  Teil  dieser 
Prismen  positiv,  der  Übrige  negativ  zu  nehmen,  wie  die  An- 
scbanong  ergiebt)  ist  dem  Inhalte  des  Körpers  gleich.  Aus 
dieser  Grundregel  wird  nun  in  einfacher  und  anschaulicher  Weise 
die  Inhaltsbestimmung  einer  Reihe  mehr  und  weniger  bekannter 
Polyeder  abgeleitet..  Mz. 


Fb.  Hromädko.  Bei-echnung  des  kubischen  Inhalts  eines 
schiefen  Prismas  ohne  Anwendung  der  sphärischen 
Trigonometrie.    Cas.  XL  1S3-13T.  (Böhmiach). 

8td. 


M.  C.  Paraira.     Over  de  figuur,  welke  ontstaat,  wanneer 
men  op  de  sejden  van  een  driehoek  parallelogrammen 

beschrijft.    Nienw  Arch.  IX.  87-96. 
M,  C.  Paraira.      Een    stereometrisch   Analogen  van  het 
theorema  van  Pappus.    Nienw  Arch.  rx.  %-97. 

Ontersncbt  wird  die  Figur,  welche  entsteht,  wenn  man  über 
den  Seilen  eines  Dreiecks  Parallelogramme  beschreibt,  Über  den 
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VcrbiodungsgeradeD   der  Eckeo  wieder  Parallelogramme  aud  so 
weiter. 

In  der  zweiteo  Arbeit  wird  der  folgende  Satz  bewiesen: 
„Construirt  man  Uber  deo  Seitenfläcbeo  einer  Pyramide  beliebige 
Prismen,  deren  OberflUebeo  jedoch  verlängert,  sich  in  einem 
Puukte  schneiden,  so  ist  die  Summe  ihrer  labalte  immer  gleich 
dem  Inhalt  eines  Prismas,  welches  mit  der  Pyramide  eine  ge- 
uieinsame  Grundfläche  bat,  und  dessen  Kanten  gleich  und  pa- 
rallel sind  der  VerbinduDgalinie  der  Spitze  der  Pyramide  mit  dem 
gemeinsamen  Schnittpunkte  der  Oberflächen  der  Prismen." 

G. 


G.  DoSTOK.     Volumes  et  surfaces  de  deiix  corps  de  re- 

volution.  Hoppe  Arch.  LXVIII.  431-424. 
Die  erzeugenden  ebenen  Fläcbensttlcke  der  zwei  Rotations- 
körper sind  begrenzt  von  einem  verlängerten  Kreisdurchmesser, 
einer  Tangente  und  zwei  respectiven  ßogen  des  Kreises.  Die 
iu  Hoppe  Arch.  LXVil.  254  (s.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  154)  gefun- 
denen Ausdrücke  für  Volumen  und  Oberfläche  werden  auf  an- 
derem Wege  hergeleitet,  dann  umgeformt.  H, 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus  der 
Stereometrie  von  F.  Morley,  G.  Turriff,  E.  W.Symoks, 
A.  L.  Selby,  E.  Rutter,  W.  J.  Sharp  fiuden  sich 

Ed.  Tim«  XXXVI.  101,  121-122;    XXXVU.  51. 

Wn. 


Tri,  Liebisch.  Geometrische  Krystallographie.  Laipiig. 
lOogelmanD.  1881. 
üas  vorliegende  Werk  ist  eine  zusammenfassende  Dar- 
alellung  der  geometrischen  Kry stall ographie  unter  sorgfältiger 
Berücksichtigung  der  Forscbuugen  von  Gauss,  Mlibius,  Bravais. 
Subncke,  Gadolin,  Smith  etc.,  deren  einheitliche  Darlegung  die 
liislierigen  Lehrbücher  der  Krystallographie  entbehrten. 
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Das  erste  Capitel  enthält  oach  einleiteaden  Bemerkungctu 
die  Definition  des  Krystalles  und  eine  Reihe  hierher  geb&ri^cr 
äitie  über  Polyeder,  and  scbliesst  mit  der  Auseinandersetziing 
de«  fundameotaleo  Gesetzes  der  Zonen  von  Chr.  S.  Weise,  im 
zweiten  Capitel  werden  die  fUr  das  Spätere  wichtigen  projccti- 
Tischeo  Beziehungen  zwischen  den  Gnmdgebilden  der  Geomelric, 
[ioppelrerhältnisse,  harmonische  Eigenschaften  der  vollständi.i:cii 
Vierecke  und  Vierflache  abgeleitet,  und  wird  daran  die  Bezeich- 
lUDg  der  Flächen  und  Kanten  durch  ludices,  d.  h.  gewisse  A>)- 
BfhDJtlBverbältDisse,  behufs  einracher  Darstellung  der  die  besagten 
Kn-stallelemente  bestininienden  Doppelverhältnisse,  geknüpft.  Dann 
folgt  die  Aufstellung  der  Kanten-  und  Fläcbengleicbungeu  nU 
Function  der  Indices.  Das  dritte  Capitel  enthält  als  einen  Ans- 
JDgs  des  Gesetzes  der  SConen  dae  Gesetz  der  rationalen  Indiccs, 
Dach  dem  alle  in  einem  Krystallcomplexe  möglichen  Flächen  aus 
irgend  vier  Flächen  oder  Kanten,  welche  nicht  zu  dreien  eiocin 
BSscbel  angeboren ,  arithmetisch  abgeleitet  werden  können.  Ea 
ist  aber  auch  umgekehrt  wahr  (§  'A),  dass  alle  Flächen  mit  rationalen 
ludices,  welche  aus  vier  gegebenen  linear •  geometrisch  ableitbar 
sind,  „im  Zonenverbande  stehen,"  Im  vierten  Capitel  wird  dann 
weiter  gefolgert,  dass  das  Doppelverhältnis  von  je  vier  Flächen 
eiaeg  Btlscbels  im  Krystallcomplexe  stets  eine  rationale  Zahl  t^-An 
nasse.  Das  fünfte  Capitel  behandelt  die  Transformationen  l>ei 
Veränderung  der  bestimmenden  Elemente.  Einleitend  werden  im 
sechsten  Capitel  einige  b'tirmeln  der  sphärischen  Trigonoaieliie 
insam  mengest  eilt,  und  dieselben  dann  zur  Ableitung  von  Winkol- 
relalionen  zwischen  Krystallkanten  und  Flächen  benutzt.  Hier- 
mit Hchliesst  der  erste  Abschnitt. 

Der  zweite  Abschnitt  kann  kurz  als  eine  dem  krystallo- 
gTipbischen  Zwecke  angepasste  Axonometrie  bezeichnet  werden. 
Im  letzten,  zehnten  Capitel,  werden  Kryslall berech nungen  als 
Beispiele  vorgenommen.  Damit  sind  die  vorbereitenden  Untcr- 
SDchangen  erledigt,  und  es  wird  im  dritten  Capitel  die  Krystallo- 
grapbie  im  engern  Sinne  begonnen.  Zunächst  werden  die 
^stallographiscb  möglieben  Arten  von  Symmetrieen,  d.  b.  die- 
jenigen,  welche   dem  Gesetze   der.  rationalen    Indiccs  geuHgen, 
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nuTi^cKählt,  und  dann  die  sechs  sich  ergebenden  KrystallByatcme 
oin/elD  unteraueht.  Ein  besonderes  Capitel  wird  den  Zwillbgs- 
bildutigeo  gewidmet.  Den  Schluss  des  Werkes  bildet  eine  Zu- 
saiiiiuenstelluDg  der  Bezeiehnungsmethoden,  wie  sie  von  den  ver- 
scLicileDen  Autoren  benutzt  werden.  Sebr  anzuerkennen  sind  die 
Burgfältigen  Literaturnachweise,  welcbe  zum  Teil  in  kurzen  bisto- 
riacben  Ueberaicbten  den  einzelnen  Capiteln  angereiht  werden. 


W'kusky.  lieber  eine  Metbode,  den  Normalen  bogen,  um 
weichen  eine  Krystallfläche  von  einer  ihr  sebr  nahe 
liegenden  Zone  jibsteht,  und  ihre  krystallographische 
Lüge  zu  bestimmen.    Iterl.  B«r.  18ä2.  96i-9T9. 

Mz. 


Capitel  4. 
Darstellende  (üeometrie. 

(j.  Vkronesk.  Sulla  geonietria  descrittiva  a  qoaiiro 
lUmenaioni.  Ven.  IbL  AtU  (5)  Vril.  ^:^^-102j. 
Diese  Arbeit  bezweckt,  die  EigenscbafteD  des  Ranmes  mi; 
vier  Dimensionen  durch  ccntrische  Prujection  aut  einen  Kausi 
von  drei  Dimensionen  der  Anschauung  oahe  lu  bringen,  l'ie 
Methoden  der  CoDStrnction  sind  dieselben,  welche  in  der  fCwCii]- 
Ik'lien  Central projection  verwendet  werden.  Die  die  Eit-m-.Die 
lies  Haumes  ron  vier  Dimensionen  bestimmenden  EUeaeslf  dej 
Hililraumes  sind:  Flnchtpunkt  und  Spnrpunkt  fOr  eine  Gtni: 
Fhiohtlinie  und  Spurlinie  ftir  eine  Ebene  nnd  endlich  nnfi;f''T:)e 
Tilr  einen  Ranm  von  drei  Dimensionen.  Die  xn  lüses^i-:  L.-- 
mcntaniufgaben  werden,  wie  sonst  Dblich,  in  projectiTe und  mtfny-i 
eingeteilt  und  der  Reibe  nach  gelöst  Zum  Sehlnsse  wird  <^ul 
die  orthogv>nale  ProjecJion  behandelt.  W  Si 
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F.  TiLäBB-     Zur  Einführung  in  die  Anfangsgründe  der 

darätellenden  Geometrie.    Zeitachr.  f.  d.  Realicbulw.  vil.  T5~9!:<, 

623-536,  581-595.  641-661;   Cm.  XI.  59.  (BöhmiBcb). 

Diese  Aufsätze  enthalten  aicbt  sowohl    eine  Methodik  der 

docripÜFea  Geometrie,   als  vielmehr  allgemeine  Reflexionen  zur 

Philosophie  der  Wissenschaft  Oberhaupt,  ganz  im  Sinne  der  be 

hcDten  nlkoDognosie"  des  Verfagsers.    Dem  eigentlichen  Gegeu 

itinde  Daher  tritt  erst  die  letzte  Abteilung,  welche  die  Verwcn- 

img  rerschieden  geformter  Bucbstabensymbole  zur  Bezeichnun;: 

der  verschiedenen  Bestaudtheile  eines  RaumgebildeB  erörtert  uiul 

aiempSehlt.  Gr. 


A.  Mannheim.     Premiers  ^Mmenta  de   la  g^omötrie  de- 

Scriptive.  Nonv.  Ann.  (3)  I.  385-401,  433-450. 
Bekanntlich  wird  die  geometrische  Natur  eines  Körpers  durch 
GrandrisB  und  Anfriss  zur  DarsteDimg  gebracht  Beide  Projec- 
tioDCD  pflegen  durch  Zeichnung  in  einer  Gbeue  eotworfen  und 
der  Darchscbnitt  der  horizontalen  und  der  verticalen  Ebene  durcli 
eine  Gerade  (la  ligne  de  terre)  markirt  ?m  werden;  die  Geraden, 
welche  unter  der  Horizontalebene  und  hinter  der  Vertiealebene 
rerlaufeo,  werdeo  alsdann  dadurch  von  den  anderen  abgehoben, 
Aisa  sie  in  der  Zeichnung  punktirt  werden.  Herr  Mannheim 
empfiehlt,  den  Durchscbnitt  beider  Projectionsebenen  wilikUrlicIi 
m  UsBen  und  in  der  Zeichnung  nicht  als  Gerade  auszuwerfen, 
da  dieselbe  wol  für  die  Stellung  des  Körpers  zu  den  Projectioug 
ebenen,  aber  nicht  für  seine  eigene  geometriscbe  Natur  von 
tklang  sei.  Das  Punktiren  der  Linien  kommt  dadurch  in  Weg- 
lall; denn  man  kann  den  Körper  stets  in  solcher  Stellung  zu 
den  Projectionsebenen  denken,  dass  alle  seine  Teile  über  der 
Horizontalebene  und  vor  der  Verticalebene  gelegen  sind.  Einige 
Keigpiele  zeigen  die  Zweckmässigkeit,  in  dieser  Form  die  Ele- 
Qeote  der  descriptiven  Geometrie  zu  behandeln. 

tichn. 


r 


4H0     ^'[11'  Abschnitt.    BetDe,  elemeotue  d.  «yothetiacbe  Geomelrie. 

,\.  Schmidt.  Elemente  der  daretelletiden  Geometrie. 
Die  orthogonale  Projectiou.  Nebst  eingeheftetem  Atlas 
von  acht  Tafelo  mit  108  Figuren,    wieabadeo.  j.  f.  B«rg- 

In  dem  vorliegenden  Buche  hat  der  Verfasser  die  Methode 
der  darstellenden  Geometrie  dargelegt,  die  er  seit  vielen  Jahretj 
mit  Erfolg  am  Wiesbadener  Realgymnasium  zur  Anwendung  ge- 
bracht hat.  Demgemäss  ist  der  Text,  dem  mUndlicfaen  Vortrag 
sich  anschtiessend,  ziemlich  breit;  22d  Seiten  gr.  8  sind  fUr  den 
Gegenstand  wol  etwas  reichlieh,  zumal  da  keine  Schattencon- 
struction  aufgenommen  ist.  Diese  und  die  Elemente  der  Per- 
spective sollen  übrigens  einen  zweiten  Teil  bilden.  Die  Tafeb. 
wie  Überhaupt  die  Ausstattung  sind  musterhaft. 

%■ 


.),  Menger.  Geometrische  Formenlehre  in  Verbindung 
mit  dem  Freihandzeichnen.  Ftir  die  erste  Klasse  der 
Realschulen.  Mit  44  Holzschnitten.  Unter  Mitwirkung 
des  Prof.  A.  Andel  herausgegeben,    wieo.  a.  Holder 

i.MKNGER.  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  fiir 
Ober-Realschulen.     Wien.  A.  Holder. 

]■'.  Smolik.     Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 
Prag.   Tempsk;, 

Alle  drei  Bücher  bebandelo  den  Lehrstoff  im  Sinne  des  von 
der  Oesterreichischen  Regierung  bezüglich  des  Unterrichts  in  der 
(laratellenden  Geometrie  ergangenen  Erlasses.  Sie  reihen  sich  den 
Ijcsseren  LehrbQcbem  an  und  dürften  auch  in  nicht-öBterreichiscben 
Sehulen  Verwendung  finden.  (Vergl.  die  Recension  des  Referen- 
ten in  Scblömilch  Z.  XXVIl.  p.  142  f.). 
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\\.  H.  Behse.      Die    daretellende   Geometrie    für  Real-, 
Geweibe-  und  Werkmeiaterschulen,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht fiir  Bautechniker  und  Mechaniker.    I.  Teil, 
Die  Projectionslehre.     Construction  der  Durchschnitts- 
figuren. Windschiefe  Flächen.  Spirallinien  und  Spiral- 
flachen,     Vierte  gäezlicb  umgearbeitete  Aafl.     LelpEJg.    6.  Eoapp. 
(t;.  No>&k). 
Die  wiederholten  Auflagen  des  Buches  dürften  dessen  Brauch- 
barkeit  binUnglicb  beweUen.     Der  Text  ist  leicht  fasslich,  die 
Fi^reD    sind  im  Allgemeinen   für  den  Zweck  ausretchend.     In 
Figur  163,  einer  Abwickelung  eines  CytinderB,  mßcbte  bei  einer 
späteren  Auflage  eine  Aeoderung  angebracht  werden,  welche  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  der  AbwickclungBcurve  gleiche  Winket 
mit  der  Horizontalen  einschliessen  l&sst.    Ebenso  genügt  die  Zeicb- 
DDtig  der  acbarfgängigen  Schraube  (Fig.  1%)  für  ein  Lebrbuch  der 
darstellenden  Geometrie  nicht.  Rg. 


G.  A.  V.  Peschka,   Darstellende  und  projective  Geometrie. 

Mit  einem   Atlas.     Wien.    CaH  Qerold'e  Sohn. 

1  Von  diesem  gross  angelegten  Werke  ist  bis  jetzt  der  erste 
Baod  „Methodik"  erscbienen.  Referent  bat  bereits  in  äcblümilcfa  Z. 
XXVIII.  eine  ausführliche  Kecension  TerOffentlicbt,  auf  welche 
hier  verwiesea  werden  möge. 

Die  folgenden  Capitettlberscbriften  mögen  den  Inhalt  cbarak- 
terisiren. 

Erster  Abschnitt,    Gentralprojection. 

I.  Capitel.     Darstellung  des  Punktes,  der  Geraden  und  der 
Ebene. 

II.  Capitel.     Projectivische  Beziehungen  zwischen  Punkt,  Ge- 
rade und  Ebene. 

III.  Capitel.    Metrische  Eigenschaften  (Beziehungen). 

IV.  Capitel.    Projectivische  Geometrie. 

Zweiter  Abschnitt.     Klinographische  oder  schiefe  Projectioo, 

V.  Capitel.     Darstellung  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen. 

fomtkr.  d,  Uub.  JCIV.  i.  jjl 
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VIIT.  AbecbDitt.   Ruine,  elemeatare  n.  «yotbeliacbe  Qeometrie 


VI.  Capitel.  Metrische  Beziehuugea  in  parallel-projectiviacher 
DarstelluDg. 

VII.  Capitel.  Af^nitat.  Parallelprojection  (affine  Gebilde)  des 
Kreiaea  und  der  KegclBcbnitte.     Aufgabeo. 

Dritter  Abaebuitt.    Darstellungstnetboden  vermittelst  zweier 
Projectionsebenen, 

VIII.  Capitel.     MoDge'a  Oitbogonalprojection. 

IX.  Capitel.  Methode  der  schiefen  Projection  mittelst  zweier 
auf  einander  senkrechter  Projeetionaebenen. 

X.  Capitel.    Orthographiache  Parallelperspective. 

XI.  Capitel.    Axonometrie. 

\'ierter  Abschnitt.     Allgemeinea    ttber   die   Lagenverändemngea 
räumlicher  Gebilde. 

XII.  Capitel.    Transformation  der  Projectionen. 

XIII.  Capitel.  A.  Tranaformation  der  Projectionen  io  cen- 
traler Projection. 

B.  Tranaformation  der  Objecte. 

C.  Transformation  der  Bildebene. 

XIV.  Capitel.     Tranaformation  in  schiefer  Projection. 

XV.  Capitel.     Transformation  in  orthogonaler  Projection. 

Ftlnfter  Abachnitt. 

XVI.  Capitel.  Die  Parallelogramm-Projection.  (Die  Gebilde 
werden  auf  zwei  Projectionsebenen  durchstrahlen  projicirt,  welche 
den  Ebenen  selbst  parallel  sind.) 

XVII.  Capitel.     Collineation  der  Räume.    Reliefperspective. 

XVIII.  Capitel.  Centrale  Projection  mit  Zuhülfenabme  einer 
<!ruDdebeDe. 

Sechster  Abachnitt  Gebilde,  welche  aua  einer  endlichen  AnzabI 
ebener  FläcbenatDcke  zusammengesetzt  sind. 

XiX.  Capitel.     Das  körperliche  Dreieck  oder  das  Dreikant. 

XX  ,  XXI.,  XXII.  Capitel.  Daratellung  der  Polyeder,  ebeuo 
und  gegenseitige  Schnitte  derselben.  Rg. 


i.  A.  V.  Peschka.      Kütirte  Projectionsmethode    (kotirte 
Ebenen)  und  deren  Anwendung.  ZweiteAnfl.  Bruno.  Hnithat. 


C&pit«!  4.     DKratellende  Geometrie.  4g3 

G.  Nilmann.     Haudbucli  der  Liuearpergpective.    Stuttgart. 

SpemsnD. 

J,  Choura.      Leitfaden   für  den    Unterricht  in    der  dar- 
stellenden  Geometrie.    Wien.   Seidel  a  Sobn. 
\\.  BiNDKB.     Die  Centralprqjection  als  Hlilfecouatruction 

der    Orthogonalprojection.     Wien.   Braninüller. 


D.  Tessabi.  Applicazioni  della  geometria  descrittiva. 
Vol.  I.  La  Teoria  delle  ombre  e  del  chiaro-scuro  ad 
uso  delle  universitk,  delle  Scuole  d'applicazione  per 
gli  iugegneri  etc.  Fascicolo  I.,  Fascicolo  IL  ed  ultimo. 
Torieo.    Camills  e  Bertolero. 

I  Ueber  das  vorliegende  urafangreicbe  Werk  ist  bereits  eine 
ausfuhrliche  Recension  von  Herrn  Wiener  in  Scblümilch  Z.  (XXII. 
p.  lao  über  die  erste  Lieferung  und  ibid.  XXVI.  p.  I.M  Über  die 
iweile  Lieferung)  eracbieneo.  Der  Inhalt  der  einzelnen  Capitel 
ist  der  folgende: 

Erster  Teil. 

C&pitel  I.    Allgemeines. 

Capitel  II.     Schatten  von  Funkten. 

Capitel  III.    Schatten  von  Geraden. 

Capitel  IV.     Schatten  von  Polygonen  ood  Curven. 

Capitel  V.    Schatten  der  Polyeder. 

Capitel  VI.     Schatten  der  krummen  Flächen  im  Altgemeiuen. 

Capitel  VII.     Schatten  der  Developpabeln. 

Capitel  VIII.    Schatten  der  Kugel  und  des  Ellipsoids. 

Capitel  IX.     Schatten  der  UmdrehungskOrper. 

Capitel  X.    Schatten  der  Schraubcnflächen  (und  Schrauben- 
röhreBÖächen). 

Capitel  XI.    Schatten  der  windacbiefen  Fl&cben. 
Zweiter  Teil.    Vom  Helldunkel. 

Capitel  I.     Allgemeines. 

Capitel  II.    Tonskala  und  Anleitung  zum  Tuschen. 

Capitel  III.     HellduDkel  bei  Polyedern. 

31* 


4^4     VIII.  Abschnitl.    Reibe,  elemeotKre  o  BfothetiBche  Q< 

Capitel  IV.  AbetufuDg  der  Töoe  bei  krummen  Oberfläcbea 
im  Allgemeinen. 

Capitel  V  —  IX.  laophoten  der  Developpabeln ,  der  Kugel, 
ili^r  Rotationsflächen,  der  Schraubenflächeo  und  der  windBcbiefen 
'^lachen. 

Capitel  X.    Glanzpunkte  der  Bcbwacb  spiegelnden  Pläcben. 

Das  Werk  ist  biernacb  ein  eebr  vollständiges  Handbuch  der 
Hcleuchtungslehre.  Die  Resultate  werden  fast  durohgehend  rein 
gcnmetriech  gewonnen.  Der  Verfasser  glaubt  die  besten  Effecle 
iltirch  Anaabnie  einer  aebwacb  spiegelnden  Oberfläche  und  dem- 
cutsprecbend  durch  Angabe  von  Glanzlichtem  za  erzielen. 


J.    VoNDERLiNN.      Geometrische     Beleuchtungsconstruc- 

tionen.     Vorlagen  fUi*  den  Unterricht  im   technischen 

Zeichneu.    Erster  Teil:  die  Selbst-  und  Schlagschatteii- 

grenzen  an  gesetzmäsaig  gestalteten  Oberflächen.    Mit 

Tafeln.    HüncheD.   Tb.  AckennaDn. 

Die  vorliegende  Arbeit  bat  den  Zweck,  rationell  ausgeführte 

Schattenconstructionen  in  der  Gestalt  von  Vorlegeblättern  fUr  den 

Züicbenunterricbt,    wie   sie   zum  Gebrauch   an  technischen  LcIjt- 

anstalten  notwendig  siod,  zu  liefern.     Das  Werk  zerfällt  in  zwei 

Teile:    In  dem  ersten,  bis  jetzt  erschienenen,  sind  nur  die  Schatlrri- 

greuzen  fltr  Polyeder,  Cylinder,   Kegel.  Rotations-   und  Gesims- 

tlächen  in  Orthogonaiprojection   construiit.     Als  Anwendung  der 

entwickelten  Methode  wird  ein   dorisches  Capital  mit  öfiulenfuss 

l)i'bandelt.     In  dem  zweiten  Teile  werden  die  Scbattenconstruc- 

tinnen  der  wichtigen  Übrigen  Pläcbengattungen,  insbesondere  die 

der  F,  sowohl  in  orthogonaler  als  in  schiefer  nnd  centraler  I*ro- 

Jcction  gezeigt.    Endlich  soll  in  jenem  Teile  auch  die  Bestirnrnua^ 

der  Stärke  der  Beleucbtung  in  den  einzelnen  FlächenelementeD, 

<l.  h.   die  Constrnction  der  Linien  gleicbcr  Helligkeit,   sowie  das 

Wichtigste  Über  die  Ausführung  der  Schattirung  mitgeteilt  werdco. 

Die  Schrift  ist  klar  und  leicht  verständlich  abgefasst   ^ii^ 

liictct  mehr  als  der  Titel  sagt,  insofern  sie  auch  die  Constniction 
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der  betrachtetea  Körper  und  deren  Durcbdringen  mit  eiDander 
uueiaaDderaetzL  Die  Tafeln  aiad  mit  grosser  Sorgfalt  auB- 
^erahrt  Rg. 


W.  Fiedler.     Zor  Geschichte  und  Theorie  der  elemen- 
taren Abbildungsmethoden.    Woirz.  XXTU.  125-175. 

Unter  eiemeDtareD  Äbbildungs-  (Projections-)  Methoden  sind 
hier  die  sieb  an  den  nattlrlicbeD  Sebvorgang  aDacbliessenden  ver- 
staodeD.  Zunächst  werden  die  veracbiedenartigen  Anforderungen 
besprochen,  die  an  diese  Abbildungen  zu  stellen  sind,  je  nacbdem 
sie  mathematiHchen ,  tecbnischeti  oder  ktlnstlerischen  Zwecken 
dieaen  sollen.  Die  beiden  letzteren  führten  schon  t)ei  den  Grie- 
then  ZQ  einer  gewissen,  wenn  auch  matbematiBCb  rohen  perspec- 
lirischen  Baunianachanung.  Besondere  Wichtigkeit  verdient  des 
Weileren  die  künstlerische  (Hoch-  und  Flach-)  Relief bildnerei 
Tum  Altertham  bis  in  die  neuere  Zeit,  die  unbewnsst  gewisse 
maiheniatische  Constructionsregeln  involvirt.  Hieran  knüpft  sich 
die  Erörterung  der  Streitfrage,  ob  und  in  wie  weit  die  geome- 
tmcben  R^eln  der  Reliefpcrspective  dem  Künstler  Überhaupt 
oatzlich  seien  (da  ja  in  praxi  das  ProjectionsceDtrum  ein  stets 
beffegiiches  ist),  das  zu  Gunsten  der  Geometrie  entschieden  wird. 
Dabei  wird  die  weniger  bekannte  Tatsache  erwähnt,  dass  ein 
Miler  lirejsig  die  Regeln  dieser  Reliefpcrapectiye  schon  24  Jahre 
Tor  Poncelet  (nenn  auch  in  unmathematischer  Form)  aufgestellt 
bt,  was  letzlerer  erst  anerkannte,  später  aber  wieder  in  Ab- 
rede stellte.  Der  Herr  Verfasser  macht  übrigens  darauf  aufmerk- 
um,  wie  man  die  oft  gerügten  Mängel  dieser  Perspective,  d.  h. 
ihre  unnatürlichen  Schlagschatten  und  den  Mangel  an  eigenttlm- 
licben  Schatten,  durch  geeignete  Beleuchtung  wenigstens  theoretisch 
beseitigäu  kann. 

Es  folgen  die  Ansichten,  die  sich  der  Herr  Verfasser  im 
Verlauf  seiner  Lehrthätigkeit  über  den  Vorgang  der  natttrlicbcn 
Abbildung  der  Objecte  im  Auge  gebildet  hat.  Ansiebten,  die  sich 
deu  pbjsiologisch-psychologisehen  Aufstellungen  der  neuerea  Zeit 
aoscbliesaen.      Mathematisch    genommen   erteilt  er  der  Central- 
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projection  vor  deo  anderen  den  Vorzug,  allgemeiner  derjenigen 
Methode,  die  sieh  nar  einer  Projectionsebene  bedient.  Nunmehr 
wendet  sich  der  Herr  Verfasser  zum  Hauptgegenstande,  zu  der 
Frage,  wie  sich  von  der  Centralprojection  aus  die  Abbildung  durch 
reciproke  Radien  und  damit  die  ganze,  von  dieser  Abbildung  ja 
beherrschte  Oeometrie  der  Kreis-  und  Kugelsysteme  behandelo 
lasse.  Die  Antwort  lautet  „mittelst  der  Gjklographie'',  d.  h.  mit- 
telst der  Abbildung  der  Punkte  des  Raumes  auf  die  Kreise  einer 
festen  Ebene,  indem  jedem  Raumpunkte  der  Distanzkreis  der 
Orthogonalprojection  (des  Punktes  auf  die  Ebene)  zugeordnet 
wird.  Der  Herr  Verfasser  giebt  ein  Selbstreferat  über  sein  unter 
dem  Namen  der  „Cyklographie"  neuerdings  erschienenes  Buch. 
Da  über  letzteres  in  diesem  Jahrbuch  im  folgenden  Capitel  referirt 
ist,  so  möge  nur  einiges  Wenige  hier  hervorgehoben  werden. 
Einer  Geraden  im  Räume  entspricht  ein  System  von  Kreisen 
mit  einerlei  Centrale  und  gemeinsamem  Aehnlichkeitspunkt;  das 
räumliche  Bild  aller  Kreise  der  festen  Ebene  durch  einen,  resp. 
zwei  Punkte  ist  ein  zur  Ebene  orthogonal-symmetrischer  KegeK 
resp.  eine  solche  gleichseitige  Hyperbel.  Das  Bild  der  Kreise 
mit  demselben  Orthogonalkreis  ist  ein  gleichseitiges  zur  Ebene 
symmetrisches  Rotationshyperboloid  etc.  Die  Durchdringungs- 
curven  der  hier  auftretenden  Flächen  sind  nur  Gerade  und  Kegel- 
schnitte. Letztere  treten  hier  einmal  als  Orte  der  Centra  von 
sich  nach  gewissen,  sehr  mannigfaltigen  Bedingungen  bewegen- 
den Kreisen  auf,  andererseits  als  Centralprojection  des  Kreises, 
was  zu  ihren  projectivischen  Eigenschaften  führt. 

Zu  der  Methode  der  reciproken  Radien  (Inversion)  gelangt 
man  hierbei  so.  Zwei  Kreise  der  festen  Ebene  bestimmen  ein 
Kreisbtischel,  dessen  Bild  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist.  Der 
Durchstosspunkt  der  Hyperbelaxe  und  der  Centrale  des  Kreis- 
büschels liefert  durch  die  entsprechende  Hyperbelordinate  den 
einen  der  beiden  Potenzkreise  der  gegebenen:  in  Bezug  auf  den 
Potenzkreis  als  Directrix  sind  dann  die  beiden  gegebenen  Kreise 
Bilder  in  der  Inversion.  Durch  Drehung  der  Kreise  in  der  Ebene 
um  ihre  Durchmesser  gelangt  man  zur  räumlichen  Inversion,  um- 
gekehrt beim  Rückgang  auf  eine  Dimension  zur  Involution.    Ms 
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bezeiehneodste  Anwendung  der  Cyklograpbie  dient  die  vom  Ueirn 
Verfasser  nneh  vielfach  erweiterte  Figur  des  Feuerbach 'selten 
Ereises. 

Als  Anbaag  treten  nocb  zwei  Ergänzungen  zum  Vorigen  auf: 
einmal  wird  der  Dualität  in  der  Cyklograpbie  ibre  wichtige  Stelle 
zugewiesen,  sadann  die  Möglichkeit  der  Ausdehnung  der  ganzun 
Betrachtungen  auf  den  Kaum  von  vier  Dimensionen  mitgeteilt, 
eiD  Gebiet,  auf  dem  schon  Herr  Verooese  mit  Erfolg  vorgeschrit- 
ten war.  Uy. 


G.  Haück.  Perspectivische  Studien.  (Nachtrag  za  dem 
Aufsätze:  „Ueber  die  Grundprincipien  der  Linenr- 
perBpective«  iu  Schlömilch  Z.  XXVI.  273).   Sohiömiict  z. 

SIVII.  236-248. 
Die  vorliegeode  Arbeit  (s.  auch  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  4f>7) 
zerfällt  in  vier  Paragraphen: 

I.  Die  Abbildung  von  krummSitchigen  Objecten. 

II.  Die  conform  perspectivische  Abbildung. 

III.  De  la  Goumerie's  Restitutionstheorie, 

IV.  Kritik  der  ReBtitutionstheorie. 

lo  den  beiden  ersten  Paragraphen  vertritt  der  Verfasser  in 
Te  berein  Stimmung  mit  de  la  Gournerie  (Traitä  de  Perspective 
lineaire,  livre  V.:  Theorie  des  effeta  de  perspective)  die  Ansicht, 
daas  die  perspectivische  Darstellung  krummfiäcbiger  Objecto  eine 
beaoDdere  Behandlung  verlange,  indem  hier,  nicht  wie  bei  Ober- 
flächen mit  geraden  Kanten  das  CoUineationsprincip,  Bondern  dun 
der  Conformität  dominire.  Den  Beweis  fUr  die  Richtigkeit  dia-^ei- 
Ansieht  findet  der  Verfasser  in  der  Uebereinstimmung  mit  dor 
KoDstpraxis  und  der  Unmöglichkeit  der  nach  den  strengen  Regeln 
iw  Linearperspective  erhaltenen  Bilder. 

Letztere  Wiseenscbaft  bleibt  aber  auch  die  Erklärung  dafür 
schuldig,  dass  anerkannt  gute  Bilder  auch  von  einem  falschen, 
dem  Ängenpuukte  nicht  einmal  nahe  gelegenen  Funkte  factiscli 
'inen  guten  Eindruck  machen.  Scbon  de  la  Gournerie  auclito 
die  Frage  zu  beantworten ,  welehea  räumliche  System  iu  diesem 
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Falle,  von  allen  möglichen,  der  Beobachter  als  das  beste  in  seiner 
Vorstellang  restitnire.  (Siehe  insbesondere  Capitel  I.  und  II.)-   Es 
war  ihm  bekannt,   dass  alle  räumlichen  Systeme,   welche  unter 
Voraussetzung  eines  oder  verschiedener  Augenpunkte  einem  und 
demselben  Bilde  angehören,  unter  sich  collinear  sind,  und  er  ge- 
langte zu  dem  Resultate,  dass  von  allen  diesen  Systemen  dasjenige 
restituirt  werde,  in  dem  horizontale  Ebenen  ebenfalls  horizontalen 
Ebenen  des  Originals  zukämen.    Die  ausführliche  Darlegung  dieser 
Dinge  bildet  den  Inhalt  des  dritten  Paragraphen.    Der  Verfasser 
selbst   gelangt  jedoch    im    vierten  zu  einem   wesentlich  andern 
Ergebnis.     Herr  Wiener  hatte  in  einer  Privatcorrespondenz  mit 
dem  Herrn  Verfasser  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  fQr  eioe 
Stellung  des  Auges  unterhalb  der  Abbildung  des  hintern  Randes 
der  begrenzten  Bodenfläche  die  Restitution  der  Bodenfläche  durch 
das  Unendliche  hindurch  gehen  und  hinter  dem  Rücken  des  Beob- 
achters endigen  wtlrde,  vorausgesetzt,  dass  de  la  Gournerie's  An- 
sicht die  richtige  sei,  was  allerdings  evident  ist.     Herr  Wiener 
nimmt  daher  an,  dass  die  vom  Auge  ausgeführte  Restitution  ein 
dem  Original   affines  System   sei,    und   zwar   dasjenige,  dessen 
Affinitätsrichtung  die  Verbindungslinie  des  falschen  Standpunktes 
mit  dem  richtigen  sei.    Obgleich  der  Verfasser  anerkennt,  dass 
hierdurch  viel  gebessert  sei,   kann  er  sich  zu  dieser  Annahme 
doch  nicht  bequemen,  da  Neigungswinkel  von  30  —  45  Grad  für 
ursprünglich  horizontale  Ebenen,    bei   der   in  unseren  Zimmern 
üblichen  Aufhängung   der  Bilder,    nichts  Seltenes   sein    würde. 
Seine  Ansicht  geht  nun  dahin,  dass  sehr  wohl  auch  vom  excen- 
trischen  Standpunkte  das  wirkliche  Object  restituirt  werden  könne, 
indem  die  Restitution  entgegen  der  de  la  Goumerie'schen  An- 
nahme  nicht   durch  Vermittelung   einer    sinnlichen   Illusion   vor 
siqh  geht,  sondern  vielmehr  durch  eine  Handlung  des  Verstandes 
die   Bilder  in  unserer  Vorstellung  sich  so  verkörpern,  wie  wir 
erfahrungsgemäss  die  Gegenstände  in  der  Wirklichkeit  anzutreffen 
gewohnt  sind.  Rg. 
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("   Reuschle.      Die  Deckeleniente.    Stuttgart.  Metrler. 

In  OrtbogoualprojectioD  fallen  für  einen  Dechpunkt  und  eine 
üeekgerade  die  Projectionen,  fUr  eine  Deekebene  die  Spuren  v.n- 
saiiimen.  Eine  Gerade,  deren  Spuren  vereinigt  licgeo,  nennt 
der  Verfasser  syraptütische  Gerade.  Deckpunkte  und  Deckgeraiic 
liesen  hiernach  in  der  Halbirungsebene  des  zweiten  (oder  Tiertni) 
Quadranten,  der  „zweiten  Median eliene",  Deckebenen  und  sym- 
plotiBche  Gerade  stehen  seukrecbt  zu  jener  Ebene.  Der  VerfanKiT 
filhrt  des  Weiteren  aus,  wie  in  gewisser  Weise  das  Reciprocitäts- 
firiacip  in  der  Orthogonal projection  zur  Geltung  komme,  indiui 
die  raumlicbe  Reciprocitftt  der  Gebilde  sich  wiederspiegele  in 
einer  ebenen  Reeiprocität  der  Spuren  und  Projectionen  bei  der 
Bbene  und  dem  Punkte,  und  femer  bei  der  Geraden  und  der 
,  (leraden  als  sich  selbst  dualistisch  gegenüberstehender  Gebilde. 
Merent  bat  in  einer  in  Scblömileh  Z.  (Bd.  XXXVIII.  p.  137)  ct- 
^hieocDen  Recensioo,  auf  die  hier  verwiesen  werden  möge,  einige 
bedenken  gegen  die  Begründung  dieser  Beziehungen  geäussert. 
DieScbrift  bietet  viel  Interessantes  namcntlicb  in  der  Benutzung  der 
Deckelemente  in  der  Gentralprojection,  so  dass  sie  von  jeileiu 
dfr  darstellenden  Geometrie  Nahestehenden  Beachtung  verdient. 


^V,  Fiedler.  Geometrische  Mitteilungen.  III.  Das  Pro- 
blem der  Kegelquerschnitte  in  allgemeiner  Form,  nebst 
Bemerkungen  zum  Problem  des  Apollonius.  Wolf  z. 
SSIV.  190-204.  1879. 

W.  Fiedler.  Geometrische  Mitteilungen.  IV.  Neue  ele- 
mentare Projectionsmethoden.   Wolfz.  xxiv.  205-^6.  itiTf). 

W,  FjEDLKH.  Grcometrische  Mitteilungen.  V.  Ein  neuer 
Weg  zur  Theorie  der  Kegelschnitte.    Wolf  Z.  xxv.  217-2.'";. 

^'.Fiedler.  Zusätzliche  Bemerkungen  zu  „Geometrische 
Mitteilungen.  V."    woifz.  xxv.  403-409. 
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W.  FiEDLKR.      Vom    Schneiden    der    Kreise    unter    be- 
stimmten  reellen   und   nicht  reellen   Winkeln.    WolfZ. 

XXVI.  1-4. 

Die  MitteilungCD  III.  und  lY.,  auf  die  wir  in  Ergänzung  der 
Referate  F.  d.  M.  XI.  (1879)  438  u.  386  nochmals  zurückkommen, 
hängen  durch  eine  neue  Art  der  Behandlung  des  Apollonischeo 
Problems  zusammen,  die  auf  der  Durchdringung  von  Kegeln  zweiten 
Grades  beruht.  Zunächst  wird  in  III.  in  Centralprojection  die  Cod- 
struction  eines  ebenen  Querschnitts  einer  Kegelfläche  entwickelt,  die 
durch  ihren  Scheitel  und  eine  ebene  Leitcurve  gegeben  ist.  Diese 
Gonstruction  liefert  mittelst  der  beiden  Systeme  der  convergenten 
und  der  parallelen  Gegenaxen  direct  nicht  blos  die  Bilder  der  un- 
endlichen Aeste,  sondern  auch  die  unendlichen  Aeste  des  Bildes. 
Obschon  dieses  Problem  elementar  ist,  so  dürfte  doch  die  Behand- 
lung desselben  in  so  vollständiger  Weise  neu  sein  und  dabei  an 
Einfachheit  Nichts  zu  wünschen  übrig  lassen.  Die  in  ganz  analoger 
Weise  mögliche  Unterscheidung  und  Bestimmung  der  Bilder  der  un- 
endlichen Aeste  oder  der  unendlichen  Aeste  des  Bildes  auch  für  die 
Durchdringungscurve  von  zwei  Kegelflächen  führt  den  Verfasser 
dann  durch  Specialisirung,  indem  namentlich  die  Durchdringungs- 
curve zweier  Kegel  als  in  einen  unendlich  fernen  und  einen  end- 
lichen Kegelschnitt  zerfallend  angesehen  wird,  zu  der  Gergonne'- 
schen  Lösung  des  erweiterten  Apollonischen  Problems,  welches 
in  folgender  Form  auftritt:  Gegeben  sind  drei  parallele  Kegel 
zweiten  Grades;  gesucht  wird  die  Bestimmung  eines  vierten 
Kegels  zweiten  Grades,  der  jeden  der  drei  Kegel  längs 
einer  Erzeugenden  berührt,  und  dessen  Spurkegelschnitt  zu  den 
Spurkegelschnitten  der  drei  Kegel  ähnlich  und  ähnlich  ge- 
legen ist. 

In  Mitteilung  IV.  wird  gezeigt,  in  wiefern  in  der  Central- 
projection die  Raumelemente  durch  das  feste  Centrum  und  durch 
zwei  feste  Ebenen,  die  Bildebene  und  die  unendlich  ferne  Ebene, 
bestimmt  werden.  Hiervon  ausgehend,  gelangt  Herr  Fiedler 
dadurch  zu  einer  neuen  Projection,  für  welche  er  das  Epitheton 
„elementar^  rechtfertigt,  dass  er  an  Stelle  der  bei  der  gewöhn- 
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licheD  Central projection  benutzten  nnendlicb  fernen  Ebene  irgend 
eine  andere  Ebeoe  setzt,  die  die  Bildebene  id  einer  gegebenen 
Ueraden  und  unter  einem  gegebenen  Winkel  scbneidet.  Bei 
spieUweiee  wird  bei  dieser  Prqjectioa  das  Bild  einer  Geraden  </ 
auf  folgende  Weise  bestimmt.  Die  Gerade  g  schneide  die  Bild- 
ebene in  S,  die  zweite  Ebene  in  U.  Das  Bild  von  U  in  der 
Bildebene,  d.  b.  der  Punkt,  wo  die  Bildebene  von  der  Verbin- 
dungslinie TOD  V  mit  dem  Projectionscentrum  C  geschnitten 
frird,  heisse  V.  Dann  ist  SU'  dag  Bild  Ton  g.  Diese  all- 
lemeine  Centralprojection  ist  einerseits  durch  ibre  projectivo 
Allgemeinheit  tod  Wicbtigheit,  andererseits  auch  durch  die  neuen 
TnnneD  eioer  daraus  entspringenden  Orthogonalprojection.  Von 
diesem  neaen  Standpunkte  aus  werden  dann  die  Elemente  der 
darstellenden  Geometrie  mit  Heranziehung  geeigneter  Beispiele 
entwickelt.  Weiterhin  wird  darauf  aulmerksam  gemacht,  wie 
man  jedem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  einen  Kreis  der  Bild- 
ebene dadurch  zuordnen  kann,  dass  man  von  dem  Punkte  auT 
die  Bildebene  das  Lot  fällt  und  um  den  Fusspnnkt  desselben  mit 
der  Länge  dieses  Lotes  den  Kreis  beschreibt.  Diese  Abbildung  der 
Paukte  des  Raumes  darch  die  Kreise  der  Bildebene  führt  sofort 
zn  einer  grossen  Reihe  interessanter  Anwendungen  auf  Kreis- 
bflachel  und  Kreisnetze,  und  namentlich  auch  zu  der  in  der  Mit- 
teilung in.  durchgeführten  F^sung  des  Apollonischen  Problems 
als  einer  Kegeldurcbdringung.  Durch  diese  Momente  können 
die  Mitteilungen  III.  und  IV.  als  Vorläufer  von  des  Verfassers 
grösserem,  „Cyklographie"  betitelten,  Werke,  (rgl,  das  betreffende 
Keferatin  Abschn.  VIII.  Cap.f).  A.)  angesehen  werden.  Am  Schluss 
der  Mitteilung  IV.  weist  Herr  Fiedler  auf  die  erste  grosse  Gruppe 
der  SteinerVheu  Arbeiten  hin,  da  er  damals  noch  glaubte,  daHa 
Simer  1825  durch  die  eben  erläuterte  Abbildungsmethode  zu  seinen 
uhlreichen  Resultaten  Über  die  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  ge- 
langt sein  mUsse,  und  dasa  diese  Knt Wickelungen  in  seinen  gesammel- 
ten Werken  an  das  Licht  treten  würden.  Als  Herr  Fiedler  aber 
hemerkte,  dass  dies  nicht  der  Fall  sei,  zögerte  er  nicht  länger, 
an  eine  umfassende  Durchführung  seines  Gedankens  zu  geben 
(tgl.  Referat  zur  „Cyklographle"),  um  endlich  dem  mathemati- 
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sehen  Publikum  die  Methoden  auBfObrlicb  darzulegen,  [deren 
Spuren  man  schon  seit  seiner  1860  erschienenen  Dissertation  iD 
allen  seinen  darstellend-geometrischen  und  projectiv-geometrisehen 
Publicationen  verfolgen  kann,  und  um  zugleich  die  Fruchtbarkeit 
dieser  Methoden  ftlr  alle  Kreis-  und  Kugelanfgaben  zu  zeigen. 
Zunächst  setzte  er  jedoch  in  zwei  kleineren  Abhandlungen,  näm- 
lich der  dritten  und  vierten  von  den  ftlnf  oben  dem  Titel  nach 
zusammengestellten  Mitteilungen,  theoretisch  und  durch  Beispiele 
erschöpfend  auseinander,  wie  die  geometrische  Theorie  der 
Kegelschnitte  und  überhaupt  die  Grundlage  der  projectiven 
Geometrie  auf  das  Natürlichste  aus  seiner  Centralprojection  her- 
vorgehe. 

Eine  weitere  Notiz,  betitelt  „Vom  Schneiden  der  Kreise  u.s.w.", 
zeigt,  wie  die  in  den  Mitteilungen  III.  bis  V.  entwickelte  Abbil- 
dung der  Punkte  des  Raumes  durch  die  Kreise  einer  Ebene 
eine  einfache  und  consequente  Anschauungsform  für  das  System 
der  Kreise  giebt,  die  einen  gegebenen  Kreis  unter  vorgeschriebe- 
nem Winkel  schneiden,  und  wie  sich  aus  derselben  Lineal- 
und  Zirkelconstructionen  zur  Lösung  aller  Winkelschnittprobleme 
leicht  ableiten  lassen.  Seht 


W.  Fiedler.  Cyklographie  oder  Construction  der  Auf- 
gaben über  Kreise  und  Kugeln,  und  elementare  Geo- 
metrie der  Kreis-  und  Kugelsysteme.    Leipzig.  Teabner. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Capi  5.  A. 


E.  Lebon.  Solution  de  la  question  de  göometrie  de- 
scriptive  propos^e  au  concoursd'agrdgation  deTenseigne- 
ment  special  en  1880.    Nouv.  add.  (3)  l.  269-274. 

Es  seien  gegeben  zwei  verticale  Ebenen,  welche  sieb  unter 
einem  beliebigen  Winkel  schneiden.  Durch  einen  willkürlichen 
Punkt  ihrer  Schnittlinie  lege  man  eine  Schaar  von  Ebenen,  welche 
die  beiden  ersten  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  treffeo; 
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and  bestimme  die  Enveloppe  dieser  Ebenen.     Dieselbe  ist  ein 
Kegel  zweiter  Ordnung.  Rg 


I  M.  Petzold.  Constructive  Lösung  der  Aufgabe:  Eine 
Gerade  zu  bestimmen,  die  zwei  durch  ihre  rechtwink- 
ligen Projectionen  gegebene  windschiefe  Gerade  unter 
vorgeschriebenen  Winkeln  schneidet.  Schlömilch  z.  xxvil. 

252-253. 

Der  Inhalt  erscheint  genügend  durch  den  Titel  charakterisirt. 

Rg. 

Leuoesdorp.     Solution  of  a  question  (5527).    Educ.  Times 

XXXVI.  64-65. 

Lösung  der  Anfgabe,  die  Seite  desjenigen  gleichseitigen 
Dreiecks  zu  bestimmen,  das  durch  orthogonale  Projection  eines 
gegebenen  Dreiecks  entsteht,  oder  das  ein  gegebenes  Dreieck 
zur  orthogonalen  Projection  hat.  Wn. 


E.  RoüCHi:.      Sur  Pintersection  de  Phyperboloide  de  rd- 
volution  et  d'une  droite.    Nouv.  Ann.  (3)  l.  97-99. 

M.  J.  Caron.     Sur  Pintersection  d'une  surface  de  r^volu- 
tion  du  second  ordre.    Nouv.  Ann.  (3)  i.  217-219. 

E.  Lebon.     Sur  Tintersection  d'une  droite  et  d'une  sur- 
face de  r^volution   du    second    ordre.    Nouv.  Ann.  (3)  i. 

219-220. 

Die  erste  Arbeit  gab  Veranlassung  zu  den  beiden  anderen. 
Während  Rouch6  den  Satz  beweist:  „Wenn  zwei  einschalige  Rota- 
tions-Hyperboloide U  und  ff,  ihre  Kehlkreise  S  und  S,  in  einer 
Ebene  P  haben,  so  ist  die  Projection  ihres  Durchschnitts  auf  eine 
M  P  parallele  Ebene  ein  Kreis",  zeigen  die  beiden  anderen 
Autoren,  dass  dieser  Satz  für  irgend  zwei  Rotationsflächen 
zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaftlichem  Hauptkreise  richtig  bleibt. 


494       VIIT.  Abschnitt.    Reioe,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

Soll  nun  der  Schnitt  einer  gegebenen  Rotationsfläche  mit  einer  Ge- 
raden bestimmt  werden,  so  lege  man  durch  diese  eine  zweite  Rota- 
tionsfläche derart,  wie  sie  im  Satze  verlangt  wird,  am  besten 
einen  Kegel  (Lebon).  Dann  hat  man  in  einer  Projection  die 
Schnittpunkte  als  Schnittpunkte  des  leicht  zu  bestimmenden 
Kreises  mit  der  Projection  der  Geraden.  Rg. 


V.  JarolImek.  üeber  die  Projection  der  Durchdringungs- 
curve  zweier  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  auf  die 
Ebene    der   beiden   Drehungaxen.    (Mit  5  lithograph. 

Figuren),    Gas.  XI.  179-191.  (BöhmlBch). 

Liegen   die  Axen  O  und  U  zweier  Rotationsflächen  zweiter 
Ordnung  P  und  R  in  einer  Ebene  n,  so  projicirt  sich  die  Dureh- 
driuguugscurve  der  Flächen  2  orthogonal  auf  die  Ebene  n  be 
kanntlich   in  einen   Kegelschnitt  £^ ,   welcher  dem  Kegelschnitt- 
büschel  angehört,  das  durch  die  Schnittcurven  von  rt  mit  F  und  R 
gegeben  ist.     Die  Abhandlung  enthält  nun  die  Untersuchung  des 
Kegelschnitts  2^,  insbesondere  seine  Classification  und  die  Mittel- 
punkts- und  Axen-Constructionen,  wobei  die  Anwendung  imaginärer 
Elemente  von  Interesse  ist.     Schneiden  sich  die  Axen  0  und  l\ 
so  ist  Jj  nur  dann  eine  Ellipse,  wenn  eine  von  den  Flächen  ein 
abgeplattetes  Ellipsoid  ist,  die  andere  aber  entweder  ein  eiförmiges 
Ellipsoid   oder  eine  unendliche  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung; 
sonst  ist   3,   immer  eine  Hyperbel,    welche  wohl    auch    in    ein 
Linienpaar  degeneriren  kann.     Im  Falle  P<^Ä  ist  die  Hyperbel 
2^  gleichseitig;    die  elliptische  Projection  2",    kann  dagegen  nie 
gleichseitig,  d.h.  kreisförmig  werden.  Zwei  gleichartige  Drehungs- 
Ellipsoide    geben  jedesmal    eine    hyperbolische    Projection  2*,. 
£^  ist  eine  Parabel,  wenn  die  Drehungsaxen  0  und  U  parallel 
sind;    die  Axe  derselben  ist  senkrecht  zu  0.    Der  Kegelschnitte, 
ist   im  Allgemeinen    auch    dann  reell,    wenn  die  ganze  Durcb- 
dringungscurve  2  der  Flächen  imaginär  ist;    nur  die  elliptische 
Projection  2^  kann  auch  imaginär  werden.  Std. 
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Lagüiere.      Constructions  göomötriques    de  la   taugeute 
et  du  rayon  de  courbure  des  sections  planes  du  tore, 

NouF.  Ann.  (3)  I.  561-566. 

Die  Ringfläche  wird  als  Enveloppe  von  Kugeln  constanten 
Halbmessers  gedacht,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  liegen. 
Da  die  Kugeln  sieh  bei  der  Parallelprojection  immer  als  Kreise 
abbilden,  führt  die  obige  Annahme  zu  Constructioncn  der  ge- 
wünschten Elemente  ohne  Einführung  von  Hülfsebenen,  welche 
zur  Ringebene  eine  specielle  Lage  haben.  Rg. 


'.Tesar.     Kinematische  Bestimmung  der  Contour  einer 
windschiefen  Schraubenfläche.    Wien.Ber.  Lxxx vi. 377-388. 

Ca  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Contour  einer  Ortho- 
gooalprojection  der  bezeichneten  Fläche  auf  eine  Ebene,  welche 
der  Schraubenaxe  parallel  ist.  Der  Verfasser  bestimmt  das  Mo- 
mentancentrum  C  für  eine  Lage  ab  der  Flächenerzeugenden;  dann 
ist  der  Fusspunkt  K  der  von  C  auf  ab  gefällten  Senkrechten  der 
p'esuchte  Berührungspunkt.  Sowohl  die  Curve  (/if)  als  der  Ort 
der  Momentancentra  (C)  werden  analytisch  untersucht.  Letztere 
Curve  besitzt  unendlich  viele  parallele  Asymptoten  senkrecht  zur 
Schraubenaxe,  deren  Abstand  von  einander  gleich  der  halben 
Schraubenhöhe  ist. 

Schliesslich  wird  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  sich 
mit  Hülfe  eines  gefundenen  Punktes  K  die  Tangenten  für  alle 
auf  der  Fläche  liegenden  Schraubenlinien  in  den  Punkten  der  zu 
ii  gehörigen  Erzeugenden  ohne  Weiteres  angeben  lassen. 


0.  MöLLiNGER.  Lehrbuch  der  wichtigsten  Kartenprojec- 
tionen  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  stereo- 
graphischen, ßonne'schen  und  Merkatorprojection.  Für 
höhere  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstunterrichte. 
Mit  50  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Zürich.  C.  Schmidt. 
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Mit  dem  vorliegenden  Lehrbuche  beabsichtigt  der  Verfasser 
allen  denjenigen,  welche  sich  für  das  Kartenwesen  interessiren, 
besonders  den  Schülern  höherer  Lehranstalten  und  solchen^  welche 
sich  mit  dem  Entwerfen  neuer  Karten  beschäftigen,  ein  Hälfsmittel 
zu  bieten,  durch  das  sie  in  den  Stand  gesetzt  werden,  sich  in 
möglichst  kurzer  Zeit  mit  den  wichtigsten  Methoden  vertraut  zu 
machen,  die  bei  der  Construction  von  Erd-  und  Himmelskarten 
zur  Anwendung  kommen. 

Der  Inhalt  der  verschiedenen  Abschnitte  ist  folgender: 

L    Die  stereographische  Projectionslehre. 

II.    Die  cylindrischen  Projectionen. 

IIL    Die  Kegelprqjectionen. 

IV.  Vergleichung  der  stereographischen  und  Bonne'schen 
Projectionsmethode. 

V.  Von  den  äquivalenten  Abbildungen. 

1)  Lamberts  normale  isocylindrische  Projection; 

2)  Aequivalente  Gylinderprojection  einer  Kugelzone; 

3)  Albers'  äquivalente  Kegelprojection; 

4)  Lamberts  äquivalente  Kegelprojection; 

5)  Projection  von  Bonne; 

6)  Die  äquivalente  Projection  von  Job.  Werner. 

VI.  Von  den  conformen  oder  orthomorphen  Abbildungen. 

VII.  Construction  des  Netzes  der  Erd-  und  Himmelsgloben. 
Mit  Ausnahme  der  Mereatorprojection,  bei  deren  Behandlung 

die  höhere  Analysis  zur  Anwendung  kommt,  sind  alle  Entwicke- 
lungen  elementar  gehalten.  Sehr  anzuerkennen  ist  die  Beigabe 
vieler  sorgfältig  durchgefllhrter  Beispiele  von  Kartenprojectionen, 
welche  es  auch  denjenigen  Lesern,  die  einem  eingehenden  Studium 
des  Buches  nicht  die  notwendige  Zeit  zu  widmen  im  Stande  sind, 
ermöglichen,  die  vorhandenen  Methoden  und  Formeln  für  ihre 
speciellen  Zwecke  zu  verwerten.  Rg. 


F.  E  Scheller.    Die  Theorie  der  geographischen  Netze. 

Zeitachr.  f.  d.  Realschulw.  VII.  20-31,  129-141. 

Eine  Übersichtliche  Darstellung  der  wichtigsten  in  der  karte- 
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graphiBchen  Praxis  vorkomraenden  Projectionsmethoden.  Hervor- 
zuheben ist  ein  hübscher  Beweis  fbr  den  Fundamentalsatz  der 
Lehre  von  der  stereographischen  Abbildung,  dass  sich  zwei 
Carven  in  der  Copie  unter  dem  nämlichen  Winkel  durchschneiden, 
wie  im  Originale  selbst.  Gr. 


F.  Hofmann.    Ein  elementar-geometrischer  Satz  als  Bei- 
trag zur  Theorie  des  stereographischen  Projection. 

Schlomilch  Z.  XVII.  383-384. 

Durch  Betrachtung  von  vier  Punkten  Aj  By  C,  D^  welche  in  einer 
Ebene  oder  im  Räume  (aber  auf  einer  Kugel)  liegen  können, 
erhält  der  Verfasser  den  Satz:  „Hält  man  zwei  Punkte  A,B  auf 
einem  festen  Kreise  K^,  sowie  einen  ausserhalb  /T,  beliebig  ge- 
legenen Punkt  C  fest,  legt  dagegen  durch  einen  auf  der  Peri- 
pherie K^  beweglichen  Punkte  die  Kreise üf,,  welcher  D  mit  Bund  C, 
sowie /T,,  welcher  D  mit  A  und  C  verbindet,  so  schliessen  diese  ver- 
änderlichen  Kreise  K^,  K^  einen  constanten  Winkel  ein.""  Mit 
HQlfe  dieses  Satzes  wird  in  sehr  anschaulicher  Weise  die  be- 
kannte Eigenschaft  der  stereographischen  Projection  nachgewiesen, 
dass  jedem  Kreise  auf  der  Kugel  wieder  ein  Kreis  im  Bilde 
entspricht.  Rg. 


Capitel  6. 

Neuere  syiithetiscbe  Geometrie. 

A.    Allgemeines. 

L.  Cremona.     Elemente  der  projectivischen    Geometrie. 
Deutsch  von  Trautvetter.    Stuttgart.  Cotta. 

Dieses  Werk  ist  bis  auf  einige  von  dem  Verfasser  selbst 
gewönschte  Aenderungen  eine  üebersetzung  des  italienischen 
Originals.  Es  soll  dazu  dienen,  AnPänger  auf  einem  anregenden 
und  raschen  Wege  in  die  projective  Geometrie  einzuführen,  uud 

Fortschr.  d.  Math.  XIV.  2.  32 
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ist  in  erster  Linie  für  Studirende  an  technischen  Hochschulen 
bestimmt,  wo  die  graphischen  Methoden  der  Berechnungen 
immer  grössere  Wichtigkeit  erlangen.  Der  Leser  wird  nun  so- 
gleich in  die  perspectiven  Beziehungen,  die  CoUineation  und  Re- 
ciprocität  eingeführt,  und  dann  erst  geht  der  Verfasser  auf  die 
harmonischen  Gebilde  ein,  welche  mit  Hülfe  des  vollständigen 
Vierecks  definirt  werden.  Die  Sätze  über  das  Doppelverhältnis 
von  vier  Elementen  eines  Ornndgebildes  werden  dann  aufgestellt 
und  hierdurch  wird  die  Grundlage  gewonnen,  die  allgemeine 
Projectivität  von  Grundgebilden  der  ersten  Stufe  zu  definiren. 
Dieser  Gang  der  Ent Wickelung  ist  vorzüglich  geeignet,  dem 
Studirenden  sogleich  die  Schönheit  und  Fruchtbarkeit  der  synthe- 
tischen Geometrie  vor  Augen  zu  fuhren,  ohne  ihn  erst  durch 
lange  einleitende  Betrachtungen  und  Definitionen  zu  ermüden. 
Nachdem  die  besonderen  Fälle  der  projectiven  Beziehungen,  wie 
Aehnlichkeit  und  Involution,  besprochen  worden  sind,  werden 
die  projectiven  Gebilde  am  Kreise  studirt  und  dieselben  nach 
dem  Vorgange  Steiner's  durch  CoUineation  auf  die  Kegelschnitte 
übertragen.  Von  besonderem  Werte  sind  die  vielen  Constructions- 
aufgaben  und  die  historischen  Notizen.  W.  St. 


M.  Pasch.     Vorlesungen  über  neuere  Geometrie. 

Leipzig.    Tenbner. 

Nachdem  F.  Klein  bewiesen  hat,  dass  die  projective  Geo- 
metrie unabhängig  ist  von  dem  Parallelentheorem  und  die  Ein- 
führung der  Coordinaten  in  die  Geometrie  keine  Massbestim- 
mungen erheischt,  hat  eine  systematische  auf  der  unmittelbaren 
Anschauung  beruhende  Entwickelung  der  projectiven  Geometrie 
in  dem  nicht- euklidischen  Räume  bisher  nicht  stattgefunden.  Diese 
Lücken  in  der  mathematischen  Literatur  hat  der  Verfasser  mit 
grossem  Erfolge  ausgefüllt.  Er  erblickt  in  der  Geometrie  nichts 
weiter  als  einen  Teil  der  Naturwissenschaft,  und  geht  von  beo- 
bachteten Tbatsachen  aus.  Demgemäss  wird  eine  gerade  Linie 
oder  eine  Ebene  nicht  weiter  erklärt  oder  definirt,  sondern  es 
werden  die  Grundeigenschaften  dieser  Gebilde,  wie  sie  etwa  der 
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Beobachtaa^  eotsprechen,  in  einer  Reihe  von  Grundsätzen  aus- 
gesprochen. Mit  Hülfe  derselben  werden  dann  auf  dem  Wege 
strenger  Beweisführung  die  abgeleiteten  Sätze  oder  Lehrsätze 
gefunden.  Nachdem  zunächst  von  eigentlichen  Punkten,  Geraden 
nnd  Ebenen  gesprochen  wurde,  werden  Strahlenbtlschel,  Ebenen* 
bOsehel  und  Strahlenbündel  definirt;  die  Elemente  dieser  Gebilde 
siod  ooDstrairbar,  ohne  den  Träger  zu  kennen,  welcher  überhaupt 
Dicht  zu  existiren  braucht.  Aus  dem  letzten  Falle  ergiebt  sich 
die  Definition  der  uneigentlichen  Elemente,  welche  durch  Mass- 
bestimmungen unerreichbar  sind,  aber  in  der  projectiven  A(i- 
gehauung  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  eigentlichen  Elemente. 
Die  perspective  Beziehung,  die  Beciprocität  und  die  Congruenz 
TOD  Figuren  werden  ausführlich  erörtert.  Letztere  führt  auf 
das  «absolute  Polarsystem^, ,  von  welchem  die  Massverhältnisse 
abhängen.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Herstellung  des 
«Doppelverhältnisses^  von  vier  Elementen  eines  einfachen  Grund- 
gebildes; es  wird  zur  Herleitung  der  projectiven  Coordinaten 
verwendet  W.  St. 


J.  Wenck.     Die  synthetische  Geometrie  der  Ebene. 

Leipzig-Heidelberg.    G.  F.  Winter. 

Das  Buch  ist  für  Anfänger  bestimmt,  welche  sich  diejenigen 
KenDtnisse  in  der  neueren  oder  synthetischen  Geometrie  aneignen 
wollen,  die  sie  haben  müssen,  um  die  darauf  basirenden  Vor- 
träge in  der  höheren  Mathematik,  der  darstellenden  Geometrie 
und  graphischen  Statik  mit  Erfolg  hören  zu  können.  Diesen 
Zweck  erfüllt  das  Buch  vollkommen.  In  dem  ersten  Abschnitt 
werden  sehr  ausführlich  mit  Benutzung  der  Doppelverhältnisse 
die  grundlegenden  Begriffe  und  Sätze  über  projective  und  iovo- 
lutorische  Punktreihen  und  Strahlbüschel  entwickelt.  Der  zweite 
Abschnitt  behandelt  das  vollständige  Viereck  und  Vierseit,  die 
damit  in  Zusammenhang  stehenden  Involutionen,  sowie  die  auf 
das  Product  von  drei  Strecken-  oder  drei  Sinus-Verhältnissen 
bezüglichen  Dreieckstransversalen-Sätze.  Der  dritte  Abschnitt  ist 
den  allgemeineren  Verwandtschaften  der  Gollineation^  der  Affiui- 

32* 
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tat,  der  Äehnlichkeit  und  der  CoDgruenz  gewidmet.  Eigentüm- 
lich ist,  dass  der  Verfasser  in  den  nächsten  vier  Abschnitten  die 
Errungenschaften  der  vorhergehenden  drei  Abschnitte  zunächst 
nur  für  den  Kreis  verwertet.  Es  werden  also  hier  die  harmoni- 
schen und  polaren  Eigenschaften  des  Kreises,  die  aus  pro- 
jectiven  Punktreihen  oder  Strahlbttscheln  resultirenden  Construc- 
tionen  des  Kreises,  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon,  dann 
auch  die  Theorie  der  Chordalen  und  Aehnliohkeitspunkte  und 
endlich  die  Eigenschaften  der  dem  Kreise  coUinear  verwandten 
Figuren  entwickelt.  Erst  der  letzte  Abschnitt  enthält  die  wich- 
tigsten Eigenschaften  des  allgemeinen  Kegelschnitts,  und  zwar 
wird  der  Kegelschnitt  zuerst  als  coUinear  verwandte  Figur  des 
Kreises  und  erst  in  zweiter  Linie  als  Erzeugnis  projectiver 
Punktreihen  und  Strahlbüschel  aufg^fasst.  Seht. 


G.  A.  V.  Pkschka.    Darstellende  und  projective  Geometrie. 

Mit  einem   Atlas.     Wien.    C.  Gerold's  Sohn. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  4.  p.  481. 


W.  Fiedler.  Cyklographie  oder  Construction  der  Auf- 
gaben über  Kreise  und  Kugein,  und  elementare  Geo- 
metrie der  Kreis-  und  Kugelsysteme.    Leipzig.  Teubner. 

Der  alte  Gedanke  des  Herrn  Verfassers  (vgl.  das  Referat  zu 
den  geometrischen  Mitteilungen  III.  u.  IV.  p.  489  ff.  dieses  Bandes), 
dass  alle  Kreissätze  und  Kreisaufgaben,  welche  die  Bedingungen 
des  Berührens  oder  des  Schneidens  unter  gegebenem  oder  constan- 
tem  Winkel  mit  gegebenen  Geraden  oder  Kreisen  enthalten,  sich 
naturgemäss  aus  gewissen  Grundanscbauungen  der  darstellenden 
Geometrie  entwickeln  lassen,  und  dass  bei  dieser  Entwickelung  nur 
elementare  HUlfsmittel  angewandt  zu  werden  brauchen,  ist  in  dem 
vorliegenden  Buche  klar  und  eingehend  durchgeführt.  Das  Buch 
eignet  sich  daher  einerseits  für  den  Lernenden,  indem  es  ihn  auf 
bequemem,  aussichtsreichem  Pfade  zu  den  reichen  Schätzen  fübrt, 
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die  uus  Steiner,  ohne  uns  den  Weg  zu  ihnen  zu  verraten,  hinter- 
lassen hat,  andererseits  auch  ftlr  den  geschulten  geometrischen 
Theoretiker,  indem  es  ihm  eine  einheitliche,  innerlich  consequente 
Methode  zeigt,  welche  ihm  die  Resultate  von  Steiner  ttber  Kreis* 
eigenscbaften  und  Kreisaufgaben  in  neuem  Lichte  erscheinen 
lässt,  und  ihm  zugleich  die  Ueberzeugung  erweckt,  dass  man 
mit  denselben  Forschungsmitteln  auch  zu  vielen  verwandten  Re- 
sultaten muss  gelangen  können. 

Die  Methode  des  Verfassers  beruht  im  Wesentlichen  darauf, 
dass  er  jedem  Punkte  A  des  Raumes  denjenigen  Kreis  in  einer 
Ebene  (der  Bildebene)  zuordnet,  dessen  Üentrum  der  Fusspunkt 
des  von  dem  Punkte  A  auf  die  Bildebene  gefällten  Lotes  ist,  und 
dessen  Radius  gleich  der  Länge  dieses  Lotes  ist.    Dadurch  wer- 
den umgekehrt  jedem   Kreise  der  Bildebene   freilich  nicht   ein 
Punkt  des  Raumes,  sondern  zwei  zu  dieser  Bildebene  oilhogonal- 
symmetrisch  liegende  Punkte  des  Raumes  zugeordnet,  die  man 
an  der  Peripherie  des  Kreises  durch  Angabe  des  Drehungssinnes 
unterscheiden  könnte.    So  entsprechen  den  Punkten  einer  Geraden 
des  Raumes  die  sämmtlichen  oo*  Kreise  der  Ebene,  von  denen  je 
zwei  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Bildebene  zum  äussern 
oder  innern  Aehnlichkeitspunkte  haben  (lineare  Kreisreihe),  ferner 
den  oc'  Punkten  einer  Ebene  oc^  Kreise,  von  denen  je  zwei  ihren 
aassem  oder  innern  Aehnlichkeitspunkt  auf  der  Schnittgeraden  jener 
Ebene  mit  der  Bildebene  besitzen  (planares  Kreissystem);  und  man 
erkennt  sofort,  dass  vermöge  dieser  Abbildung  der  Satz,  dass  durch 
drei  Punkte  im  Räume  eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  zu  den 
beiden  Sätzen  führt,  welche  aussprechen,  dass  von  den  sechs  Aehn- 
liehkeitspunkten  dreier  Kreise  die  drei  äussern,  sowie  immer  zwei 
innere  und  ein  äusserer  in  gerader  Linie  liegen;   und  zwar  er- 
hält man  den  ersten  dieser  beiden  Sätze  aus  dem  Fall,  dass  die 
drei  Raumpunkte  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegen,  den 
zweiten  Satz  aus  dem  Fall,  dass  von  den  drei  Raumpunkten  nicht 
alle  drei  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegen.     Ferner  er- 
kennt man  sofort,  dass  die  Gerade,  in  welcher  die  ein  planares 
Kreissystem  erzeugende  Ebene  die  Bildebene  trifft,  von  allen  x>' 
Kreisen  dieses  Systems  unter  demselben  Winkel  geschnitten  wird. 
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der  reell  oder  imaginär  ist,  je  nachdem  der  Neigungswinkel  jener 
Ebene  gegen  die  Bildebene  grösser  oder  kleiner  als  4ö  Orad  ist; 
beträgt  dieser  Winkel  45  Grad,  so  wird  jene  Gerade  von  allen 
Kreisen  des  Systems  berührt.    Umgekehrt  füllen  die  Raumpnnkte, 
welche  die  sämmtlichen,  eine  gegebene  Gerade  unter  gegebenem 
Winkel  v  schneidenden  Kreise  liefern,  die  beiden  Ebenen   aus, 
welche   die  Bildebene  in  der  gegebenen  Geraden  unter  einem 
solchen  Winkel  a  schneiden,  dass  catga  =  cosv  ist.      Hiemach 
erscheinen  also  z.  B.  die  Kreise,  welche  drei  gegebene  Greradc 
unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden,    als   die  Bilder  der 
Schnittpunkte  dreier  Ebenenpaare.    Fügen  wir  noch  hinzu^  dass 
die  Baumpunkte,  welche  den  Kreisen  entsprechen,  die  einen  ge- 
gebenen Kreis  unter  gegebenem  Winkel   schneiden,  ein  gleich- 
seitiges   Rotationshyperboloid    bilden,    dessen    Hauptebene    der 
Bildebene  parallel  ist,  so  dürfte  das  Vorstehende  genügen,  um 
dem  Leser  dieses  Referats  eine  Vorstellung  von  dem  Zusammen- 
hang zu  geben,  der  zwischen  der  Fiedler'schen  Abbildung  der 
Raumpunkte  durch  die  Kreise  einer  Ebene  und  den  auf  Berüh- 
rung und  Winkelschnitt  bezüglichen  Kreisaufgaben  besteht.   Doch 
dürfte  es  die  Grenzen  eines  Referats  übersteigen,  wenn  hier  hin- 
zugefügt werden  sollte,  auf  welche  Weise  dieser  Zusammenhang 
in  dem  vorliegenden  Buche  auch  planimetrisch-constructiv  aus- 
gebeutet   ist.     Dagegen   dürfte    hier   eine   kurzgefasste  Inhalts- 
angabe der  in  den  einzelnen  Abschnitten  des  Buches  behandelten 
Theorieen  und  Aufgaben  am  Platze  sein. 

Die  Einleitung  entwickelt  die  Elemente  der  Methode  der 
Centralprojection  vom  Standpunkte  der  darstellenden  Geometrie 
aus,  um  diese  Methode  dann,  soweit  es  nötig  ist,  zur  construiren- 
deu  Verwertung  des  dem  Buche  zu  Grunde  liegenden  Gedankens 
anwenden  zu  können.  Dieser  Gedanke  ist  also  der,  dass,  grade 
so  wie  der  Distanzkreis  in  der  Centralprojection  der  Bildkreis  des 
Projectionscentrums  ist,  jeder  Kreis  in  der  Zeichnungsebene  Bild- 
kreis eines  Punktes  im  Räume  ist.  In  dieser  Einleitung  ergeben 
sich  auch  die  einfachsten  Sätze  über  Doppelverhältnisse,  harmo- 
nische Gruppen,  centrische  Gollineation ,  Involution  und  Sym* 
metrie. 


r 
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Der  erste  Abschnitt  definirt  die  Bildkreise  der  Raurapunkte 
uDd  die  Bildkreis-Systeme  der  Gurven  und  Flächen.  Bei  der 
Betrachtung  der  linearen  Kreisreihe  (siehe  oben)  ergeben  sich 
die  auf  Aehnlicbkeitsstrahlen,  Aehnlichkeitspunkte  und  Aehnlich- 
keitsaxen  bezüglichen  Sätze,  sowie  auch  der  Gedanke  der  Cou- 
gtructionen  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  allein. 
Nach  der  Einführung  des  planaren  Kreissystems  (siehe  oben), 
das  zugleich  alle  Kreise  darstellt,  die  eine  gegebene  Gerade 
unter  vorgeschriebenem  Winkel  schneiden,  behandelt  der  Ver- 
fasser mehrere  Kreisaufgaben,  welche  aus  der  Beziehung  zweier 
windsehiefer  Geraden  zu  den  Punkten  und  Ebenen  des  Raumes 
hervorgeben.  Das  aus  den  Transversalen  zu  drei  windschiefen 
Geraden  bestehende  Hyperboloid  führt  dann  zu  den  Kegel- 
schnitten, welche  auch  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  in  projectiven  Büscheln  erkannt  werden.  Den  Schluss 
dieses  Abschnitts  bilden  die  auf  das  planare  Kreissystem  bezüg- 
lichen Elementaraufgaben,  namentlich  also  die  schon  oben  an- 
gedeutete Aufgabe,  die  Kreise  zu  finden,  welche  drei  Gerade 
unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden. 

Den  Ausgangspunkt  des  zweiten  Abschnitts  bildet  die  Be- 
trachtung der  Gesammtheit  der  zwei  gegebene  Punkte  enthalten- 
den Kreise,  welche  als  die  Bildkreise  der  Punkte  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  auftreten.  Weiterhin  ergiebt  sich  die  Theorie 
der  Potenzlinien,  Potenzpunkte  und  Potenzkreise,  ferner  die  Ab- 
bildung durch  reciproke  Radien,  und  in  engem  Zusammenhang 
damit  die  centrische  CoUineation,  beide  für  Ebene  und  Raum. 

Der  dritte  Abschnitt  zeigt,  dass  die  Raumpunkte,  deren  Bild- 
kreise  zwei  gegebene  Kreise  unter  beliebigem,  aber  gleichem  Win- 
kel schneiden,  wiederum  ein  gleichseitiges  Hyperboloid  bilden,  dass 
diese  Kreise  sämmtlich  zum  äussern  oder  Innern  Potenzkreise  der 
gegebenen  Kreise  orthogonal  sind,  und  dass  alle  Kreise,  welche 
drei  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  vier  Büschel  bilden,  welche 
die  Aehnlichkeitsaxen  zu  Potenzliuien  haben.  So  gelangt  der  Vor- 
der zu  der  Bestimmung  aller  acht  Kreise,  welche  vier  gegebene 
Kreise  gleichwinklig  schneiden.  Der  Fall^  dass  die  vier  gegebe- 
neo  Kreise  speciell   die   vier  Berührungskreise    eines   Dreiseits 
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sind,  fuhrt  zu  den  Eigenschaften  des  Feuerbach'schen  Kreises. 
An  die  Construetion  der  zu  vier  Kreisen  gleichwinkligen  Kreise 
schliesst  sich  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  zu  drei  ge- 
gebenen Paaren  von  Kreisen  diejenigen  zu  bestimmen,  welche 
die  beiden  Kreise  jedes  Paares  gleichwinklig  schneiden.  Dieser 
dritte  Abschnitt  enthält  ferner  die  Anwendung  der  centrischen 
GoUineation  und  der  Transformation  durch  reciproke  Radien  auf 
Systeme  von  Kugeln,  wobei  sich  die  Aehnlichkeits-  und  Potenz- 
Eigenschaften  von  Kugeln,  sowie  die  Bestimmung  der  Kugeln, 
die  andere  gleichwinklig  schneiden,  leicht  ergeben.  Nach  einem 
Ueberblick  über  die  nunmehr  ausführbaren  Kreis-  und  Kugel- 
aufgaben behandelt  der  Verfasser  nach  seiner  Methode  ansführ- 
lich  das  Apollonische  Problem  für  Kreise  und  Kugeln^  und  man 
erkennt,  dass  die  bekannte  symmetrische  Lösung  dem  Geiste 
dieser  Methode  nicht  fern  steht.  Schliesslich  ergiebt  sieb  dann 
auch  die  Construetion  der  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise 
unter  vorgeschriebenen  Winkeln  schneiden,  ganz  analog  der  Con- 
struetion der  acht  Apollonischen  Kreise. 

Der  vierte  Abschnitt  entwickelt  die  Theorie  der  Kegelschnitte 
und  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  im  Zusammenhange  mit 
der  der  Kreis-  und  Kugelsysteme.  Hier  finden  wir  erst  die 
Lösung  der  Aufgabe,  die  Kugeln  zu  bestimmen^  welche  vier  ge- 
gebene Kugeln  gleichwinklig  schneiden.  Auch  das  System  der 
einen  Kegelschnitt  doppelt  berührenden  Kreise  tritt  in  diesem 
Abschnitt  auf. 

Das  Sehlusscapitel  ist  der  Geometrie  der  Kreise  auf  der 
Kugel  gewidmet.  Um  zu  zeigen,  wie  die  Ergebnisse  der  vorher- 
gehenden Abschnitte  sich  auf  die  Kreise  einer  Kugeloberfläche 
übertragen  lassen,  behandelt  der  Verfasser  ganz  ausführlich  die 
sphärische  Uebertragung  der  Figur  des  Feuerbach'schen  Satzes 
und  der  sich  daran  anschliessenden  Sätze. 

Die  in  dem  besprochenen  Ruche  niedergelegte  Methode  und 
ihre  hauptsächlichsten  Ergebnisse  waren  seit  sehr  langer  Zeit  io 
des  Verfassers  Besitz.  Schon  in  seiner  Dissertation  (1860)  war 
durch  die  Einführung  des  Distanzkreises  und  der  Transformation 
des  Centrums  in   die  Centralprojection   der  Grundgedanke  des 
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Baches  und  die  Behandlongsform  desselbeo  gegeben.  Der  Grund, 
warnm  der  Verfasser  nicht  frtther  mit  einer  solchen  Durchführung 
seines  Gedankens  hervortrat,  war  der,  dass  er  bis  zum  Erscheinen 
des  ersten  Bandes  der  Ausgabe  von  Steiner's  Werken  durch  die 
Berliner  Akademie  annahm,  es  sei,  ebenso  wie  zahlreiche  Ergeb- 
Diflse  seiner  Methode,  auch  die  Methode  selbst  Steiner  bekannt 
gewesen.  Erst,  als  durch  das  Erscheinen  des  ersten  Bandes  von 
Steiner's  Werken  und  durch  directe  Mitteilungen  der  Herren 
Geiser,  Schläfli  und  Weierstrass  (Kiepert)  constatirt  war,  dass  im 
Nachlasse  Steiner*s  keine  Spuren  dieser  Methode  zu  finden. waren, 
l^iog  Herr  Fiedler  an  die  Bearbeitung  dieses  Buches.  Ausführ- 
lich wird  in  der  Vorrede  desselben  motivirt,  wie  der  Verfasser 
notgedrungen  zu  der  Ansicht  gelangen  musste,  Steiner,  der  die 
Form  der  Centralprojection  in  den  Untersuchungen  über  Kreise 
und  Kugeln  fortwährend  angewandt  hat,  Steiner,  der  ein  nun 
verschwundenes  Buch  über  das  Schneiden  der  Kreise  in  der 
Ebene,  der  Kugeln  im  Räume  und  der  Kreise  auf  der  Kugel 
verfasst  hat,  Steiner,  dessen  Resultate  auf  diesem  Gebiet  sich 
stomtlich  naturgemäss  aus  der  Fiedler'schen  Methode  ergeben, 
müsse  auch  diese  Methode  besessen  haben.  Und  wenn  die  Geo- 
metrie der  Kreise  und  Kugeln  von  Steiner*s  bahnbrechender 
Untersuchung  an  bis  jetzt  mit  allen  Mitteln  der  synthetischen  und 
analytischen  Geometrie  weiter  untersucht  wurde,  der  darstellen- 
den Geometrie  bis  jetzt  aber  nur  die  schliessliche  Durchführung 
der  durch  andere  Methoden  begründeten  Constructionen  zufiel, 
80  hat  das  Fiedler'sche  Buch  nunmehr  auch  der  darstellen- 
den Geometrie  ihren  natürlichen  Platz  unter  den  Forschungs- 
raethoden  in  der  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  erobert,  in- 
dem dasselbe  zeigt,  dass  sie  zu  allen  bisher  erlangten  Haupt- 
resaltaten  führt  und  noch  manches  Neue  hinzuzufügen  vermag. 
Ferner  sei  hier  hervorgehoben,  dass  die  Fiedler'sche  Methode  in 
ihrer  Verbindung  der  elementaren  Anschauungen  vom  Kreise 
Qttd  der  gleichseitigen  Hyperbel  die  natürliche  Parallele  zu  der 
in  der  neueren  Analysis  mehr  hervortretenden  Gleich bedeutung 
der  cyklischen  und  hyperbolischen  Functionen  zeigt. 

Was  die  Form  der  Darstellung  in  dem  Buche  anbetrifit,  so 
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ist  dieselbe  durchaus  elementar  gehalten.  Deshalb  ist  auch  auf 
andere,  so  zu  sagen  nicht-perspective  Abbildungsrelationen  zwischen 
den  Kreisen  der  Ebene  und  den  Punkten  des  Raumes,  wie  solche 
in  letzter  Zeit  mehrfach  verwandt  sind,  nicht  eingegangen.  Ebenso 
sind  die  Literatur-Angaben  nur  in  der  Einleitung  gemacht.  Das 
Verständnis  wird  überall  durch  genaue  Figuren  unterstützt.  Vor- 
ausgesetzt ist  nicht  mehr  als  die  Elemente  der  Geometrie  ein- 
schliesslich der  Lehre  von  Pol  und  Polare  beim  Kreise.  Es  liegt 
in  der  Natur  der  Methode,  dass  alle  resultirenden  Constructionen, 
auch  die  über  Kegelschnitte,  nur  auf  das  Lineal-  und  Girkel- 
postulat  basirt  sind.  Seht. 


W.  Fiedler.    Zu  den  Elementen  der  Geometrie  der  Lage. 

Wolf  Z.  XXVI.  4-8. 

Der  Verfasser  behandelt  zwei  in  systematischer  Beziehung 
wichtige  Probleme  der  Geometrie  der  Lage.  Das  erste  verlangt 
die  Ueberführung  der  allgemeinen  Strahlen-  und  Ebenen-Involu- 
tionen durch  Schein-  oder  Schnittbildung  in  symmetrische  Invo- 
lutionen, d.  h.  solche,  wo  die  Doppelelemente  reell  und  recht- 
winklig zu  einander  sind.  Das  zweite  Problem,  das  namentlich 
wegen  der  Theorie  der  imaginären  Elemente,  wichtig  ist,  verlangt 
die  Construction  der  Involution,  welche  mit  einer  gegebenen  Ver- 
einigung von  zwei  projectiven  Gebilden  erster  Stufe  die  näm- 
lichen Doppelelemente  hat.  Seht. 


G.  Battaglini.     Sulla  memoria    del  prof  R.  De  Paolis: 
Sui  fondamenti  della  geometria  projettiva.    Rom.  acc  l. 

(3)  VI.  11. 

W.  St. 


W.  W.  Johnson.     New  notation   for  anharmonic  ratios. 

Analyst  IX.  185. 

Um    die    sechs   verschiedenen   Werte   des   anharmoniscben 
Verhältnisses   von   vier  Punkten  in  symmetrischer  Weise  auszu- 
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(irflekeo,  wendet   der  Verfasser  folgende   symbolische   ßezeich- 

ouDg  an : 

P  A 

BQ; 

und  dies  Symbol  bezeichnet  das  Doppelverbältnis 

AP      AQ^  _ 
BP   '  BQ    -  '^' 

Die  gleichzeitige  Vertanschung  zweier  Paare  von  Buchstaben  des 
Symbols  ändert  den  Wert  des  Doppel?erbäItnisses  nicht:  die 
Vertanschung  der  Buchstaben  einer  Diagonale  ergiebt  den  reci- 

proken  Wert  — ;   die  Vertauschung  der  Buchstaben  einer  Hori- 

zontalreihe  giebt  den  complementären  Wert  l—  x,  während  man 
durch  Vertauschung  der  Buchstaben  einer  Verticaireihe  das  con- 

jugirte  Verhältnis  — erhält.     Eine  cyklische  Vertauschung 

endlich  von  drei  Buchstaben  bringt,  je  nach   der  Richtung,    in 

3. i 

der  man  auf  dem  Kreise  fortgeht,  die  beiden  übrigen  Werte  

X 

und hervor.  Jn.  (Wn.). 


M.  Pasch.     Bemerkungen   über  projective  Punktreihen. 

Scblömilch  Z.  XXVII.  124-125. 

Enthält  ein  Criterium  dafür,  ob  in  zwei  projectivischen  Ge- 
bilden erster  Stufe  auf  demselben  Träger  die  Doppelelemente 
reell  oder  imaginär  sind.  Rg. 


V-  Jkräbek.      Construction    von    conjugirten    und   senk- 
rechten Strahlen  von  projectivischen  Büscheln. 

Gas.  XI.  216.  (Böhmisch). 


0-  ScHLöMiLCH.       Zwei    projective    Sätze.     Scblömilch  z. 

XXVII.  380-381. 
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A.  Sachse.     Beweis  der  vorigen  Sätze.  Schiömiichz.  xxvii. 

381-383. 

Wenn  man  jede  der  vier  Seiten   eines   Vierseits  mit  einer 
in  der  Ebene  desselben  beliebig  gelegenen  Geraden  zum  Schnitt 
bringt,  den  erhaltenen  Schnittpunkt  immer  mit  einem  und  dem- 
selben Diagonalpunkte   des  Vierseits  verbindet  und  den   Punkt 
aufsucht,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  die  Gegenseite  des 
Vierseits  schneidet,  so  erhält  man  auf  den  vier  Seiten  des  Vier- 
seits vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte.     Lässt  man  die  be- 
liebige Gerade  die  unendlich  ferne  Gerade  des  Kaumes  sein^  so 
gelangt  man  zu  einem  specielleren  Satze,  den  Herr  Sachse  ge- 
funden und  Herrn  Schlömilch  zur  Veröffentlichung  mitgeteilt  hatte. 
Letzterer  erkannte  die  Verallgemeinerung  und  die  Uebertragbar- 
keit  in  den  Raum,  und  teilte  Herrn  Sachse  den  folgenden  Satz 
mit,  der  in  der  ersten  der  vorliegenden  Abhandlungen  mit  seinem 
Correlat  ausgesprochen  ist.    Wenn  man  ein  ebenes  Viereck  ABCD 
von   einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  aus  auf  eine  durch 
eine  Diagonale  EF  dieses  Vierecks  gelegte  beliebige  Ebene  pro- 
jicirt,'  und  die  Projectionen  der  Punkte  A,  B,  C,  D  entsprechend 
mit  A\  B\  C\  D'  bezeichnet,  so  schneiden  sich  AC'^  A'C,  BD',  B'D 
in  einem  und  demselben  Punkte,  vorausgesetzt,  dass  der  Schnitt- 
punkt von  AC  und  BD  der  Diagonale  EF  im  Diagonal-Dreieck 
gegenüberliegt.     Der  eben  ausgesprochene  Satz  und  sein  duales 
Correlat,  sowie  der  oben  zuerst  ausgesprochene  Satz  mit  seiner 
dualen  Uebertragung  werden   in  der  zweiten  der  vorliegenden 
Abhandlungen  von  Herrn  Sachse  mit  Benutzung  der  Sätze  von 
Geva  und  Menelaos,  also  metrisch,  bewiesen.    Ein  auf  die  Sätze 
der   reinen  Geometrie   der  Lage   gestützter  Beweis   wäre  wohl 
passender  gewesen.  Seht. 

Em.  Weyr.     üeber  cyklische  Projectivität.    Gas.  XL  191-212, 

265-282  (Böhmisch). 
Es  wird  zunächst  die  cyklische  Projectivität  mit  n-elementi- 
gen  Gruppen  in  den  Grundgebilden  erster  Stufe  betrachtet,  und 
es  werden  die  Untersuchungen  auf  Punktbeziehungeu  auf  Kegel- 
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BchnitteD  ausgedehnt.  Unter  Anderem  wird  die  Frage  beant- 
wortet, wie  man  zwei  projectiviscbe  gerade  Punktreihen  mit  der 
charakteristischen  Potenz  ft'  auf  einanderlegen  muss,  um  eine 
ejklisehe  Projeetivität  mit  n-elementigen  Gruppen  zu  erhalten. 
Für  die  Entfernung  der  beiden  Gegenpunkte  ergiebt  sich  die 
Gleichung  (p- 1)'«  Grades: 

wobei  zu  gelten  hat 

fpyT  =  fp-l,r  -\'fp-'2,r    1. 

In  Folge  dessen  ist 

ü,  =  a, 

U^  =  a'  +  2ak\ 

ü   =  a*  +  3a'k'  ]-k\ 


Zum  Schiasse  wird  die  cyklisch  projectiviscbe  Lage  ebener 
Systeme  behandelt.  Std. 


H.  Schubert.     Lösung  des  auf  die  trilineare  Verwandt- 
schaft ausgedehnten  Projectivitätsproblenis.  Pr.  Hamburg. 

Siehe  Äbschu.  VIU.  Gap.  5.  D. 


R.  Stürm,     üeber  die  reciproke  und  mit  ihr  zusammen- 
hängende  Verwandtschaften.    Klein  Ann.  XIX.  461-487. 

Reciproke  oder  correlative  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
nenut  man  bekanntlich  diejenige  Verwandtschaft,  bei  welcher 
jedem  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade  in  der  andern  Ebene 
entspricht,  und  den  Punkten  einer  Geraden  der  einen  Ebene  die 
Strahlen  eines  Strahlbüschels  entsprechen.  Quadratische  Ver- 
wandtschaft zweier  Ebenen  nennt  man  ferner,  wie  ebenso  be- 
kannt ist,  diejenige  Verwandtschaft,  bei  welcher  jedem  Punkte 
der  einen  Ebene  ein  Punkt  der  andern  Ebene  entspricht,  den 
Punkten  einer  Geraden  aber  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  ent- 
sprechen.    Beide   Verwandtschaften    brachte    schon    Herr   Keye 
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(Schlömilch  Z.  XL  p.  280,  ferner  Geometrie  der  Lage,  IL  Teil, 
IL  Aufl.  16.  Vortrag)  dadurch  in  Zusammenhang,  dass  er  zwischen 
den  auf  zwei  Ebenen  liegenden  Punkten  und  Strahlen  nicht  eine, 
sondern   zwei   reciproke  Verwandtschaften    bestehen    Hess,    und 
dann  jedem   Punkte   der   einen  Ebene  den  Schnittpunkt  seiner 
beiden  Polaren  in  der  andern  Ebene  zuordnete,  d.  h.  derjenigen 
beiden  Strahlen,  welche  durch  die  beiden  reciproken  Verwandt- 
schaften dem  angenommenen  Punkte  entsprechen.    So  erhält  man 
nicht  etwa  eine  coUineare,  sondern  eine  quadratische  Verwandt- 
schaft,  da   den  Punkten  einer  Geraden  der  einen  Ebene  zwei 
Strahlbttschel  entsprechen,  welche  durch  die  Schnittpunkte  von 
je   zwei  demselben  Punkte  zugehörigen  Strahlen    einen    Kegel- 
schnitt erzeugen.     Wenn  man  ferner  sieben  Paare  entsprechen- 
der Punkte    in   zwei  quadratisch -verwandten  Ebenen    annimmt, 
und  dann  jedes  Paar  als  Paar  conjugirter  Punkte  einer  correla- 
tiven  Verwandtschaft  auffasst,  so  erhält  man,  da  eine  Gorrelation 
zwischen  zwei  Ebenen  von  acht  Constanten  abhängt,  z.  B.  durch 
acht  Paare  conjugirter  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  oc '  solcher 
Gorrelationen;    und  je  zwei    dieser  oo'  Gorrelationen    sind  im 
Stande,  eben  dieselbe  quadratische  Verwandtschaft  in  der  oben 
angegebenen  Weise  hervorzurufen,  weil,  wie  Herr  Reye  und  Herr 
Hirst  bemerkt  haben,  alle  oo^  Strahlen,  die  durch  jene  cc'  Cor- 
relationen  einem  Punkte  einer  Ebene  entsprechen,  sich  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden,  also  ein  Punkt  existirt,  der  dem  an- 
genommenen Punkte  in  allen  Gorrelationen  conjugirt  ist.    Es  er- 
scheint deshalb  der  Kegelschnitt,  welcher  in  der  erzeugten  quadra- 
tischen Verwandtschaft  einer  Geraden  entspricht,  einerseits  als  der 
Ort  der  oo  Tunkte,  die  in  den  oo' erzeugenden  Gorrelationen  der  Ge- 
raden entsprechen,  andererseits  als  der  Ort  der  oc  *  Punkte,  die  den 
einzelnen  Punkten  der  Geraden  in  allen  Gorrelationen  conjugirt  sind. 
Herr  Sturm  betrachtet  nun  den  Fall,  dass  die  beiden  Ebenen, 
welche  Träger  von  Gorrelationen  sind,  identisch  seien.     Schon 
Herr  Seydewitz  und   Herr  Schröter  erkannten  für  eine  einzelne 
Gorrelation,     welche     auf    zwei    zusammenfallenden    Trägern 
liegt,  dass  dadurch  zwei  ausgezeichnete  Kegelschnitte  K  und  f 
von  der  ßeschaifeoheit  bestimmt  werden,    dass  K  der  Ort  der 
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Paukte  ist,  die  mit  ihren  beiden  Polaren  incident  sind,  dass  F 
TOD  allen  diesen  Polaren  eingehtlllt  wird,  nnd  dass  K  und  F  sich 
doppelt  berühren.  Die  Berührungspunkte  mögen  U  und  V  heissen, 
die  dazu  gehörigen  Tangeuten  mögen  mit  u  und  9,  ihr  Schnitt- 
pankt  mit  Wj  und  endlich  die  Gerade  UV  mit  w  bezeichnet  wer- 
den. Dass  nun  alle  Paare  von  Punkten,  die  auf  den  zusammen- 
fallenden Trägem  zweimal  einander  conjugirt  sind,  eine  quadra- 
tische Inversion  bilden,  deren  beide  Fundamental -Dreiecke  sich 
in  UVW  vereinigen,  und  deren  Fundamen talcurve  der  Kegel- 
schnitt üT  ist,  dass  ferner  auf  jeder  Linie,  welche  zwei  doppelt 
eoDJugirte  Punkte  verbindet,  eine  Involution  von  solchen  doppelt 
coojngirten  Punkten  liegt,  und  endlich,  dass  alle  diese  Linien 
durch  W  gehen,  sind  Resultate,  welche  von  Herrn  Reye  und 
Herrn  Schröter  herrtlhren.  Zu  diesen  Resultaten  fügt  Herr  Sturm 
Doch  hinzu,  dass  diese  quadratische  Inversion  nicht  blos  aus  einer 
Correlation,  sondern  aus  einem  einstufigen  Systeme  solcher  Cor- 
relationen  besteht,  dass  dieses  System  durch  W  und  w  als  Pol 
und  Polare  in  doppelter  Weise  und  durch  drei  Punkte  von  K 
als  sich  selbst  conjugirt  definirt  ist,  dass  ferner  der  Kegelschnitt 
K  für  alle  diese  00*  Correlationen  derselbe  ist,  und  dass  end- 
lich der  Kegelschnitt  P  zwar  immer  K  in  denselben  beiden 
Paukten  berührt,  sonst  aber  veränderlich  ist.  Weiterhin  unter- 
sacht  Herr  Sturm  auch,  welche  Oerter  die  Kegelschnitte  K  und  T, 
die  Punkte  ü,  F,  W,  die  Geraden  u,  0,  w  für  alle  diejenigen 
x'  Correlationen  bilden,  die  durch  sieben  Paare  conjugirter 
Punkte  bestimmt  werden.  Es  ergiebt  sich  z.  B.,  dass  die  Punkte 
W  eine  Gerade  bilden,  die  Strahlen  w  aber  einen  Kegelschnitt 
umhüllen.  Namentlich  werden  auch  die  in  dem  Systeme  vor- 
handenen ausgearteten  Gorrelationen,  sowie  die  in  den  Systemen 
der  Kegelschnitte  K  und  F  liegenden  Ausartungen  discutirt. 

Der  quadratischen  Verwandtschaft  zwischen  den  Punkten 
zweier  Ebenen  steht  zur  Seite  eine  ebensolche  Verwandtschaft 
zwischen  den  auf  ihnen  liegenden  Strahlen.  Statt  dieser  Ver- 
wandtschaft untersucht  der  Verfasser  die  dual  entsprechende  Ver- 
wandtschaft zwischen  den  Strahlen  zweier  Bündel,  die  wiederum 
mit  einem  System  von  oc '  in  den  Bündeln  liegenden  Correlationen 
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in  ZusamiDenhaDg  gebracht  wird.   Hierbei  gebt  Herr  Stnrm  nament- 
lich auf  den  Ort  der  Schnittpunkte  conjugirter  Strahlen  ein.     Im 
Allgemeinen  schneiden  sich  bei   zwei  Bündeln,  zwischen   deren 
Strahlen  eine  quadratische  Verwandtschaft  besteht,  nur  3o' Paare, 
und  ihre  Schnittpunkte  bilden  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Speeies,  durch  die  alle  Flächen  zweiten  Grades  hindurch- 
gehen,  welche  von  den  oc^  mit  der  quadratischen  Verwandtschaft 
in  Zusammenhang  stehenden  Correlationen  erzeugt  werden.  Wenn 
jedoch  die  quadratische  Verwandtschaft  derartig  ist,  dass  sieben 
Strahlen  des  einen  Bündels  ihre  conjugirten  Strahlen  schneiden; 
so  thun  es  alle  Strahlen,  und  die  entstandenen  ^c'  Schnittpunkte 
bilden  eine  Fläche  zweiten  Grades.     Herr  Sturm  bezieht  dann 
auch   zwei  Ebenen  collinear  aufeinander ^   und  zwar  wieder  in 
doppelter  Weise.    So  gelangt  er  dadurch,  dass  er  erstens  einem 
Punkte  der  ersten  Ebene  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden 
Punkte  zuordnet,   welche   durch   die  beiden  GoUineationen  dem 
angenommenen  Punkte  entsprechen,  und  dass  er  zweitens  auch 
einem  Strahle  der  ersten  Ebene  den  Schnittpunkt  der  entsprechen- 
den Strahlen  in  der  zweiten  Ebene  zuordnet,  zu  zwei  verschiedenen 
quadratischen  Punktstrahlverwandtschaften.     Es  wird  dann,  falls 
die   beiden  Ebenen    identisch   sind^   das  Erzeugnis   der  Punkte 
untersucht,  welche  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  so 
wie  noch  andere  Curven,   die  durch  eine  solche  Verwandtschaft 
hervorgerufen  werden.    Speciell  wird  auch  noch  das  ebene  Nall- 
system  zweiten  Grades  untersucht,   d.  h.  diejenige  Punktstrahl- 
verwandtschaft,   bei    welcher   jeder  Strahl   durch    den  ihm  ent- 
sprechenden Punkt  geht.     Hierbei  ergiebt  sich,  dass  jedes  Null- 
system zweiten  Grades  auf  die  von  Herrn  Ameseder  (Wien.  Her. 
LXXXIU.  385,    siehe  F.  d.  M.   XHl.  (1881)  495)    angegebene 
Weise  erzeugbar  ist. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  behandelt  in  ähnlicher 
Weise  eingehend  zwei  in  reciproker  Beziehung  stehende  räum- 
liche Systeme,  d.  h.  zwei  Systeme,  von  denen  jedes  einem  be- 
liebigen Punkte  eine  Ebene,  den  Punkten  einer  Geraden  die 
Ebenen  eines  EbenenbUschels,  den  Punkten  einer  Ebene  die 
Ebenen  eines  Ebenenbtindels  zuordnet.     Dadurch   werden  jedem 
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Punkte  sowohl  durch  die  eine,  wie  durch  die  andere  GoUineation, 
x'  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  conjugirt,  also  oo*  doppelt- 
conjugirte  Punkte,  nämlich  alle  diejenigen,  welche  auf  den 
Scbnittgeraden  der  beiden  Ebenen  liegen.  Die  oo'  Geraden, 
welche  so  den  ^'  Punkten  des  Raumes  als  die  Oerter  der  ihnen 
doppelt- conjugirten  Punkte  zugehören  ^  bilden  einen  tetraedralen 
Complex.  An  die  Untersuchung  der  durch  zwei  räumliche  Gor- 
relationen hervorgerufenen  Gebilde  schliesst  sich  die  Betrachtung 
der  räumlichen  cilbischen  Punktverwandtschaft,  welche  der  Ver- 
fasser, genau  analog  der  Erzeugung  der  quadratischen  Punkt- 
verwandtschaft zweier  Ebenen  durch  zwei  Gorrelationen,  auf 
folgende  Weise  erzeugt.  Man  beziehe  zwei  Räume  in  drei  Weisen 
reciprok  auf  einander,  und  ordne  jedem  Punkte  des  einen 
RaumA  den  Schnittpunkt  seiner  drei  entsprechenden  Ebenen  im 
andern  Räume  zu.  Den  Punkten  einer  Geraden  entspricht  dann 
eine  cnbische  Raumcurve,  den  Punkten  einer  Ebene  eine  cubische 
Fläche.  Alle  so  in  jedem  Räume  entstehenden  oc'  cubischen 
Flächen  haben  eine  gewisse  Raumcurve  sechster  Ordnung  und 
sechzehnten  Ranges  gemein,  auf  welche  schon  Herr  Gremona 
aafmerksam  gemacht,  und  mit  welcher  sich  auch  Herr  Schur  be- 
schäftigt hat.  Die  cubische  Verwandtschaft  ist  durch  dreizehn 
Paare  entsprechender  Punkte,  also  durch  39  Bedingungen,  be- 
stimmt und  kann  durch  je  drei  von  einander  unabhängige  Gor- 
relationen aus  dem  zweistufigen  linearen  Systeme  von  Gorrela- 
tionen, das  durch  dreizehn  Paare  conjugirter  Punkte  definirt 
wird,  erzeugt  werden.  Weiterhin  bezieht  der  Verfasserjfeinen 
Raum  auf  drei  andere  collinear,  ordnet  dann  jedem  Punkte  die 
Verbindungsebene  der  drei  entsprechenden  Punkte  zu,  und  gelangt 
so  zu  einer  cubischen  Punkt-Ebenen- Verwandtschaft.  Dabei  er- 
giebt  sich  z.  B.  eine  Fläche  vierter  Ordnung  als  Ort  der  Punkte, 
welche  in  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  fallen.  Schliesslich 
wendet  sich  Herr  Sturm  zu  dem  Polarsystem  zurück  und  be- 
spricht die  schon  mehrfach  behandelte  Bestimmung  desselben 
oder  der  zugehörigen  Fläche  zweiten  Grades,  wenn  drei  Punkte 
und  die  ihnen  zugehörigen  Polarebenen  gegeben  sind.  Dabei 
wird  namentHch  auch  die  von  Herrn  Thieme  gelehrte  Gonstruc- 

Fortichr.  d.  Math.  XIV.  2.  33 
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tion  des  Polarengebtisches  einer  Fläche  («-f  1)'*^  Ordnung  dis 
cutirt  und  für  n  =  2  specialisirt.  Seht 


S.  Kantor.  Bemerkung  zu  Herrn  Sturm's  Abhandlung: 
^üeber  die  reciproke  Verwandtschaft  und  damit 
zusammenhängende  Verwandtschaften."    Klein  Ann.  XX. 

297-299. 

>  Herr  S.  Kantor  spricht  davon,  dass  er  sich  mit  den  Gegen- 
ständen, die  Herr  Sturm  in  der  im  Titel  .citirten  Abhandlung 
untersucht,  schon  seit  2^  Jahren  beschäftigt  habe,  dass  er  in 
den  Zusammenhang  zwischen  quadratischen  Transformationen 
und  Correlationssystemen  etwas  tiefer  eingedrungen  sei,  dass  er 
dabei  auch  zu  Nullsystemen  beliebigen  Grades  gelangt  s^,  dass 
er  ausserdem  auch  Correlationsnetze  auf  zusammenfallenden 
Trägern  untersucht  habe,  und  dass  er  die  dabei  erscheinenden 
Oerter  schon  in  seiner  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  suecessi- 
ven  quadratischen  Transformationen  in  der  Ebene"  erwähnt  habe. 
Der  Herr  Verfasser  fügt  hinzu,  dass  er  seine  allgemeinen,  auf 
die  Systeme  linearer  Transformationen  bezüglichen  Untersuchungen 
in  den  Denkschriften  der  Wiener  Akademie  demnächst  veröffent- 
lichen werde.  Dies  ist  inzwischen  durch  eine  grosse,  im  Juni 
1882  vorgelegte  Abhandlung  geschehen,  über  welche  man  auf 
der  folgenden  Seite  ein  Referat  findet.  Seht. 

M.  Alle.  Beiträge  zur  Theorie  des  Doppelverhältnisses 
und  der  Raumcollineation.  Wien.  Ber.  LXXXV.  1021-10.34. 
In  seiner  Arbeit  „Ueber  binäre  Formen  mit  linearen  Trans- 
formationen in  sich  selbst"  (Clebsch  Ann.  IX.  183,  siehe  F.  d.  M. 
VII.  (1875)  5ii)  benutzt  Herr  Klein  eine  Transformation,  bei 
welcher  die  Punkte  einer  Kugel  einander  projectivisch  zugeordnet 
werden.  In  vorliegender  Arbeit  betrachtet  der  Verfasser  zunächst 
vier  Punkte  der  eomplexen  Ebene  und  die  durch  ihr  Doppelver- 
hältnis definirten  conjugirten  Kreisschaaren,  und  im  Anscbluss 
daran  die  obige  Raumcollineation.  Rg. 
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S.  Kantor,  lieber  die  allgemeinsten  linearen  Systeme 
linearer  Transformationen  bei  Coineidenz  gleichartiger 
Träger  und  successiver  Anwendung  der  Transforma- 
tionen.   Wien.  Adz.  140-141;  Wien.  Denkschr.  XLVI.  83-126. 

Die  vorliegende  reichhaltige  Arbeit  kann  als  Fortsetzung 
einer  Reihe  früherer  Pnblicationen  des  Verfassers,  namentlich 
derjenigen  „Ueber  successive  lineare  Transformationen^  (Wien. 
Ber.  LXXXIL  139,  siehe  F.  d.  M.  XII.  (1880)  623)  angesehen 
werden.  Den  Ausgangspunkt  bildet  das  Netz  von  linearen  Trans- 
formationen mit  drei  festen  Grundpunktepaaren  aa',  bb\  cd  (vgl. 
die  citirte  Abhandlung).  Von  fundamentaler  Wichtigkeit  erweist  sich 
die  Curve  sechster  Ordnung,  deren  Punkte,  mit  den  Grundpunkten 
rerbooden,  Strahlenpaare  einer  Projectivität  constanter  Doppel- 
TerhSltnisse  D  liefern.  Die  allen  Werten  von  1)  entprechenden 
Curven  bilden  ein  Büschel,  in  welchem  die  Curve  />  =  —  1, 
deren  Punkten  also  drei  Strahlenpaare  in  Involution  zukommen, 
doppeltzählend  vorkommt. 

Insbesondere  werden  das  bezeichnete  Netz  und  die  durch 
dasselbe  erzeugten  Curven  für  specielle  Lagen  der  Grundpunkte 
oDtersncht.  Sodann  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Betrachtung 
des  allgemeinsten  Netzes  linearer  Transformationen,  sowohl  bei 
Terschiedenen  als  bei  coincidenten  Trägern. 

In  der  zweiten  Abteilung  werden  die  entsprechenden  räum- 
lichen Probleme  in  ziemlich  derselben  Reibenfolge  abgehandelt. 
Vier  Punktepaare  aa\  hh\  cc\  dd*  bestimmen  ein  Gebüsch  linearer 
Transformationen.  Die  Geraden,  welche  die  Tetraeder  abcd, 
a'bVd'  in  projectivischen  Punktquadrupeln  schneiden,  bilden  einen 
Complex  vierter  Ordnung;  diejenigen  unter  ihnen,  für  welche 
das  Doppel  Verhältnis  überdies  constant  bleibt,  eine  Congruenz 
vierzehnter  Ordnung,  sechster  Klasse.  Rg. 


H.  Schubert.     Einstufige  Ausartungen  der  quadratischen 
Transformation  der  Ebene.    Hamb.  Mltt.  l.  31. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Verfasser  in  seinem  CalcOl 

33* 
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der  abzählenden  Geometrie  die  Anzahlen  für  zwei  collineare 
Bündel  bestimnite,  hat  ihn  auch  zu  den  Anzahlen  für  die  quadra- 
tische Transformation  der  Ebene  geführt,  d.  h.  zu  derjenigen 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  Ebenen,  bei  welcher  jedem  Punkte 
der  einen  Ebene  nur  ein  einziger  Punkt  der  andern  Ebene  ent- 
spricht, den  Punkten  einer  Geraden  aber  immer  die  Punkte 
eines  Regelschnitts  entsprechen.  Da  diese  Anzahlen  durch  die  An- 
zahlen flir  gewisse  speciellere  quadratische  Transformationen,  deren 
Gonstantenzahl  durch  die  Specialisirung  um  eins  kleiner  geworden 
ist,  auszudrücken  sind,  so  war  es  vor  allem  nötig,  diese  specielle- 
ren  oder  ausgearteten  Transformationen  nebst  ihren  Eigenschaften 
aufzufinden.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  nun  diese  aus- 
gearteten Transformationen,  deren  Verhalten  ja  auch  andern 
Mathematikern  als  Anzahl-Geometern  interessant  sein  dürfte,  er- 
zeugt und  beschrieben.  Es  wird  genügen,  wenn  hier  kurz  an- 
gegeben wird,  inwiefern  jede  dieser  Ausartungen  einerseits  spe- 
cieller  wird,  als  die  allgemeine,  andererseits  aber  doch  die  De- 
finition der  allgemeinen  quadratischen  Transformation  erfüllt. 

Bekanntlich  existiren  in  jeder  der  beiden  Ebenen  E  und  E\ 
welche  Träger   einer    quadratischen   Transformation    sind,    drei 
Fundamentalpunkte  F, ,  t\,  F^,  bezw.  F/,  FJ,  F,'  von  der  Eigen- 
schaft, dass  durch  sie  alle  Kegelschnitte  hindurchgehen,  welche 
Bilder  von  geraden  Linien  der  anderen   Ebene  sind.     Bei  der 
ersten  der  vom   Verfasser  betrachteten  Ausartungen  liegen  nun 
diese    drei   Fundamentalpunkte    auf  jeder   der    beiden   Ebenen 
E  und  £'  in  gerader  Linie,  und  alle  Punkte  von  £  und  von  E' 
entsprechen   sich  coUinear,   indem  jeder  Geraden  in  der  einen 
Ebene  ein  in  ein  Geradenpaar  zerfallender  Kegelschnitt  entspricht, 
der   aus  der  collinear  zugeordneten  Geraden   und  der  die  drei 
Fundamentalpunkte  enthaltenden  festen  Geraden  besteht.    Da  die 
Collineation  durch  acht  Bedingungen  bestimmt  ist,  und  die  Fest- 
stellung der  drei  Fundamentalpunkte  der  einen  Ebene  fünf  Be- 
dingungen erfordert,  so  ergiebt  sich  in  der  That  eine  Gonstanten- 
zahl, die  um  eins  kleiner  ist,  als  die  Gonstantenzahl  14  der  all- 
gemeinen quadratischen   Transformation.     Die  zweite  Ausartung 
unterscheidet  sich  von  der  allgemeinen  nur  dadurch,  dass  in  jeder 
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Ebene  zwei  Fundanientalpunkte  unendlich  nahe  liegen,  so  dass 
alle  Kegelschnitte,  welche  dem  Strahlenfeld  der  einen  Ebene  ent- 
sprechen, auf  der  andern  Ebene  einander  berühren.  Bei  der 
dritten  Ausartung  sind  die  beiden  Fundamentaldreiecke  in  all- 
gemeiner Lage.  Jedoch  entspricht  allen  Punkten  eines  durch 
eioen  bestimmten  Fundamentalpunkt  F^  in  der  einen  Ebene  gehen- 
den Strahles  ein  und  derselbe  Punkt  auf  der  [Geraden  jpyjP/, 
QDd  zwar  so,  dass  den  durch  F,  gehenden  Strahlen  sich  die 
Punkte  auf  F,' F,'  projectiv  zuordnen.  Umgekehrt  entspricht  einem 
auf  F,  F3  liegenden  Punkte  jeder  Punkt  eines  projectiv  zugeord- 
neten Strahles  durch  F/.  Es  entsprechen  sich  also  projectiv 
einerseits  der  Strahlbttschel,  dessen  Scheitel  F^  ist,  und  die  ge- 
rade Punktreihe  F^P^,  andererseits  der  StrahlbUschel ,  dessen 
Scheitel  F/  ist,  und  die  gerade  Punktreihe  F^F^y  jedoch  so,  dass 
immer  incidente  Elemente  der  einen  Ebene  incidenten  Elementen 
der  andern  Ebene  entsprechen.  Dabei  ordnen  sich  den  Punkten 
F,  nndF,  die  Strahlen  Flf^  und  F^F^  zu,  ferner  den  Strahlen 
F.  f,  und  F,  F,  die  Punkte  FJ  und  F,'-  Bei  der  vierten  Ausartung 
liegen  die  beiden  Fundamentalpunkte  F,  und  F,  in  einem  Punkt  F 
nnendlich  nahe,  jedoch  so,  dass  ihre  Verbindungsgerade  f,  eine 
ganz  bestimmte  Lage  hat.  Der  dritte  Fundamentalpunkt  F,  hat 
eine  allgemeine  Lage  zu  dem  Coincidenzpunkte  F  und  dem 
Strahle  f,,  so  dass  also  der  Strahl  FF^  im  allgemeinen  von  f, 
verschieden  ist.  Die  drei  Fundamentalpunkte  in  £'  haben  eine 
ganz  allgemeine  Lage  zu  einander.  Durch  FJ  geht  ferner  ein 
ausgezeichneter,  im  Allgemeinen  von  F3F/  und  F,  F/  verschiede- 
ner Strahl  h\  dessen  Punkte  den  durch  F  gelegten  Strahlen  pro- 
jectiv entsprechen,  und  zwar  so,  dass  F^  dem  Strahle  /,  und  der 
Schnittpunkt  von  h*  mit  F^F^  dem  Strahle  FF^  entspricht.  Einem 
in  £  beliebig  gegebenen  Punkte  A  entspricht  in  £'  derjenige  Punkt 
auf  k\  welcher  dem  Verbindungsstrahle  FA  projectiv  entspricht. 
Einer  in  E  beliebig  gegebenen  Geraden  entspricht  in  £'  immer 
der  aas  h'  und  F,'  F,'  bestehende,  zerfallende  Kegelschnitt.  Einem 
beliebigen  Punkte  in  E'  entspricht  in  E  immer  ein  und  derselbe 
Punkt  F.  Um  zu  einer  beliebig  in  E'  gegebenen  Geraden  das 
io  e  liegende  Bild  zu  finden,  suche  man  den  Schnittpunkt  dieser 
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Geraden  mit  W  und  bestimtne  denjenigen  Strahl  durch  F,  welcher 
diesem  Schnittpunkte  projectiv  entspricht.  Dann  ist  der  aus  dem 
so  bestimmten  Strahle  und  dem  Constanten  Strahle  FF,  bestehende 
zerfallende  Kegelschnitt  das  gesuchte  Bild.  Bei  der  fbnfien  Aus 
artung  liegen  die  drei  Fundamentalpunkte  F,,  F,,  F,  auf  einer 
geraden  Linie  f ;  die  Fundamentalpunkte  F/,  F,',  F,'  dagegen  haben 
in  £'  die  allgemeine  Lage.  Ausserdem  liegt  in  £'  ein  ausgezeich- 
neter Punkt  Q\  Dem  durch  Q\  F/,  F;,  F;  bestimmten  Kegel- 
schnittbüschel sind  die  Punkte  auf /"  projectiv  zugeordnet,  und  zwar 
so,  dass  den  drei  in  ein  Geradenpaar  degenerirten  Kegelschnitten 
des  Büschels  die  drei  Punkte  F,,  F,,  F,  entsprechen.  Einem  be- 
liebigen Punkte  A  \i\  E  entspricht  in  E'  der  Punkt  Q\  einem  be- 
liebigen Punkt  A^  in  £'  entspricht  in  F  derjenige  Punkt  A  auf  f^ 
welcher  dem  durch  A\  Q\  Fl,  F[,  ¥^  bestimmten  Kegelschnitte 
projectiv  zugeordnet  ist.  Einer  beliebigen  Geraden  in  £  entspricht 
der  ihrem  Schnittpunkte  mit  f  zugeordnete  Kegelschnitt,  und  einer 
beliebigen  Geraden  in  £'  entspricht  die  doppelt  zu  rechnende 
Gerade  f.  Bei  der  sechsten  Ausartung  fallen  F^  F^,  F^  in  einen 
und  denselben  Punkt  F,  jedoch  so,  dass  ihre  Verbindungsgeraden 
drei  durch  F  gehende  Strahlen  /*,,  /*,,  /*,  sind.  In  £'  liegt  ein 
ausgezeichneter  Kegelschnitt  /c',  dessen  Punkte  den  durch  F  gehen- 
den Strahlen  projectiv  zugeordnet  sind,  und  zwar  Sind  F,',  F[,  f ' 
die  drei  den  Strahlen  f,,  f^,  f^  zugeordneten  Punkte.  Einem 
beliebigen  Punkte  in  £'  entspricht  in  £  immer  der  Punkt  F,  einem 
beliebigen  Punkte  il  in  £  entspricht  in  £'  immer  derjenige  auf 
V  liegende  Punkt,  welcher  dem  Strahle  FA  projectiv  entspricht. 
Einer  beliebigen  Geraden  in  £  entspricht  in  £'  immer  der  Kegel- 
schnitt k\  und  einer  beliebigen  Geraden  in  £'  entspricht  in  £ 
das  Geradenpaar,  dessen  beide  Strahlen  den  beiden  Schnittpuukten 
von  1^  mit  der  gegebenen  Geraden  entsprechen.  Die  erste,  zweite 
und  dritte  Ausartung  entsprechen  sich  selbst,  wenn  man  die  ge- 
strichelten Buchstaben  mit  den  nicht-gestrichelten  und  umgekehrt 
vertauscht.  Dagegen  erhält  man  aus  der  vierten,  fünften  und 
sechsten  Ausartung  durch  dasselbe  Verfahren  je  eine  neue  Aus- 
artung. Ausserdem  liefern  die  zweite,  dritte  und  vierte  Ausartung 
dadurch  noch  je  zwei  neue  Ausartungen,  dass  man  die  Indices 
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I)  2, 3  der  FuDdanientalpunkte  vertauscht.  So  ergeben  sich  im 
gaozcD  siebzehn  Ausaitungen,  welche  eine  um  eins  kleinere  Con- 
atantenzahl  haben,  als  die  allgemeine,  quadratische  Transforma- 
tion der  Ebene.  Seht. 


P.  H.  ScHOüTE.      Deux    cas  particuliers  de  la  transfor- 
matioD  birationnelle.    Darb.  Bull.  (2)  VI.  152-168,  174-188. 

In  Abschnitt  I.  ist  die  Transformation  durch  symmetrische 
Gerade  beztlglich  der  Winkeihalbirungslinien  eines  Dreieckes  be- 
sprochen, die  wegen  der  drei  Involutionen  in  den  Ecken  sofort 
als  Conjunction  nach  einem  Vierecke  zu  erkennen  ist.  Bemerkens- 
wert findet  Referent  nur,  dass  der  Verfasser  bemttht  war,  für  die 
niederen  Grade  die  in  sich  transformirten  Gurven  festzustellen. 
In  Abschnitt  II.  ist  die  Transformation  durch  symmetrische  (um- 
gelegte) Kreise  bezüglich  der  Seiten  eines  Dreiecks  durchgeführt. 
Sie  wird  als  involutorische  Transformation  fünfter  Ordnung  er- 
kannt, für  welche  die  Ecken,  der  Höhenschnitt  und  die  Kreis- 
pankte  doppelte  Fundamentalpunkte  sind.  Jene  vier  entsprechen 
sich  als  Fundamentalpunkte  selbst,  die  Kreispunkte  wechselseitig. 
Es  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  in  euklidisches  Oewand 
gekleidet.  In  Abschnitt  III.  ist  die  zweite  Transformation  auf 
die  erste  zurückgeführt  mittelst  einer  Inversion  mit  dem  Höhen- 
scbnitt  als  Pol  und  dem  Fusspunktsdreiecke  als  transformirtem 
des  ursprünglichen.  Das  ist  nur  ein  specieller  Ausdruck  der 
allgemein  von  Bertini  festgestellten  Reductibilität  an  involutori- 
üchen  Tj(l"...6').  In  Abschnitt  IV.  führt  eine  auf  I.  angewandte 
genaue  Analogie  zu  einer  Transformation  durch  symmetrische 
Ebenen  bei  einem  Tetraeder.  Die  Transformation  hat  die  Ecken 
desselben  zu  Fundamentalpunkten  und  ist  vom  dritten  Grade. 
Neues  findet  sich  nicht,  ftlr  51,  52  cf.  des  Referenten  Note  in  den 
CR.  17.  Mai  1880.  In  Abschnitt  V.  liefert  beim  Tetraeder  mit  sich 
in  £  schneidenden  Höhen  die  Anwendung  einer  Inversion  (£  als 
Pol)  auf  die  vorige  Transformation  ein  Analogon  zu  II.  Aber 
ihr  Ausdruck  ist  sehr  complicirt,  und  sie  hat  wohl  auch  kein 
^elbstständiges  Interesse,  da  sie  mittelst  der  Inversion  sofort  re- 
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ductibel  ist.  Beim  regulären  Tetraeder  verdient  sie  ihrer  Ein- 
fachheit wegen  hervorgehoben  zu  werden.  Sie  besteht  dann  in 
der  Verwandtschaft  zwischen  einem  Punkte  0  und  einem  Punkte  O', 
wo  die  Kugeln  O'ABC,  O'ABD,  O'ACD,  O'BCD  symmetrisch  sind 
zu  den  Kugeln  OABC,  OABD,  OACD,  OBCD  bezüglich  der  be- 
treffenden Seitenflächen.  Lässt  man  bei  einem  willkürlichen  Te- 
traeder eine  Seitenfläche  weg,  so  ergeben  die  übrigen  (im  Trieder) 
eine  Transformation  durch  symmetrische  Kugeln.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  eine  solche  bei  willkürlichem  Tetraeder  nicht  mög- 
lich ist.  Die  Hülfsmittel  der  Ausarbeitung  sind  allgemeine  und 
elementare  untermischt.  Es  wäre  wünschenswert  gewesen,  den 
complicirteren  Dingen  bei  den  in  sich  transformirten  Curven  nicht 
aus  dem  Wege  zu  gehen.  Als  Vortragsbeispiele  in  der  Trans- 
formationslehre dürften  solche  (consequent  nach  einer  Methode) 
durchgeftahrten  Fälle  instructiv  sein.  Kr. 


P.  H.  ScHOUTE.      Over  een   paar  met  elkaar  samenhan- 
gende involutorische  birationeele  transformatics. 

Nieuw  Arch.  IX.  117-140. 

Die  Anregung  zu  dieser  Arbeit  gab  die  Abhandlung  von 
van  den  Berg,  welche  im  siebenten  Teile  derselben  Zeitschrift 
enthalten  ist  (siehe  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  538).  Anstatt  der 
Rechnung  wird  hier  die  Theorie  der  birationalen  Transforma- 
tionen  angewendet.  Zuerst  wird  eine  symmetrische  Gruppe  dreier 
Geraden  hinsichtlich  eines  Dreieckes  betrachtet,  dann  symme- 
trische Gruppen  dreier  Kreise  beim  Dreieck.  Nachher  gehen 
beide  Gruppen  in  einander  durch  die  Verwandtschaft  der  reci- 
proken  Radien  über,  und  werden  beide  Transformationen  auch 
auf  den  Raum  erweitert.  An  die  Stelle  der  Geraden^treten  hier 
die  grössten  Kreise  in  einem  sphärischen  Dreieck  und  an  die 
Stelle  der  Kreise  Kugelflächen.  So  werden  einige  Eigenschaften 
der  Kugel  abgeleitet,  und  allgemeiner  die  einer  Oberfläche  zweiten 
Grades,  welche  durch  die  Eckpunkte  eines  Tetraeders  geht. 

6. 
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\,  Ramisch.  Ueber  sich  in  einem  Punkte  schneidende 
coordinirte  Linien  und  über  auf  einer  Geraden  liegende 
coordinirte  Punkte.    Hoppe  Arch.  LXIX.  54-90. 

Die  UnterBUchungen  sind  wesentlich  kinematischen  Charak- 
ters und  beziehen  sich  im  ersten  Teile  der  Arbeit  auf  die  Orte 
der  Schnittpunkte  zweier  bewegter  Curven.  Im  zweiten  Teile 
wird  ein  Punktpaar  betrachtet,  welches  sich  auf  zwei  Curven  in 
^esetzmässiger  Weise  bewegt,  sowie  die  Einhüllende  ihrer  Ver- 
biodungslinie  gesncht. 

Die  Construction  der  Tangenten,  bez.  der  Berührungspunkte 
jreschieht  mit  Hülfe  der  in  der  Ueberschrift  angeführten  coordi- 
nirten  Elemente,  und  zwar  wird  definirt:  Von  vier  in  einer  Ebene 
liegenden,  sich  in  einem  Punkte  0  schneidenden  Geraden  a,  6,  c,  d 
nennen  wir,  wenn  a  und  d  die  äussern,  b  und  c  die  innern  Schen- 
kel sind,  sowohl  die  ersteren  als  auch  die  letzteren  dann  zu  ein- 
ander coordinirte  wenn  der  Winkel  ab  =  cd  ist.  Die  vierte  coor- 
I  dinirte  Linie  zu  gewissen  dreien  ist  bei  der  ersten  der  betrach- 
teten Curven  die  gesuchte  Tangente.  Die  Definition  von  coor- 
diüirten  Punkten  auf  einer  Geraden  ist  der  eben  citirten  fllr 
Strahlen  analog.  Mit  ihrer  Hülfe  werden  Berührungspunkte  be< 
stimmt.  Rg. 


C.  Stephan  OS.  Sur  la  relation  qui  existe  entre  le  pro- 
blfeme  de  la  trigonomdtrie  spherique  et  la  th^orie  du 
Systeme  de  trois  formes  binaires  biquadratiques. 

S  M.  F.  Bull.  X.  134-137. 

Die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ergeben  sich, 
projectivisch  verallgemeinert,  aus  den  Relationen  zwischen  den 
Doppelverhältnissen,  welche  durch  einen  Kegelschnitt  auf  einem 
Dreieck  und  dem  zu  ihm  conjugirten  bestimmt  werden.  Mit 
Hllife  des  Hesse'schen  Uebertragungsprincipes  aber  verwandelt 
sich  diese  Aufgabe  in  die  entsprechende  der  binären  Formen- 
theorie:  „Gegeben  sind  drei  quadratische  Formen  aj,  6J,  cj, 
welche  den  Seiten  des  ersten  Dreiecks  entsprechen,  sowie  die 
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ZU  den  Seiten  des  conjugirten  Dreiecks  gehörigen  drei  Jacobi- 
schen Formen  II,  ml,  ul  dieses  Systems;  gesucht  werden  die 
sämmtlichen  fielationen  zwischen  den  Invarianten  dieser  beiden 
Systeme."  Der  Verfasser  stellt  dieselben  auf  und  zeigt,  wie  aus 
denselben  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  entnommen 
werden  können.  V. 


ß.     Besondere   ebene  Gebilde. 
A.   MiLiNowsKi.      Elementar- synthetische  Geometrie  der 

Kegelschnitte.     Leipzig.    Teabner. 

Das  sehr  empfehlenswerte  Buch  ist  namentlich  für  Mathe- 
matik-Lehrer bestimmt,  äie  in  der  glücklichen  Lage    sind,  die 
elementaren  Methoden    zur   Auffindung   der    Kegelschnitt-Eigen- 
schaften und  Kegelschnitt-Constructionen  mit  ihren  Schülern  durch- 
nehmen zu  können.      Da  in  der  That  einerseits  eine  elementar- 
synthetische  Geometrie,  welche  über  die  Euklidische  Geometrie 
hinausragt,  in  mancher  Beziehung,  namentlich  aber  wegen  ihrer 
das  geometrische  Anschauungsvermögen   stärkenden   Kraft,    viel 
didaktische  Nahrung  enthält,  und  da  andererseits  die  Universitäts- 
vorlesungen   ebensowohl    wie  die  meisten  der  vorhandenen,  die 
Theorie  der  Kegelschnitte  synthetisch  entwickelnden  Werke,  wie 
namentlich  Schröter*s  und  Reye's,  nur  von  der  projectiven  Ver- 
wandtschaft ausgehen,    so    ist   das   vorliegende   Buch  jedenfalls 
sehr  existenzberechtigt,  und  dies  um  so  eher,  als  die  Geiser'sche 
„Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung"  mancherlei, 
z.  B.   die  Behandlung  der  Polareigenschaften,  der  Kegelschnitt- 
büschel  und  der  Kegelschnittschaaren   fast  ganz  auslässt.     Das 
einzige  Buch   wohl,   welches  ebenso    wie  das  vorliegende,   die 
ganze  Kegelschnittslehre  leicht  und  anschaulich  elementar-synthe- 
tisch entwickelt,   ist  das  Buch  des  Ki)penhagener  MathematikerB 
Zeuthen.     Doch  ist  dieses  Buch,  wenigstens  in  deutscher  Ausgabe, 
erst  nach  dem  von  Milinowski  erschienen,  und  unterscheidet  sieb 
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aasserdem  von  dem  letzteren  erstens  dadurch,  dass  es  andere 
Aasgangspunkte  nimmt,  und  zweitens  auch  dadurch,  dass  es  nicht 
80  ausführlich  angelegt  ist.  Das  vorliegende  Buch  von  Milinowski 
ist  aber  nicht  blos  existenzberechtigt,  sondern  durch  die  klar 
und  sicher  fortschreitende  Entwickelung  der  Begriflfe,  Eigen- 
schaften und  Constructionen  auch  ganz  dazu  geeignet,  der  ele- 
mentar-synthetischen Behandlung  der  Kegelschnittslehre,  die  bis 
jetzt  noch  ziemlich  wenig  Sympathieen  begegnet,  neue  Freunde 
ZQ  gewinnen. 

Es  fragt  sich  vor  Allem,  was  der  Verfasser  hier  unter  ele- 
mentar versteht.  Es  zeigt  sich,  dass  er  zu  den  elementaren 
Hfilfsmitteln  ausser  der  Congruenz  und  der  Äehnlichkeit  auch 
die  einfachsten  Eigenschaften  der  harmonischen  und  involutori- 
sehen  Beziehungen,  nicht  aber  die  der  projectiven  Beziehung  im 
allgemeinen  rechnet.  Der  Unterschied  in  den  Grundlagen  bei 
der  vorliegenden  Theorie  der  Kegelschnitte  und  bei  der  etwa  in 
Reye's  Geometrie  der  Lage  entwickelten  Theorie  ist  also  im 
^wesentlichen  der,  dass,  während  Reye  aus  der  harmonischen 
Beziehung  die  allgemeine  projective  Beziehung  ableitet,  und 
letztere  dann  zum  Ausgangspunkt  aller  weiteren  Untersuchungen 
macht,  Milinowski  die  harmonische  Beziehung  unmittelbar  als 
Quelle  benutzt.  Demgemäss  enthält  der  erste  Abschnitt  die 
Theorie  der  harmonischen  Punkte  und  Strahlen,  die  harmonischen 
und  polaren  Eigenschaften  der  Kreise  und  Kreisbüschel,  die 
Theorie  der  Involutionen  mit  Bertlcksichtigung  der  imaginären 
Elemente,  namentlich  auch  der  beiden  unendlich  fernen  imagi- 
nären Kreispunkte,  die  Theorie  der  Aehnlichkeitspunkte,  die  Eigen- 
schaften der  harmonischen  Pole,  welche  dann  auf  die  Verwandt- 
schaft der  reciproken  Radien,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die 
Kreisverwandtschaft  fuhren,  endlich  die  den  folgenden  Unter- 
sacbnngen  zu  Grunde  gelegte  harmonische  Verwandtschaft,  d.  h. 
die  Verwandtschaft,  wo  zwei  Punkte  A  und  A*  sich  entsprechen, 
wenn  ihre  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  geht  und 
eine  feste  Gerade  so  schneidet,  dass  der  Schnittpunkt  und  der 
feste  Punkt  von  A  und  A^  harmonisch  getrennt  werden.  Die  im 
zweiten  Abschnitt  entwickelte  Theorie  der  Kegelschnitte  beginnt 
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dann  mit  dem  Satze,  dass  in  jeder  harmonischeD  Verwandtschaft 
einem  Kreise,  der  den  festen  Punkt  zum  Gentrum  hat,  ein  Kegel- 
schnitt entspricht,  dessen  einer  Brennpunkt  dieser  feste  Punkt 
ist.  Daraus  ergeben  sieh  dann  leicht  einerseits  die  Theorie  der 
Brennpunkte,  andererseits  die  Theorie  der  Polaren.  Bald  aber 
wird  der  Kegelschnitt  dann  auch  als  harmonisches  Bild  eines 
beliebig  liegenden  Kreises  betrachtet.  Es  folgen  hierauf  andere 
Erzeugungen  der  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnitten,  nament- 
lich auch  die  auf  der  Constanz  eines  Abstandsverhältnisses  be- 
ruhende Erzeugung.  An  diese  schliesst  sich  die  Betrachtung  der 
doppelt- berührenden  Kreise  und  der  dreipunktig- berührenden 
Kreise.  Der  Schluss  des  zweiten  Abschnittes  ist  den  Construc- 
tionen  der  Kegelschnitte  gewidmet.  Die  gegebenen  Bedingungen 
beziehen  sich  ausser  auf  Punkte,  die  getroffen  werden  sollen, 
und  auf  Strahlen,  die  berührt  werden  sollen,  namentlich  auf 
Axen,  Brennpunkte,  Leitlinien  und  Durchmesser. 

Im  dritten  Abschnitte  werden  die  wichtigsten  Eigenschaften 
der  Kegelschnittbüschel   (vier    gemeinsame  Punkte)   und  Kegel- 
schnittschaaren  (vier  gemeinsame  Tangenten)  mit  reellen  und  ima- 
ginären Grundelementen  untersucht.     Hat  ein  Büschel  zwei  oder 
vier  imaginäre  Grundpunkte,  so  lässt  es  sich  durch  harmonische 
Verwandtschaften  in  ein  Kreisbüschel  verwandeln,  und  die  Eigen- 
schaften des  ersteren  lassen  sich  aus  denen  des  letzteren  folgen. 
Aber  auch  in  dem  Falle  von  vier  reellen  festen  Punkten  führt 
die  Anwendung  der  harmonischen  Verwandtschaft  sofoit  zu  dem 
Hauptsatze,  dass  die  Kegelschnitte  des  Büschels  jede  Gerade  in 
einer  Involution  schneiden,  aus  welchem  Satze  sich  dann  leicht 
die  Polareigenschaften  des  Büschels  ergeben.     Ausführlich  ent- 
wickelt der  Verfasser  dann  die  Eigenschaften  von  Kegelschnitten, 
die  sich  doppelt  berühren,  wobei  wieder  auf  diejenigen  besonders 
Rücksicht  genommen  ist,  die  sich  als  Verallgemeinerungen  von 
Kreisbeziehungen  auffassen  lassen.   So  erscheint  z.  B.  das  Tactions- 
problem  des  Apollonius  als  specieller   Fall  der  Aufgabe,  einen 
Kegelschnitt  zu  construiren,  der  einen  gegebenen  Kegelschnitt  üf 
doppelt  und   drei  gegebene  Kegelschnitte  einfach  berührt,  von 
denen   jeder  K  doppelt   berührt.     Den  Schluss  des  dritten  Ab- 
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schDJtts  bildet  die  Theorie  des  Polarsystems,  die  nochmals  in  ein- 
äehster  Weise  zu  den  Polareigenschaften  der  Kegelschnittbtlschel 
flibrt,  and  zwar  auch  solcher  Rüschel,  deren  Elemente  imaginär 
sind.  Erst  im  vierten  Abschnitt  giebt  der  Verfasser  den  Begriff 
der  Projectivität,  und  entwickelt  daraus  kurz  einige  Kegelschnitt- 
ei;,'enschaften,  aber  nur,  um  den  Leser  im  die  eigentlich  projec- 
tive  Geometrie  einzuführeil  und  ihn  die  Bedeutung  derselben  ftir 
die  Theorie  der  Kegelschnitte  merken  zu  lassen.  Den  Schluss 
des  verdienstvollen  Werkes  bildet  eine  Reihe  von  Sätzen  und 
Aufgaben,  welche  teils  die  gegebenen  Theorieen  erweitern,  teils 
den  Uebungsstoff  zur  Anwendung  derselben  bieten  sollen. 

Seht. 


B.  Schöffler.     Synthetische  Theorie  der  Curven  zweiter 
Ordnung    fdr    den    Selbstunterricht    bearbeitet,     wieo. 

Seidel  and  Sohn. 

Der  Verfasser  glaubt  selbst  von  seiner  Schrift,  dass  sie  den 
Ansprüchen  des  strengen  Fachmanns  nicht  genügen  werde.  Re- 
ferent muss  ihr  überhaupt  jeglichen  Wert  absprechen,  da  die 
ganze  Darstellung  des  Gegenstandes  denkbarst  verworren  ist. 
Als  Beleg  für  diese  Ansicht  greifen  wir  aus  der  grossen  Anzahl 
von  Ungereimtheiten  nur  die  folgenden  heraus. 

Nachdem  in  der  Einleitung  die  Auffassung  des  Unendlichen 
im  Sinne  der  Synthetischen  Geometrie  auseinander  gesetzt  ist, 
werden  die  Curven  n'*^  Ordnung  als  solche  definirt,  welche  von 
eiuer  Geraden  in  n  Punkten  geschnitten  werden.  Die  Ansichten 
über  das  Imaginäre  setzt  der  Verfasser  bei  dem  Laien,  für  den 
das  Buch  bestimmt  ist,  als  bekannt  voraus,,  denn  er  sagt  gleich 
darauf,  dass  eine  Gerade  gegen  eine  C,  drei  verschiedene  Lagen 
eioDebmen  könne,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  getrennt,  zu- 
sammenfallend oder  imaginär  seien,  und  knüpft  daran  die  Unter- 
scheidung dieser  Curven  nach  ihrem  Verhalten  zur  unendlich 
fernen  Geraden.  Auf  Seite  9  ist  nun  oben  zu  lesen:  ^Eine 
Ellipse  ist  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  die  keinen  unendlich 
fernen  Punkt  haf*;   unten:  „Dass  die  Ellipse  keinen  unendlich 
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ferneD  Punkt  hat,  erkennt  man  aus  der  blossen  Anschauung." 
Auf  derselben  Seite  wird  weiter  gesagt,  dass  sich  die  Richtig- 
keit der  oben  gegebenen  Definitionen  bei  jeder  Construetion 
der  Gurven  zweiter  Ordnung  nachweisen  lasse,  und  zwar  solle 
das  durch  Beispiele  geschehen.  Nun  wird  plötzlich  von  Leit- 
linie  und  Brennpunkt  einer  Parabel,  dann  von  conjugirten  Durch- 
messern einer  Hyperbel  gesprochen.  Also  auch  diese  Kenntnisse 
werden  bei  dem  Laien  vorausgesetzt.  Wenn  eine  Gerade  durch 
einen  Curvenpuukt  nur  noch  einen  zweiten  Curvenpunkt  enthält, 
so  ist  nach  der  Ansicht  des  Verfassers  die  Curve  von  der  zweiten 
Ordnung.     Vielfache  Punkte  giebt  es  also  für  ihn  nicht. 

M.  N.  Vanecek.     lieber  die  Transversalen  in  vollständi- 
gen Vielecken  und  Vielseiten.    Prag.  Ber.  1881.  274-287. 

Enthält  die  analytische  Ableitung  von  Sätzen  über  die  Ab- 
schnitte auf  Polygonseiten  durch  Transversalen  etc.  Ein  Teil 
derselben  findet  sich,  wie  der  Verfasser  angiebt,  bereits  in  Gar- 
not's  „66om6trie  de  position*,  ist  aber  auch,  wie  Referent  hin- 
zufügt, längst  in  Elementarbticher,  z.  B.  in  Heis  und  Eschweilers 
Planimetrie,  übergegangen.  Bg. 


B.  Alvord.      The  intersection   of  circles  and  the  inter- 
section  of  spheres.    Sylv.  Am.  J.  V.  25-45. 

Der  Verfasser  erörtert  in  ausführlicher  Weise  die  verschie- 
denen Probleme,  welche  sich  bei  der  Betrachtung  der  Winkel, 
unter  welchen  Kreise  und  Kugeln  einander  schneiden,  darbieten. 
Die  meisten  dieser  Probleme  sind  schon  lange  hinreichend  be- 
kannt.  Hervorzuheben  ist  die  Construetion  der  Kreise,  welche 
vier  gegebene  unter  gleichem  Winkel  treffen,  und  die  Construe- 
tion der  Kugeln,  welche  fünf  gegebene  unter  demselben  Winkel 
schneiden.  Die  Anzahl  der  Lösungen  wird  bei  diesen  Problemen 
bestimmt.  W.  St. 
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F.  DA  Ponte  Horta.     Algumas  propriedades  das  conicas. 

Teizeira  J.  IV.  65-86. 

Zwei  Seiten  eines  veränderlichen  Dreiecks  drehen  sich  um 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  eines  festen  Parallelogramms, 
während  die  dritte  Dreiecksseite  derjenigen  Diagonale  parallel 
bleibt,  welche  die  beiden  andern  Ecken  des  Parallelogramms  ver- 
bindet. Bewegen  sich  dabei  zwei  Ecken  des  Dreiecks  auf  zwei 
anstossenden  Seiten  des  Parallelogramms,  so  beschreibt  die  dritte 
Ecke  eine  Ellipse;  bewegen  sich  jene  zwei  Ecken  auf  gegen- 
überliegenden Parallelogrammseiten,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke 
eine  Hyperbel.  Diese  Erzeugungsart  der  Kegelschnitte  hatte  Herr 
Horta  bereits  in  einer  früheren,  der  Akademie  von  Lissabon  vor- 
gelegten Arbeit  behandelt.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  werden 
einige  Folgerungen  und  Constructionen  mitgeteilt.  Insbesondere 
werden  die  Schnittpunkte  der  Ellipse  mit  zwei  von  benachbarten 
Ecken  des  Parallelogramms  ausgehenden  Geraden  bestimmt. 

Tx.  (Wn.). 


A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.      Note   sur  la  gdn^ration  d'une 
conique  au  moyen  du  cercle  ou  d'une  autre  conique. 

Teixeira  J.  IV.  95-108. 

Dreht  sich  eine  Transversale  um  einen  festen  Punkt,  so  bil- 
den die  Radien,  welche  zwei  feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  mit 
jenigen  Punkten  verbinden,  in  denen  die  Transversale  den  Kegel- 
schnitt schneidet,  zwei  projective  Strahleubüschel ;  und  der  geo- 
metrische Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  ist  da- 
her ein  anderer  Kegelschnitt.  Lässt  man  ferner  um  jene  festen 
l^nnkte  zwei  parallele  Sehnen  sich  drehen,  so  bilden  deren  Enden 
zwei  projective  Punktreihen,  und  die  Sehnen,  welche  entsprechende 
lenkte  verbinden  ^  umhüllen  einen  Kegelschnitt.  Die  auf  diese 
Art  erzeugten  Kegelschnitte  werden  in  vorliegender  Arbeit  ein- 
gehend behandelt.  Tx.  (Wn.). 
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0.    Hossfeld.       Construction     des     Kegelschnitts    aus 
fünf  zum  Teil  imaginären  Curvenelementen.    Diss.  Jena. 

Nenenhahn 

Der  Verfasser  stellt  zehn  Aufgaben  auf,  welche  darin  über- 
einstimmen,  dass  sie  alle  die  Construction  eines  Kegelschnitts  ver- 
langen, der  durch  a  gegebene  Punkte  geht  und  5— a  gegebene 
Strahlen  berührt,  und  welche  sich  dadurch  unterscheiden,  (la$;s 
die  gegebenen  Elemente  teils  als  reell,  teils  als  imaginär  betrachtet 
werden.  Die  imaginären  Elemente  werden  als  Doppelpunkte 
elliptischer  Punkt -Involutionen  eingeführt.  Die  Betrachtungeu 
sind  rein  lage-geometrisch  und  sehr  ausführlich. 

Seht. 


0.   DziOBKK.      Neue    Beiträge   zur  Theorie   des    PascaF- 

SChen   Sechsecks.    BerUn.    f.  Dummler. 

In  einer  Arbeit  „Nuovi  teoremi  suir  Hexagnammum  Mysticum" 
(Rom.,  AccL.  (3)  I.  141,  s.  F.  d.  M.  X.  (1878)  390)  zeigt  Herr 
G.  Veronese,  dass  ausser  dem  System  der  60  PascaFschen  Linieu 
und  60  Kirkman'schen  Punkte  noch  unendlich  viele.  Systeme 
von  Linien  und  Punkten  existiren,  die,  wenn  auch  nicht  alle,  so 
doch  die  meisten  Eigenschaften  mit  dem  ersten  Systeme  gemein- 
schaftlich haben.  Von  diesen  Systemen  folgt  immer  eins  aus  dem 
vorhergehenden.  In  der  vorliegenden  Arbeit  zeigt  der  Verfasser, 
dass  diese  Systeme  Glieder  einer  continuirlichen  Reihe  sind. 

Sind  a;,,  r.^,  a?,,  x^,  r^  irgend  fünf  lineare  Ausdrücke  in  homo- 
genen Dreieckscoordinaten  und  a,,...,a.  irgend  fünf  Constanten^ 
so  giebt  die  Matrix 


/j»       /*•       /»•       /|(*        /*» 

u;,    ^2    j;.^    J!^    »c^ 
«1    «3   «.   «4    ör, 


0 


zehn  Grade  [t7r],  welche  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte  schneiden. 
Solcher  (jkh)  Punkte  giebt  es  ebenfalls  zehn,  welche  zu  je  dreien 
auf  jenen  Geraden  liegen.  Ordnet  man  dem  Punkte  (ik)  die  Ge- 
rade (Imn)  zu,  so  sind  sie  Pole  und  Polare  eines  gewissen  Kegel- 
schnittes.    Fügt  man  zu  den  fünf  Functionen  und  Constanten  noch 
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ab  sechste  x^  reap.  a^,  8o  erhält  man  fünfzehn  Linien  und  zwanzig 
Packte,  welche  Hesse  eine  Steiner'sche  Figur  nennt,  weil  die 
zwanzig  Steiner'schen  Punkte  und  fünfzehn  Plticker*schen  Geraden 
eine  solche  (allerdings  speciellen  Charakters)  bilden. 

Der  Verfasser  knüpft  nun  seine  Untersuchungen  an  ein  System 

^I     ^1     ^J     ^4     ^5     ^6     ^7 

a,  a,  «3  a^  a^  a^  a^ 

ßi    ßt    ßi    ß*    ßi    ßs    ßl 

TOD  35  Linien  (iM),  35  Punkten  (tMI).  Die  Zuordnung  ist  im 
Allgemeinen  keine  polare  mehr,  jedoch  ist  die  Figur  sich  in  ge- 
wisser Weise  selbst  reciprok,  insofern  auf  jeder  Linie  yier 
Punkte  liegen  und  sich  in  jedem  Punkte  vier  Linien  schneiden. 
Die  fünfzehn  Plücker'schen  Linien  und  die  zwanzig  Steiner'schen 
Punkte,  sowie  die  iünfzehn  Cayley'schen  Punkte  und  zwanzig 
Salmon'schen  Linien  bilden  in  ihrer  Gesammtheit  ein  solches 
System. 

Es  werden  dann  gewisse  Bedingungen  eingeführt,  wodurch 
die  allgemeine  Figur  derjenigen  des  PascaVschen  Sechsecks  be- 
deutend genähert  und  schliesslich  in  dieselbe  übergeführt  wird. 

Rg. 


H.  DuFAü.     Thöorfeme   de   Thexagone  inscrit  dans    une 

COnique.    Nonv.  Ann.  (3)  I.  99-102. 

Es  wird  auf  einfachem  Wege  gezeigt,  wie  die  Polareigen- 
schaft des  Kegelschnitts  den  PascaVschen  Satz  und  dieser  die 
Polareigenschaft  nach  sich  zieht.  W.  St. 


Fr.  Gräfk.    Notiz  über  das  Pascarsche,  resp.  Brianchon'- 

sche  Sechseck.     Kronecker  J.  XCIII.  184-188. 

Die  Notiz  bezieht  sich  auf  die  Reihen  von  PascaVschen 
Sechsecken,  welche  von  einem  Brianchon'schen  Sechsecke  dadurch 
hervorgerufen  werden,  dass  man  in  gewisser  Weise  die  Ecken 
des  Brianchon'schen  Sechsecks  oder  die  Schnittpunkte  gewisser 

Fortaehr^d.  Math.  XIV.  S.  34 
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Seiten  desselben  geradlinig  verbindet.  Bei  den  kurz  zusammen- 
gedrängten und  der  Symbolik  wegen  zu  einem  Referat  wenig 
geeigneten  Betrachtungen  spielt  die  Lage  des  Kirkman^schen 
Punktes  jedes  auftretenden  Pascarschen  Sechsecks  eine  Haupt- 
rolle. Seht 


E.  Brassinne.    G^n^ralisation  du  th6orfeme  de  Brianchou 
et  de  rhexagone  de  Pascal.   Nouv.  Ann.  (3)  i.  318-320. 


Ist  ein  2n-Eck  einem  Kegel- 
schnitt umschrieben  und  geben 
von  den  n  Diagonalen ,  welche 
je  zwei  gegenttberliegende  Ecken 
verbinden,  n— 1  durch  einen 
Punkt,  so  geht  auch  die  letzte 
durch  diesen  Punkt. 


Ist  ein  2n-Eck  einem  Kegel- 
schnitteingeschrieben und  schnei- 
den sich  (n— 1)  Paare  von  Ge- 
genseiten in  Punkten  einer  Ge- 
raden, so  schneidet  sich  aueb 
das  letzte  Paar  auf  dieser  Ge- 
raden. 


G.  Tarry.  Eelation  g^n^rale  entre  sept  points  quel- 
conques  d'une  section  conique.  Conique  d'homologie. 
Propri^tös  communes  ä  trois  figures  homographiques. 

C.  R.  XOIV.  941-943. 

Der  Verfasser  stellt  an  die  Spitze  dieser  Note  ein  allgemei- 
nes Theorem  über  sieben  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  macht 
specielle  Anwendungen  desselben.  Dieser  Satz  sagt  folgendes 
aus.  Zwei  Dreiecke  (ABC)  und  (A^  B'  C)  seien  einem  Kegel- 
schnitte einbeschrieben.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  D  und 
irgend  einen  Punkt  H  des  Kegelschnitts  lege  man  die  beiden 
Kegelschnitte  (HDABC)  und  (HDA'ffC),  Sie  schneiden  sich 
noch  in  zwei  anderen  Punkten,  deren  Verbindungslinie  die  Polare 

des  Punktes  P,  in  welchen  HD  den  ersten  Kegelschnitt  noch  trifft, 
bezüglich  eines  Kegesschnittes  ist,  für  welchen  (ABC)  and  (A'B'C) 
Poldreiecke  sind.  Dieser  Satz  wird  nun  auf  drei  collineare 
Figuren,  welche  eine  besondere  Lage  zu  einander  haben,  ange- 
wendet.    Es  wird  definirt:   liegen  die  drei  Tripel  der  Doppel- 
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punkte  dreier  coUinearer  Figuren  auf  einem  Kegelschnitte,  so  heisst 
derselbe  „Kegelschnitt  der  Homologie'';  und  für  solche  drei  Figuren 
wird  nun  eine  Seihe  von  Sätzen  mitgeteilt.  W.  St. 


Ad.  Schümann.  Die  Wechselbeziehung  zwischen  einem 
Satze  von  Chasles  und  von  Steiner,  nebst  einigen 
daraus  fliessenden  geometrischen  Relationen. 

Schlömilch  Z.  XXVU.  363-368. 

Steiner  hat  bewiesen,  dass  zwei  Tripel  (Polardreiecke)  eines 
Kegelschnitts  in  einem  Kegelschnitte  enthalten  sind,  und  Chasles, 
dass  ein  Paar  von  je  drei  Punkten  eines  Kegelschnitts  stets  als 
Tripel  eines  Kegelschnitts  aufgefasst  werden  kann. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Frage  analytisch  und  findet, 
dass  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Paar  von  je  drei  Punkten 
Tripel  eines  Kegelschnitts  ist,  identisch  ist  mit  der  Bedingung, 
dass  ein  Paar  von  je  drei  Punkten  in  demselben  Kegelschnitte 
enthalten  ist. 

Des  Weiteren  leitet  der  Verfasser  einen  Satz  von  Poncelet, 
und  zwar,  wie  er  sagt,  mit  einem  Zusätze  ab;  nämlich  den  fol- 
genden: „Ist  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  und 
einem  zweiten  umschrieben,  so  lässt  sich  von  jedem  Punkte  des 
ersten  aus  ein  Dreieck  dem  einen  ein-  und  dem  andern  umzeich- 
nen, und  alle  diese  Dreiecke  sind  Tripel  eines  und  desselben 
dritten  Kegelschnitts. '* 

Aber  dieser  Satz  ist  bekannt,  vergl.  z.  B.  Steiner-Schröter, 
Kegelschnitte.   II.  Aufl.  S.  155. 

Als  räumliches  Analogon  des  obigen  Satzes  findet  der  Ver- 
fasser den  folgenden  Satz:  „Ein  Paar  von  je  drei  Geraden  einer 
Regelsehaar  des  Hyperboloids  bestimmt  in  eindeutiger  Form  die 
Gruppirung  der  Geraden  dieser  Schaar  zu  je  dreien  derart^  dass 
jede  Gruppe  von  je  dreien  mit  den  drei  ihnen  parallelen  der 
andern  Schaar  ein  Parallelepipedon  ergiebt,  welches  dem  Hyper- 
boloid umgeschrieben  und  zugleich  einer  mit  ihm  concentrischen 
Fläche  zweiten  Grades  eingeschrieben  ist/'  Rg. 

34* 
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C.  Pelz.     Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte. 

Wien.  Ber.  LXXXV.  169-174. 

Es  mrd  in  diesem  Aufsätze  die  Aufgabe  gelöst,  durch  einen 
Punkt  einer  bekannten  Normalen  des  Kegelschnitts  die  drei 
übrigen  Normalen  der  Curve  zu  construiren.  Die  Behandlung 
des  Problems  ist  synthetisch.  Die  von  Joachimsthal  in  Grelle  J. 
XXVI.  155  gegebene  Construction  wird  bewiesen,  und  es  wer- 
den einige  einfache  neue  Constructionen  hinzugefügt. 

W.  St. 


H.  6.  Zeuthen.     Bevis  for  en  Konstruktion  af  Chasles. 

Zeuthen  T.  (4)  VI  13-16. 

Enthält  die  von  Chasles  gegebene  Construction  eines  Kegel- 
schnitts, wenn  zwei  conjugirte  Halbmesser  in  Richtung  und 
Länge  gegeben  sind.    (Siehe  des  Verfassers  Grundriss  etc.). 

Gm. 


A.  Mannheim.     Construire   les   azes  d'une  ellipse   dont 
on    connait    deux    diam^tres    conjugu^s.    Mess.  (2)  xi. 

175-177. 

Der  Verfasser   teilt   neue   rein   geometrische  Lösungen  der 
im  Titel  genannten  Aufgabe  mit.  Glr.  (Wn.). 


G.  Halphen.     Sur  un  critörium  relatif  k  la  th^orie  des 
sections  coniques.    Noav.  Ann.  (3)  i.  5-7. 

Steiner  hat  für  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  drei  Punkte 
und  seinen  Mittelpunkt  gegeben  ist,  das  Criterium  angegebeD, 
welches  entscheiden  lässt,  ob  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist.  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  folgende  Frage: 
Der  Mittelpunkt  sei  so  gelegen,  dass  der  betreffende  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel  ist;  wie  verteilen  sich  dann  die  drei  gegebenen 
Punkte   auf  die    beiden  Zweige   der  Hyperbel?    Zum   Schlüsse 
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wird   die  Gattung  des  Kegelschnittes  festgestellt,  wenn  derselbe 
durch  den  Mittelpunkt  und  drei  Tangenten  gegeben  ist. 

W,St. 


(t.  Bruno.      Sülle   coniche    che    passano    per  tre  punti 
dati  e  toccano  due  rette  date.    Torino  Atti.  xvii.  29-34. 

Der  Verfasser  teilt  eine  von  der  sonst  bekannten  Gonstruc- 
tion  dieses  Problems  etwas  abweichende  Construction  desselben 
mit  Sie  giebt  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einiger  Sätze  über 
die  Lage  der  den  vier  Kegelschnitten  ausser  den  gegebenen 
Elementen  gemeinsamen  Punkte  und  Tangenten.  W.  St. 


H.  ScHRöTEB.   Geometrischer  Satz.  Schiömiicb  z.  xxvii.  61-62. 

Wenn  man  von  vier  in  der  Ebene  gegebenen  Punkten  einen 
als  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts,  die  drei  übrigen  als  die 
Ecken  eines  Poldreiecks  in  Bezug  auf  denselben  annimmt,  so  ist 
der  Kegelschnitt  dadurch  bestimmt,  und  man  erhält  durch  Ver- 
Uaschung  der  vier  gegebenen  Punkte  unter  einander  vier  solcher 
Kegelschnitte.  Es  wird  nun  angegeben,  welchen  Gattungen  diese 
Kegelschnitte  angehören,  und  in  welchen  Beziehungen  sie  zu 
einander  stehen.  W.  St. 


Anonyme.     Composition  mathdmatique  pour  Tadmission 
kr^cole  polytechnique  en  1882.    Solution  göomdtrique. 

NouT.  Ann.  (3)  I.  351-357. 

Wenn  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  A  und  B  zweier 
Kreise  erstens  einen  Kegelschnitt  legt,  der  zugleich  jeden  der 
beiden  Kreise  berührt,  zweitens  die  gleichseitige  Hyperbel  legt, 
welche  A  und  B  zu  Scheiteln  hat,  und  dann  die  beiden  sonstigen 
Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  und  der  Hyperbel  verbindet,  so 
erhält  man  eine  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise 
gehende  Verbindungslinie.  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittel- 
punkte aller  Kegelschnitte,   welche  durch  A  und  B  gehen  und 
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die  beiden  Kreise  berühren,  wird  von  zwei  Kreisperipherieen  g^e- 
bildet.  Die  Asymptoten  aller  Kegelschnitte,  welche  ihren  Mittel- 
punkt auf  einer  dieser  beiden  Kreisperipherieen  haben,  treffen 
dieselbe  in  zwei  festen  Punkten,  die  auf  der  Ghordale  der  beiden 
gegebenen  Kreise  liegen.  Diese  Sätze  und  einige  naheliegende 
Folgerungen  sind  in  der  yorliegenden  Abhandlung  synthetisch 
bewiesen.  Seht 


Z.  Rbggio.  Alcune  ricerche  suUe  coniche,  centri  descrittivi 
e  rette  descrittive  —  configurazioni  di  coniche  —  assi 
delle  configurazioni.    Ven.  ist.,  Atti  (5)  viii.  649-673. 

Eine  Gonfiguration  von  Kegelschnitten  nennt  der  Verfasser 
den  Inbegriff  aller  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiecke  ABC 
umschrieben  (oder  eingeschrieben)  sind  und  einer  weiteren  Be- 
dingung Genüge  leisten.  Zu  einem  Punkte  der  Ebene  (ABC) 
gehört  bezüglich  des  Dreiecks  in  bekannter  Weise  eine  Gerade 
als  Polare.  Die  zusammengehörenden  Elemente  liefern  eine  reci- 
proke  Beziehung  zweiten  Grades.  Den  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts der  Gpnfiguration  entsprechen  so  die  Geraden  eines 
Strahlenbüschels;  also  einem  Kegelschnitte  ein  Punkt,  der  Mittel- 
punkt des  Büschels,  welcher  das  „descriptive  Gentrum'^  der  Gurre 
heisst.  Der  Verfasser  studirt  nun  einfache  Gonfigurationen  durch 
Betrachtung  des  Ortes  des  descriptiven  Gentrums  und  giebt  einige 
auf  Kegelschnitte  bezügliche  Gonstructionen  an,  welche  auf  diesem 
Zusammenhange  beruhen.  W.  St. 


A.  Brill.     Ueber  das  Polvierseit.    Klein  add.  xx.  ö31-535. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  K  zu  den  drei 
Seiten  S,,  Sj,  S,  eines  Dreiseits  die  Pole  P,,  P„  P,  bestimmt,  so  sind 
natürlich  die  drei  Seiten  S„,  S^j,  S^^  des  von  P^,P^,  P,  gebilde- 
ten Dreiecks  auch  Polaren  der  drei  Ecken  P^j,  P^j,  P„  des  aus 
S,,  Sg,  S3  bestehenden  Dreiecks.  Es  liegen  aber  auch  das  Drei- 
eck PjPaPj  und  das  Dreieck  Pg,  P,,  P,,  perspectiv,  so  dass  die 
Verbindungslinien  P,P^^^  ^j^i3>  ^i^m  welche  bez.  Sj^,  S,^,  S,^ 
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heisseo  mögen,  sich  in  einem  einzigen  Punkte  P^  sehneiden,  und 
aach  die  Schnittpunkte  der, [Seitenpaare  S^S^^y  S,  S,,,  5,5,,, 
welche  bez.  P,^,  P,^,  P,^  heissen  mögen,  auf  einer  einzigen  ge- 
raden Linie  S^  liegen.  Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  auch 
f  F^  Pol  von  S^  in  Bezug  auf  K  sein  muss.  Die  eben  bezeichneten 
zehn  Punkte  und  zehn  geraden  Linien  bilden  also  eine  Configu- 
ration,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  zehnmal  drei  der  zehn 
Punkte  in  einer  der  geraden  Linien  liegen,  und  auch  zehnmal 
drei  der  zehn  geraden  Linien  sich  in  einem  der  zehn  Punkte 
schneiden.  Von  dieser  bekannten  Gonfiguration,  welche  der  Re- 
ferent gern  auch  als  Schnitt  der  zehn  Verbindungslinien  und  der 
zehn  Verbindungsebenen  von  fünf  Punkten  im  Räume  aufgefasst 
gesehen  hätte,  zählt  der  Verfasser  mehrere  merkwürdige  Eigen- 
schaften auf,  welche  teils  der  Gonfiguration  an  sich  angehören, 
teils  auch  auf  den  Kegelschnitt  K  Bezug  nehmen.  Namentlich 
betrachtet  der  Verfasser  die  ftlnfzehn  Verbindnngsgeraden,  welche 
entstehen,  wenn  man  jeden  der  zehn  Punkte  mit  denjenigen  drei 
Punkten  der  Gonfiguration  verbindet,  mit  denen  er  noch  nicht  durch 
eine  der  zehn  Geraden  der  Gonfiguration  verbunden  ist.  Diese  fünf- 
zehn Verbindungsgeraden  lassen  sich  nämlich  zu  ftlnf  Dreiseiten 
A,,  A,,...,  Aj  zusammenfassen,  welche  u.  A.  die  Eigenschaft 
haben,  dass  je  zwei  von  ihnen  wiederum  perspectiv  sind.  Eine 
andere  von  Herrn  Brill  erwähnte  Eigenschaft  spricht  aus,  dass 
die  sechs  Osculationspunkte  der  sechs  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  drei  Ecken  eines  der  fünf  Dreiecke  A  gehen  und  zugleich 
den  Kegelschnitt  K  dreipunktig  berühren,  zugleich  Osculations- 
punkte für  die  den  vier  andern  Dreiecken  A  umschriebenen 
Kegelschnitte  sind.  Schliesslich  wird  angegeben,  wie  sich  hier- 
durch aus  K  und  einem  der  f&nf  Dreiecke  A  die  übrigen  linear 
construiren  lassen.  Seht. 


J.  Streissler.     Construction  der  gemeinsamen  Elemente 
zweier  Kegelschnitte.    Hoppe  Arch.  LXVIII.  389-404. 

Ist  jeder  von  zwei  Kegelschnitten  irgendwie  durch  eine  fünf- 
fache Bedingung  gegeben,  z.  B.  durch  f\inf  seiner  Punkte  oder 
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durch  die  Endpunkte  seiner  grossen  Axe  und  durch  seine  Brenn- 
punkte, so  ist  die  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Punkte  oder  die 
gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  so  definirten  Kegelschnitte 
zu  finden,  eine  Aufgabe  vierten  Grades,  und  deshalb  im  all- 
gemeinen mit  Cirkel  nnd  Lineal  nicht  lösbar.  Für  den  Forscher 
aber  ist  es  interessant  und  fttr  den  Constructeur  wichtig,  den 
Kcgelschnitteigenschaften  möglichst  bequeme,  praktische  Methoden 
zu  entnehmen,  welche  in  den  verschiedenen  Fällen  die  gemein- 
samen Tangenten  constructiv  liefern.  Von  diesem  Gedanken 
geleitet,  gelangt  der  Verfasser  fttr  die  am  meisten  vorkommenden 
Fälle  zu  sehr  einfachen  Constructionsarten.  Seht  . 


L.  KoTANYi.     Construction  algebraischer  Ausdrücke  mit 
Hülfe  von  Involutionen  auf  Kegelschnitten.    Schiömilch  z. 

XXVII.  248-252. 

Jede   quadratische   Involution    kann    durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

ax,  x^  +  ß{x^  +a;J  +  y  =  0 
definirt  gedacht  werden.  Soll  dem  Werte  a:,  =  oo  der  Wert  x,  =  ^ 
entsprechen,  so  specialisirt  sich  die  Involutionsgleichung  zu 

a:,  +x^  =  --^  =  c. 

Diese  Gleichung  benutzt  der  Verfasser,  um  mit  Hülfe  einer  In- 
volution zwei  Strecken  OA  und  OB  einer  Geraden  G  zu  addiren, 
d.  h.  einen  Punkt  X  auf  G  zu  finden ,  so  dass  OX  =  0A-\-  OB 
ist.  Bestimmt  man  nämlich  auf  der  Geraden  G  die  Involution, 
in  welcher  der  unendlich  ferne  Punkt  sich  selbst  entspricht,  und 
in  welcher  dem  Punkte  ii  der  Punkt  jB  entspricht,  so  muss,  da 
zu  a?,  =  0  der  Wert  a:,  =  c  =  0/1  +  OÄ  gehört ,  der  in  dieser 
Involution  dem  Punkte  0  entsprechende  Punkt  der  gesuchte 
Punkt  X  sein,  der  die  Forderung  OA^OB  —  OX  erfüllt.  Zur 
Ausführung  dieser  Construction  kann  man  einen  in  der  Ebene 
der  Geraden  liegenden  beliebigen  Kegelschnitt  benutzen,  auf  den 
man  die  auf  G  liegende  Involution  von  einem  beliebigen  Kegel- 
schnittpunkte S  aus  projicirt.     Man  zieht  also  SA  und  SB,  sucht 
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die  zweiten  Schnittpunkte  A  und  B'  dieser  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitt  auf  und  erhält  in  der  Geraden  A^  ff  den  einen  Ort 
für  das  gesuchte  Involutionscentrum.  Den  zweiten  Ort  liefert,  da  sich 
X,  =  oo  und  a;,  =  oo  entsprechen,  die  Tangente  in  dem  Punkte  D\ 
wo  die  Parallele  durch  S  mit  G  den  Kegelschnitt  schneidet.  Den 
Sehnittpunkt  S'  von  A^  B^  und  der  Tangeute  in  D'  hat  man  nun 
noch  mit  demjenigen  Punkte  0'  zu  verbinden,  in  dem  OS  den 
Kegelschnitt  zum  zweiten  Male  schneidet.  Die  Verbindungsstrecke 
(yS'  schneidet  den  Kegelschnitt  in  X',  und  S'X'  schneidet  endlich 
die  Gerade  G  in  dem  gesuchten  Punkte  X.  Durch  Wiederholung 
einer  solchen  Construction  kann  die  Addition  beliebig  vieler 
Punkte,  sowie  die  Multiplication  eines  Punktes  mit  einer  natQr- 
lieben  Zahl  ausgeführt  werden.  In  ähnlicher  Weise  wird  dann 
die  Subtraction  behandelt,  wobei  auch  negative  Werte  eingeflihrt 
werden.  Zur  Multiplication  gelangt  der  Verfasser  aus  der  all- 
gemeinen Involutionsgleichung,  indem  er  dem  Werte  x^  =  0  den 
Wert    x,  =  cc    zuerteilt,    wodurch    sich    diese    Gleichung    in 

X.«.  =  — ^  =  c  verwandelt,  und  indem  er  dann  zwei  Punkte 
a 

sieh  entsprechen   lässt,   von   denen    der   eine  den  Wert  1 ,  der 

andere  den  Wert  c    darstellt.     Mit  Hülfe  dieser  Betrachtungen 

beweist  der  Verfasser  dann  sowohl  den  Pascarschen  Satz,  wie 

aueh  den  Satz,  dass  das  einem  Kegelschnitt  umbeschriebene  Vier- 

seit  dasselbe  Diagonaldreieck  hat,  wie  das  aus  seinen  vier  Be- 

lührongspunkten   bestehende   Viereck.     Schliesslich   werden  die 

Quadratwurzeln,  reciproke  Werte,  conjugirt-imaginäre  Werte  und 

Quotienten  in  ähnlicher  Weise  behandelt.  Seht. 


Weill.     De  Tinvolution    de    plusieurs    points    sur  une 

COniqae.     Souv.  Ann.  (3)  I.  62-79. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  C. 


Gerbaldi.     Sui  griippi  di  sei  coniche  in  involuzione. 

Torino  Atti  XVU.  566-580. 
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Zu  einem  beliebig  in  einer  Ebene  gelegenen  Kegelschnitte 
giebt  es  oo^  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  mit  dem  ursprQng- 
lichen  Kegelschnitte  in  Involution  liegt.  Zwei  solche  in  Involu- 
tion liegende  Kegelschnitte  bestimmen  zwei  Gruppen  von  je  vier 
Kegelschnitten,  so  dass  von  den  sechs  Kegelschnitten,  welche 
sich  aus  einer  solchen  Gruppe  und  den  beiden  sie  erzeugenden 
Kegelschnitten  zusammensetzen,  immer  je  zwei  in  Involution  liegen« 
Da  aber  je  zwei  in  Involution  liegende  Kegelschnitte  einer  solchen 
Gruppe  von  sechs  Kegelschnitten,  wie  aus  dem  eben  Gesagten 
hervorgeht,  ausser  dieser  Gruppe  noch  eine  zweite  Gruppe  be- 
stimmen, so  kann  man  sagen ,  dass  zu  jeder  Gruppe  von  sechs 
Kegelschnitten,  von  denen  je  zwei  in  Involution  liegen,  fünfzehn 
analoge  Gruppen  gehören,  von  denen  jede  mit  der  erstgenannten 
Gruppe  zwei  Kegelschnitte  gemein  hat.  Verlangt  man,  dass  von 
n  Kegelschnitten  je  zwei  in  Involution  liegen,  so  kann  n  höchstens 
gleich  sechs  sein.  Derartige  Gruppen  von  sechs  Kegelschnitten 
haben  hinsichtlich  der  ein-  und  umbeschriebenen  Dreiecke  und 
Vierecke,  der  sich  selbst  conjugirten  Dreiecke,  der  dadurch  er- 
zeugten Jacobi'schen  und  Hesse'schen  Gurven,  u.  s.  w.  inter- 
essante Eigenschaften,  die  vom  Verfasser  analytisch  bewiesen 
werden.  Seht. 


F.  Bergmann.     Kegelschnittbüschel  -  Constructionen. 

Hoppe  Arch.  LXVIII.  404-421. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Pole  einer  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittbüschels ist  bekanntlich  wiederum  ein  Kegelschnitt  För 
die  Gonstruction  des  letzteren  entwickelt  der  Verfasser  ein  auf 
die  Betrachtung  zweier  Punktinvolutionen  gestütztes  einfaches  Ver- 
fahren. Es  ergiebt  sich  dabei  auch  der  bekannte  Satz,  dass  die 
Kegelschnitte,  welche  in  dieser  Weise  den  sämmtlichen  oo*  Geraden 
der  Ebene  polar  zugeordnet  sind,  ein  zweistufiges  Kegelschnitt- 
system mit  drei  gemeinsamen  Punkten  bilden.  Weiterhin  unter- 
sucht der  Verfasser  die  Lagen  derjenigen  Geraden,  deren  polare 
Kegelschnitte  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln,  gleichseitige  Hyper- 
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belD,  Kreise,  Geradenpaare  werden.  Mit  Hülfe  desjenigen  polaren 
Kegelschnitts,  der  zu  einem  Kreise  wird,  lässt  sieh  dann  die 
Aufgabe,  zu  einem  beliebigen  Punkte  den  im  Kegelschnittbüschel 
eonJQgirten  Punkt  aufzusuchen,  sehr  einfach  erledigen.  Den 
Schluss  der  Abhandlung  bildet  die  Betrachtung  des  Kegelschnitts, 
der  von  den  Mittelpunkten  der  Kegelschnitte  des  Böschels,  d.  h. 
von  den  Polen  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildet  wird. 

Seht 


Fr.  Hofmann.  •    Th^orfeme  relatit   k  un    certain  r^seau 
de  quatre  sectioDs  coniques.    Nouv.  Ann.  (3)  i.  321-325. 

Diese  Arbeit  enthält  einige  Sätze  über  vier  Kegelschnitte 
i  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt,  von  welchen  jeder  drei  von 
!   Tier  gegebenen  Geraden  berührt.  W.  St. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Kegelschnitte  in  synthetischer  Behandlung  von  Genese, 
A.  McMüRPHY,  Ch.  Ladd,  f.  Budd,  W.  Roberts, 
W.J.C,  Sharp,  J.  L.Kitchin,  Ch.  A.Scott,  J.  Young, 
M.  S.  Meter,  K.  Gale,  T.  Woodcock,  W.  H.  Lowry, 
G.F.Walker,  Townsend,  Droz,  A.Martin,  B.Easton, 

D.  EdWARDES,   R.  KnoWLES   finden  sich  Ed.  Timea  XXXVI. 
43,  78,  83;  XXXVII.  22,  25,  28,  35-36,  81,  121,  122,  123. 

Wn. 


0.  Zimmermann.      Vermischte  Aufgaben  und  Lehrsätze 
über  Kegelschnitte  und  über  Curven  dritter  Ordnung 

mit  einem  Doppelpunkt.     Berlin.    Friedlinder. 

Es  wird  eine   grosse  Reihe  zum  Teil  neuer  Sätze  ohne  Be- 
weis mitgeteilt.  W.  St. 
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H.    Drasch.      Beitrag    zur    synthetischen    Theorie    der 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt. 

Wien.  Ber.  LXXXV.  534-553. 

Die  Theorie  der  ebeuen  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt üvird  unter  Zugrundelegung  ihrer  Erzeugung  durch  ein 
Strahlenbttscbel  erster  Ordnung  und  ein  ihm  projeetives  BQscbel 
zweiter  Ordnung  eingehend  erörtert,  und  es  werden  auf  syntheti- 
schem Wege  die  wichtigsten  meist  bekannten  Eigenschaften  der 
Curven  abgeleitet.  W.  St 


R.  A.  Roberts.     On   polygons    circumscribed   about  a 

CUSpidal   cubic.    Lond.  M.  S.  Proc.  XIII.  148-153. 

Der  Verfasser  giebt,  ohne  sich  auf  eine  principielle  Unter- 
suchung einzulassen,  interessante  Beispiele  Von  oo*  Dreiecken  und 
vollständigen  Vierecken,  welche  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Spitze  umschrieben  und  einer  anderen  rationalen  C,  oder  C^  ein- 
geschrieben sind.  V. 


C.  Le  Paige.  Note  sur  Tinvolution  biquadratique  du 
troisi^me  rang  et  sur  son  application  aux  courbes  du 
quatrifeme  ordre.    Prag.  Her.  1881.  61-68. 

In  dieser   Note    wird  die  biquadratische  Involution   dritter 
Stufe 

fli  +  Ati+juci+i^d*  =0 

auf  der  Geraden  betrachtet  und  zur  Lösung  einer  Reihe  geo- 
metrischer Probleme  benutzt,  von  denen  die  Construction  des 
sechsten  Schnittpunktes  einer  C,  und  C,,  sowie  die  Constructiou 
einer  C^  aus  vierzehn  gegebenen  Punkten  hervorgehoben  wer- 
den möge.  V. 
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A.  Ameseder.  Geometrische  Untersuchungen  der  ebenen 
Curven  vierter  Ordnung,  insbesondere  ihrer  Berüh- 
rungskegelschnitte.   Wien.  Ber.  LXXXV.  396-423. 

Der  Verfasser  leitet  die  bekannten  Eigenschaften  der  ein- 
fach berührenden  Kegelschnitte  und  der  Doppeltangenten  einer 
allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  ab  auf  dem  Wege,  welchen 
schon  vorher  Geiser  zu  diesem  Zwecke  betreten  hat.  Die  Be- 
rfihrangskegelschnitte  eines  Systems  erscheinen  hierbei  als  die 
ersten  Polaren  der  Punkte  eines  festen  Kegelschnitts  C,  bezüglich 
einer  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung.  Hervorzuheben  ist  die 
Bestimmung  des  Ortes  der  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte  eines 
Systems.  Besondere  Arten  von  C^  erhält  der  Verfasser,  wenn 
C,  einem  vollständigen,  der  Hesse'schen  Curve  einbeschriebenen 
Vierseite  einbeschrieben  ist.  Auf  einer  solchen  C^  sind  die  Qua- 
drupel der  Berührungspunkte  zu  je  vier  in  der  Art  gruppirt,  dass 
die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  eines  Quadrupels  noch  zwei 
Punkte  eines  zweiten  Quadrupels  derselben  Gruppe  enthält. 
Enthält  C^  die  Ecken  eines  solchen  Sechzehneckes,  so  enthält 
sie  die  Ecken  von  unendlich  vielen.  W.  St 


Lägüerre.  ^  Sur  les  hypercycles.  0.  r.  xciv.  778-781,  832-836, 

933-936,  1033-1036,  1160-1163. 

In  den  vorliegenden  Noten  ist  eine  Reihe  von,  namentlich 
ihrer  Ableitung  nach,  sehr  eleganten  Sätzen  zusammengestellt 
über  gewisse  Curven  vierter  Klasse  und  sechster  Ordnung  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  Doppeltangente,  welche  Laguerre  als 
Hypereyklen  bezeichnet.  Insbesondere  ist  dabei  das  Princip  her- 
vorzuheben, die  auszuführenden  geometrischen  Constructionen  da- 
durch zu  vereinfachen  und  vor  allem  weniger  vieldeutig  zu  machen, 
dass  die  algebraischen  Curven  als  von  ihren  Tangenten  umhüllt 
mit  einem  bestimmten  Richtungssinn  behaftet  aufgefasst  werden, 
indem  der  Tangente  ein  solcher  zuerteilt  wird.  Nur  den  Curven, 
ftir  welche  die  Parallelcurven  aus  zwei  getrennten  Zügen  be- 
Btehen,  kann  dann  ein  bestimmter  Richtungssinn  beigelegt  werden^ 
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(courbes  de^direction).  Die  Gerade  mit  fixirter  Richtung  wird 
als  „Halbgerade'',  der  Kreis  mit  gegebener  Richtung  als  Cyklus 
bezeichnet.  Dann  giebt  es  z.  B.  an  zwei  Cyklen  nur  zwei  ge- 
meinsame Tangenten  y  indem  der  Sinn  der  Durchlaufung  von 
Tangente  und  Kreis  übereinstimmen  muss;  in  ein  Dreieck 
lässt  sich  nur  ein  einziger  Kreis  (von  bestimmtem  Sinne)  ein- 
schreiben, u.  s.  w. 

Von  den  folgenden  Entwickelungen  sei  nur  eine  Definition 
der  Hypercyklen  herausgegriffen,  an  welche  Darboux  (C.  R.  XCIV. 
p.  930,  vgl.  das  folgende  Referat)  einige  analoge  Formulirungen  an- 
geschlossen hat.  Es  seien  A^  A*]  B,  B',  die  sich  bez.  in  aund6 
schneiden,  gewisse  (specielle)  Tangentenpaare  unserer  Curve,  T 
eine  bewegliche  Tangente,  welche  die  vier  festen  beziehungsweise 
in  den  Punkten  a,  a';  /?,  ß*  schneidet.  So  hat  für  unsere  Gurren 
die  Relation  statt: 

aa  +  a^a  +  6/J  +  bß'  —  ßa—  ß*a*  =  const. , 

oder  auch,  wenn  man  die  beiden  Cyklen,  welche  bez.  A,  Ä\T 
und  B,  B\  T  berühren,  zeichnet  und  deren  Berührungspunkte 
a^,  ß^  auf  T  fixirt: 

ffp  ß^  =  const. 

Dabei  giebt  es  stets  specielle  Tangentenquadrupel,  für  welche 
diese  letztere  Constante  gleich  Null  ist.  Von  den  weiteren  Unter- 
suchungen  sei  noch  eine  gewisse  durch  unsere  Curven  vermittelte 
Zuordnung  der  Geraden  der  Ebene  zu  Kreisen  erwähnt,  welche 
gewisse  Analogieen  mit  der  Zuordnung  von  Pol  und  Polare  bietet; 
ferner  eine  Transformation  der  Ebene,  auf  welche  der  Verfasser 
in  den  C.  R.  XCII.  p.  71  (s.  F.  d.  M.  XIII.  (1881)  p.  492)  näher 
eingegangen  ist,  und  durch  welche  sämmtliche  derartige  Curven, 
mit  Ausnahme  eines  gewissen  Specialfalles,  in  Parabeln  sich  über- 
führen lassen.  Dk. 


G.  Darboux.     Sur  une  classe  de  courbes  unicursales. 

C.  R-  XCIV.  930-933. 

Anknüpfend  an  die  Mitteilungen  von  Laguerre  über  gewisse 
Curven  vierter  Klasse  (Laguerre,  Notes  sur  les  hypercycles,  C.  R. 
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XCIV.,  vergl.  das  vorhergehende  Referat),  teilt  Herr  Darboux 
die  folgenden  Sätze  Ober  Curven  n^"  Klasse  mit,  die  er  im  Jahre 
1880  in  einer  geometrischen  Vorlesung  an  der  Sorbonne  zum 
Vortrag  gebracht  hat: 

1)  Man  betrachte  n  feste  Gerade,  bezeichne  auf  jeder  der- 
selben einen  festen  Punkt  und  messe  von  ihm  aus  die  Stücke, 
welche  eine  bewegliche  Gerade  auf  denselben  abschneidet.  Be- 
steht dann  zwischen  diesen  Abschnitten  p,.  P2,-..,Pfi  eine  lineare 
Relation 

so  umhüllt  die  bewegliche  Gerade  im  Allgemeinen  eine  Gurve 
n**' Klasse,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  (n—1)- fachen 
Tangente  hat.  Der  Satz  ist  umkehrbar.  Für  n  =  2  drückt  er 
eine  bekannte  Eigenschaft  der  Parabel  aus. 

2)  Analog  lässt  sich  die  Eigenschaft  der  Parabel,  dass  drei 
feste  Tangenten  auf  einer  beweglichen  vierten  stets  zwei  Segmente 
von  constantem  Verhältnis  ausschneiden,  und  die  Umkehrung  der- 
selben sofort  auf  Curven  n^  Klasse  mit  (n — l)-facher  Tangente 
im  Unendlichen  verallgemeinern. 

Die  Sätze  lassen  sich  durch  Projection  auf  Curven  n'"  Klasse 
mit  beliebiger  (n--l)-facher  Tangente  übertragen,  und  ebenso  for- 
mulirt  sich  deren  dualistische  Umkehrung  auf  die  einfachste 
Weise.  Dk. 


G.  Darboux.     Sur  une  propri^tö  du  cercle.    0.  R.  xciv. 

1108-1110. 

Eine  bewegliche  Tangente  eines  Kreises  bestimmt  mit  zwei 
festen  Tangenten  Dreiecke,  deren  Umfang  constant  ist.  Diese 
Eigenschaft  veranlasst  den  Verfasser  zur  Untersuchung  derjenigen 
Curven,  deren  Tangenten  auf  n  Paaren  von  Geraden  Dreiecke 
abschneiden,  für  welche  die  Summe  der  Umfange  constant  ist. 

Die  Curven  sind  Unicursalcurven  einergewissen,  der m**° Klasse, 
welche  diej unendlich  ferne  Gerade  zur  (m— 2)-fachen  Tangente 
haben.  In  besonderen  Fällen  wird  jene  Gerade  zur  (i»— l)-fachen 
Tangente,  und  dann  gehen  die  vorliegenden  Curven  in  die  vom 
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Verfasser  in  einer  Note  „Sur  une  classe  de  coarbes  uuicursales* 
(cfr.  das  vorhergehende  Referat)  betrachteten  Über.  Rg. 


E.  Mahler.     Zur  Theorie  der  Kegelschnitte.    Hoppe  Arch 

LXVIII.  78-84. 

In  dem  vorliegenden  Aufsatze  beschäftigt  sich  der  Verfasser 
mit  einer  Verallgemeinerung  des  Problems,  welches  den  Gegen- 
stand einer  frühern  Arbeit  „Ueber  gewisse  Systeme  von  Kegel- 
schnitten« (Hoppe  Arch.  LXVI.  358ff.,  siehe  F. d.M.  XIII.  (1881) 
477)  bildet,  und  so  ausgesprochen  werden  kann:  ^Es  soll  ein 
Gurvensystera  von  der  Eigenschaft  gesucht  werden,  dass  das  von 
einem  beliebigen  Punkte  des  Systems  an  eine  Curve  des  Kegel- 
schnittbüschels  K—IK'  =  0  gezogene  Tangentenpaar  durch  das 
an  einen  der  Fundamentalkegelschnitte  des  Büschels  gezogene 
Tangentenpaar  nach  constantem  Doppelverhältnis  geteilt  wird." 
Das  betreflFende  Curvensystem  ist  ein  System  von  C^,  von  denen 
jede  die  Eigenschaft  hat ,  dass  ihre  Schnittpunkte  mit  den 
Seiten  des  den  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich en, 
sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  sich  in  zwei  Punktepaare  grup- 
piren,  die  durch  die  Ecken  jenes  Dreiecks  harmonisch  geteilt 
werden. 

Jedem  der  beiden  Kegelschnitte  K  und  K^  ist  hiernach  ein 
solches  System  zugeordnet.  Bezieht  man  diese  Systeme  dadurcb 
aufeinander,  dass  man  zwei  Curven  desselben  k  einander  zu- 
ordnet, so  erzeugen  sie  eine  C,,.  Rg. 


E.  Mahler.     Zur  Theorie  der  Curven  grader  Ordnung. 

Hoppe  Arch.  LXIX.  108-110. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  ,,Das  Erzeugnis  eines  Curven- 
büschels  n^'  Ordnung  und  einer  mit  ihm  projecti vischen  Tangen- 
ten-Involution auf  einem  Kegelschnitte  ist  eine  Curve  von  der 
Ordnung  2(n-t-l)";  dann  wird  die  Construction  der  2(fl  +  0 
Schnittpunkte  des  Erzeugnisses  mit  einer  Geraden  &  gezeigt  und 
folgende  Eigenschaft  der  genannten  Curve  hergeleitet:  „Die  Curve 
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bat  in  jedem  der  n'  Scheitelpunkte  des  Bttschels  By  sowie  in 
jedem  der  (n+l)  gemeinsamen  Elemente  der  auf  der  Involutions- 
aie®  befindlichen  conlocalen  Punktreihen,  welche  die  Schnitt- 
puokte  zweier  zu  einem  Tangentenpaare  gehörenden  Tangenten 
einerseits  und  die  Schnittpunkte  der  ®  mit  den  Gurven  des 
Büschels  £  andererseits  bilden,  einen  Doppelpunkt.^ 

H. 


Stoll.   ZurTangentenconstruction  der  Astroide.  Hoppe Arch. 

LXVII.  447-448. 

Der  Verfasser  leitet  flir  die  Astroide,  welche  als  Enveloppe 
einer  constanten  Strecke,  deren  Endpunkte  auf  zwei  beliebigen 
Geraden  sich  bewegen,  entsteht,  auf  analytischem  Wege  eine 
Construction  des  Berührungspunktes  der  Strecke  mit  der  Astroide 
ab,  welche  auf  kinematischem  Wege  sich  unmittelbar  ergiebt. 

W.  St. 


G.  Bellermann.      Ueber    Rouletten,    welche  entstehen, 
wenn   eine  Cycloide  auf  einer  andern  rollt.    Festschrift 

ZQ  dem  50-jährigeo  Jabiläum  der  Köoigstäd tischen  Realschale  za  Berlin. 
Ö.  215-240. 

In  seiner  Schrift  ^Epicycloiden  und  Hypocycloiden^  (1867 
Uderitz'sche  Buchhandlung)  hat  der  Verfasser  diese  Gurven  als 
geometrischen  Ort  der  Eckpunkte  eines  Parallelogramms  mit  un- 
Teräoderlichen  Seiten  nachgewiesen,  dessen  einer  Eckpunkt  fest 
iBt,  während  sich  die  beiden  ihm  benachbarten  Ecken  mit  gleich- 
förmigen, aber  von  einander  verschiedenen  Winkelgeschwindig- 
keiten um  die  feste  Ecke  in  Kreisen  bewegen.  Die  beiden  in  dem 
festen  Funkte  zusammentreffenden  Seiten,  d.  h.  also  die  Halbmesser 
der  Kreise,  werden  „Deferenten^  genannt.  Der  vierte  Eckpunkt 
wäre  hier  passend  als  „Summe"  der  Deferenten  zu  bezeichnen. 
Untersucht  wird  nun  diejenige  Bewegung  eines  ebenen  unver- 
äüderlichen  Systems,  bei  der  eine  gemeine  Cycloide,  Epi-  oder 
Hypocycloide    auf  einer  festen    Curve  dieser   drei  Arten  rollt, 

FoitKhr.  d.  Uath.  XLV.  2.  35 
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jedoch  soll  die  Bogenlänge  von  einem  Rtt'ckkehrpunkt  zum  folgen- 
den bei  beiden  Curven  dieselbe  sein.  Die  Curven,  welche  die 
einzelnen  Systempunkte  beschreiben,  nennt  der  Verfasser  „Cycloiden 
zweiter  Ordnung",  weil,  wie  er  nachweist,  dieselben  durch  einen 
Punkt  gleich  der  Summe  von  drei  Deferenten  beschrieben  werden. 
Ebenso  kann  man  Cycloiden  n*"  Ordnung  bilden,  üebrigens 
kann  eine  Cycloide  zweiter  Ordnung,  wie  eine  gewöhnliche,  unter 
Umständen  eine  gerade  Linie  werden.  Bollt  eine  Eardioide  innen 
auf  einer  eigentlichen  Cycloide  mit  gleichem  Bogen,  so  beschreibt 
ihr  Rückkehrpunkt  die  Basis  dieser  Cycloide.  ßg. 


Chk.    Wiener.      Die    Evoluten    der    geschweiften    und 
verschlungenen  cyklischen  Curven.    Schiömiich  z.  xxvii. 

129-140. 

Die  Arbeit  kann  als  eine  Fortsetzung  einer  früheren  des 
Verfassers  in  Schiömiich  Z-  XXVI.  p.  257  angesehen  werden 
(s.  F.  d.M.  XIII.  (1881)  559),  woselbst  u.a.  die  doppelte  Ent- 
stehungsweise der  betrachteten  Curvenspecies  allgemein  nach- 
gewiesen wird.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  wird  stets  die- 
jenige Entstehungsweise  gewählt,  bei  der  das  Verhältnis  der  ab- 
soluten Werte  der  Halbmesser  des  wälzenden  Kreises  to  und  des 
festen  f  das  kleinere  ist.  In  wesentlich  geometrischer  Weise  wer- 
den die  Singularitäten  der  primären  Curve  sowohl,  als  auch  die 
ihrer  Evoluten  bestimmt.  Die  Constructionen  lassen  sich  nicht 
wohl  in  Kürze  wiedergeben.  ßg. 


C.     Besondere  räumliche  Gebilde. 
Th.  Reye.     Das  Problem  der  Configurationen.    Act.  Math. 

I.  93-96. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  Definitionen:  „Eine  Configura- 
tion  Ui  in  der  Ebene  besteht  aus  n  Punkten  und  n  Geraden  in 
solcher  Lage,  dass  jede  der  n  Geraden  i  von  den  n  Punkten 
enthält,    und   durch  jeden    der  n  Punkte  t  ;von  den  n  Geraden 
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gehen.^  „Eine  räumliche  Coniigaration  ft,-  besteht  aus  n  Punkten 
and  n  Ebenen  in  solcher  Lage,  dass  auf  jeder  der  n  Ebenen  i 
TOD  den  »Punkten  enthalten  sind,  und  durch  jeden  der  n  Punktet 
von  den  n  Ebenen  gehen.  Diese  Gonfiguration  wird  genauer 
bezeichnet  durch  (fif,  gt),  wenn  zu  ihr  noch  g  Gerade  gehören^ 
die  mit  je  k  der  n  Punkte  und  je  k  der  n  Ebenen  incident  sind.^ 

Das  Problem  der  Gonfiguration  verlangt  nun,  dass  alle  ver- 
schiedenartigen zu  den  Zahlen  n  und  t  gehörigen  Gonfigurationen 
ermittelt,  und  dass  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  aufgesucht 
werden.  W.  St. 


A.  Victor.     Die  harmonische  Gonfiguration  244. 

Preiburg.  Ber.  VIII.  2. 

Die  Note  enthält  die  Eigenschaften  einer  räumlichen  Gonfigu- 
ration von  24  Punkten,  24  Ebenen,  18  Geraden,  wo  ein  Punkt 
drei  Gerade  und  neun  Ebenen,  eine  Ebene  drei  Gerade  und  neun 
Pankte,  eine  Gerade  vier  harmonische  Punkte  und  vier  harmo- 
nische Ebenen  trägt.  Sie  giebt  damit  einen  Beitrag  zu  der  Lehre 
TOD  der  factischen  Gonstruction  und  dem  Studium  einzelner  Gon- 
figurationen. Giebt  es  sechs  Quadrupel  separirter  Punkte,  so 
spaltet  sich  die  24^  in  zwei  I2j  (cfr.  Reye  Acta  math.  I.  97),  die 
einander  eingeschrieben  sind.  Die  Ebenen  der  einen  sind  die 
Diagonalebenen  der  anderen.  Dieses  schon  öfter  aufgetretene 
iDeioanderschachteln  zweier  Gonfigurationen  kann  man  zu  einem 
leitenden  Principe  machen.  In  24^  sind  24  Hexaeder  und  24 
Oktaeder  nachzuweisen.  Je  ein  Oktaeder  ist  in  ein  Hexaeder 
eingeschrieben.  Ferner  sind  die  Verwandtschaften  bemerkenswert, 
in  denen  24^  sich  selbst  entspricht:  24  perspectivische  involuto- 
torische  Gollineationen,  neun  geschaart  involutorische  Gollinea- 
tionen,  zwölf  Nullsysteme  (mit  Bewahrung  jeder  12,),  24  +  9 
Polarsysteme  (mit  Vertauschung  der  12,);  allgemein  1152  Gol- 
lineationen und  ebensoviele  Gorrelationen.  Die  Kernflächen  der 
Polarsysteme  werden  betrachtet.  Eine  sehr  durchsichtige  Form 
giebt  ein  Würfel  mit  einem  eingeschriebenen  regulären  Oktaeder. 

Kr. 


35 
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H.  Schröter.    Ueber  cyklisch  projective  Punktquadrupel 
in  zwei  collinearen  Räumen.    Klein  Ann.  xx.  231-254. 

Es  werden  in  diesem  Aufsätze  zwei  collineare  Räume  be- 
trachtet, für  welche  cyklisch  projective  Punktgruppen  existiren, 
und  bei  welchen  die  Zahl  der  einer  Gruppe  angehörigen  Punkte 
gleich  vier  ist.  Zunächst  wird  folgender  Satz  bewiesen:  „Wenn 
zwei  collineare  Räume  derart  liegen,  dass  einmal  von  vier  Paaren 
entsprechender  Punkte  aa, ,  b  bj,  cCj,  b  b,  die  Punkte  a  =  b,, 
b=:Cj,  c  =  b, ,  b  =  a,  incident  sind,  so  ist  dies  immer  der 
Fall,  d.h.  wenn  man,  die  collineare  Beziehung  in  beiderlei  SIdd 
aufgefasst,  mit  einem  beliebigen  Punkte  jr  =  ^^  beginnt,  den 
entsprechenden  Q  =  3i,  den  zu  g^  entsprechenden  3  =  t,  and  den 
zu  t]  entsprechenden  t  ermittelt,  so  coincidirt  dieser  mit  pr,.^  Es 
sind  somit  die  sämmtlichen  Punkte  und  Ebenen  des  Raumes  zu 
Quadrupeln  angeordnet.  Irgend  zwei  Quadrupel  bilden  allemal 
zwei  Tetraeder,  die  gleichzeitig  auf  vier  verschiedene  Arten 
hyperbolisch  liegen.  Werden  je  zwei  entsprechende  Punkte  eines 
Quadrupels  durch  Gerade  verbunden,  so  entsteht  ein  windschiefes 
Vierseit,  dessen  Diagonalen  zwei  feste  sich  selbst  entsprechende 
Geraden  s  un  9*  treffen.  Die  gegenüberstehenden  Ecken  eines 
solchen  Vierseits  sind  stets  entsprechende  Punkte  in  einem  ge- 
schaart  involutorischen  Systeme,  dessen  Axen  5  und  s'  sind.  Auf 
jeder  dieser  Axen  s  und  s'  selbst  befindet  sich  eine  Involution 
entsprechender  Punkte  der  collinearen  Räume.  Zum  Schlüsse 
wird  gezeigt,  dass  und  auf  welche  Weise  zwei  gegebene  colli- 
neare Räume  in  Quadrupellage  gebracht  werden  können. 

W.  St. 


Ad.  Schümann.      Eine   allgemeine   Beziehung  zwischen 
fönf  Punkten  des  Raumes.    Schlömiich  z.  xxvii.  368-369. 

Bildet  man  aus  je  vier  von  fünf  Punkten  des  Raumes  ein 
Tetraeder  und  bestimmt  den  Potenzwert  des  fünften  gegen  die 
diesem  Tetraeder  umschriebene  Kugel,  so  hat  das  Product  aus 
dieser  Potenz  und  dem   Volumen   des  Tetraeders  denselbeo  ab- 
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solateo  Zahlenwert,  wie  man  auch  die  ftlnf  Punkte  zu  vier  com> 
biniren  mag. 

Der  absolute  Wert  der  Determinante 

^I+i^I  +  ^i»      ^n     y^y     2.»      1 


I     ist 


^!  +  y!  +  Äl,   ^si   y,i   Ä,,    1 


=   6.  VfM„^  Pnj 

WO  hj  ky  ly  ttty  n  die  Zahlen  von  1  bis  5  in  irgend  einer  Reihen- 
folge bedeuten.     Darin  liegt  der  Satz.  Rg. 


H.  Thieme.     Zur  Geometrie  des  Tetraeders.    Schiömiich  z. 

XXVII.  56-61. 

Der  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchung  ttber  das  Tetraeder 
ist  die  Bestimmung  des  Ortes  derjenigen  Punkte,  deren  orthogo- 
nale Projectionen  auf  die  Ebenen  des  Tetraeders  Punkte  der- 
selben Ebene  sind.  Dieser  Ort,  eine  Fläche  dritter  Ordnung, 
ist  von  Geiser  und  Hankel  bereits  ausführlich  untersucht  worden. 
Der  Verfasser  gelangt  durch  elementare  Betrachtungen  zu  einigen 
Grundeigenschaften  der  Fläche  und  den  Beziehungen  besonderer 
Punkte  derselben  zu  ihren  Projectionen  auf  alle  Tetraeder-Ebenen. 
So  ergiebt  sich:  Errichtet  man  auf  allen  Ebenen  eines  Tetraeders 
längs  ihrer  Schnitte  mit  einer  fünften  Ebene  senkrechte  Ebenen 
nnd  verbindet  dann  jede  Tetraederecke  mit  dem  Schnittpunkte 
der  drei  auf  den  Ebenen  der  Ecke  senkrechten  Ebenen  durch 
eine  gerade  Linie,  so  schneiden  sich  diese  vier  Verbindungslinien 
in  einem  Punkte,  dessen  Projectionen  auf  die  Ebenen  des  Te- 
traeders die  Ecken  eines  ebenen  Viereckes  sind.  Es  giebt  drei 
gerade  Linien  im  Räume  mit  der  Eigenschaft,  dass  die  Projectionen 
jedes  ihrer  Punkte  auf  die  Ebenen  eines  Tetraeders  die  Ecken 
eines  Trapezes  sind,  und  drei  Punkte  im  Räume,  für  welche  die 
vier  Projectionen  die  Ecken  eines  Parallelogramms  sind.  Die 
drei  zu  den  Gegenkantenpaaren  eines  Tetraeders  gehörigen  ortho- 
gonalen Hyperboloide  schneiden  sich  in  einer  Raumcurve,  welche 
auch  auf  dem  Höhenhyperboloide  liegt.  W.  St. 
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« 

H.  Vogt.      Ueber   die   Kugeln,  welche    ein  räumliches 

Vierseit  berühren.     Kronecker  J.  XCII.  328-342. 

In  synthetischer  Form  wird  eine  Reihe  von  Relationen  ent- 
wickelt, welche  sich  auf  ein  räumliches  Vierseit  beziehen,  dessen 
Seiten  von  einer  Kugel  berührt  werden.  Die  wesentlichen  Er- 
gebnisse sind  folgende: 

Sind  a^  und  a,  zwei  feste  Tangenten  einer  Kugel,  so  giebt 
es   zwei  Schaaren  von  Tangenten,  welche  sich   an  jene  beiden 
festen  Tangenten   anlehnen.     Die  eine  Schaar  der  Tangenten  b 
hat  ihre  Berührungspunkte  auf  einem  festen  Kreise  ß,  die  andere 
der   Tangenten  c    auf    einem    festen   Kresise  y.      Beide   Kreise 
schneiden  sich  rechtwinklig.     Sind  m^  untl  nie  die  Mittelpunkte 
jener  Kreise,  M  aber  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  lassen  sich 
jene  Tangentenschaaren  als  Kegelschaaren  von  zwei  Rotations- 
hyperboloiden B  und  r  auffassen,  deren  Axen  bezüglich  Mnif,  und 
Mnic   sind.      Die   festen  Tangenten  a,,  a.^    gehören   der  anderen 
Regelschaar  der  Hyperboloide  an.     Im  Allgemeinen  giebt  es  keine 
Relation  zwischen  den  Seitenlängen  eines  räumlichen  Tangenten- 
vierseits;    nur  in  dem  Falle,   das^s  die  vier  Berührungspunkte  in 
einer  Ebene  gelegen  sind,    ist  die  Summe  zweier  Seiten   gleich 
der  Summe  der  beiden  anderen.     Die   Criterien,  wie  diese  Sum- 
men zu  bilden  sind,  werden  angegeben.    Ist  das  räumliche  Vier- 
seit keiner  Bedingung  unterworfen,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 
acht  Kugeln,    welche    seine    Seiten   berühren;    ist  dagegen   die 
Summe  zweier  Seiten  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen,  80 
wird  das  Vierseit  von   unendlich    vielen  Kugeln  berührt,  deren 
Mittelpunkte  auf  einer . Geraden  liegen;   ausserdem  aber  giebt  es 
noch   vier   Berührungskugeln,    welche   dieser  Schaar   nicht   an- 
gehören. 

Der  letzte  Teil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  den  Tetraedern, 
welche  mit  ihren  sechs  Kanten  eine  Kugel  berühren.  Wählt  man 
zwei  Tangenten  a^,  a,  willkürlich,  so  können  diese  im  Allgemeinen 
nicht  als  Gegenkanten  eines  solchen  Tetraeders  aufgefasst  wer- 
den; sie  können  es  nur  dann,  wenn  sie  gegen  die  Kreise /?;',  za 
denen  sie  Veranlassung  geben,  unter  einem  Winkel  von  45  Grad 
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geneigt  sind.  Ist  diese  Bedingung  aber  erfUllt,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  solcher  Tetraeder,  welche  a^  und  a,  zu  Gegenkanten 
habeo.  Ist  a,  gewählt,  so  bestimmt  jeder  Punkt  der  Kugel  eine 
Tangente  a,  eindeutig,  welche  mit  a^  zugleich  ein  derartiges 
Tetraeder  zulässt;  für  jeden  Punkt  des  Raumes  aber  giebt  es 
zwei  Tangenten  a,  an  die  Kugel,  welche  mit  a,  zugleich  jene 
Bediogang  erfüllen.  Ebenso  giebt  es  in  jeder  Ebene  zwei  der- 
artige Linien.  Sehn. 


G.  Bruno.     Sui  quadrilateri  sghembi  circoscritti  ad  una 

quadrica.     Torino  Atti  XVII.  35-45. 

Durch  eine  synthetische  Untersuchung  wird  nachgewiesen, 
dass  an  Stelle  des  bei  Poncelet  (Traite  des  propri^tös  proj.  p.  78) 
erwähnten  Satzes,  dass  die  Berührungspunkte  eines  der  Fläche 
zweiten  Grades  umschriebenen  räumlichen  Vierseits  stets  in  einer 
Ebene  liegen,  der  folgende  treten  muss. 

^Die  Berührungspunkte  aller  vierten  Seiten  eines  um  eine 
Fläche  zweiten  Grades  F  beschriebenen  räumlichen  Vierseits, 
dessen  drei  erste  Seiten  dieselbe  in  gegebenen  Punkten  ^,,  i4„  A^ 
berühren,  liegen  auf  den  yier  (reellen)  Kegelschnitten,  welche 
durch  die  Ebenen  A,  A^  A^,  A^A^  S,  4,  /l,  S,  A^  A^  S  mit  F  be- 
stimmt werden,  falls  S  der  Pol  der  Ebene  A^  A,j  A^  in  Bezug 
auf  F  ist.^  Referent  bemerkt  hierzu,  dass  dieser  Satz  einer 
naheliegenden  Verallgemeinerung  fähig  ist.  V. 

J.  Cardinaal.  Zur  Construction  einer  Oberfläche  zweiter 

Ordnung.     Schlömilch  Z.  XXVII.  119-122. 

Es  wird  im  Anschluss  an  die  von  Chasles  gegebene  Con- 
straction  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  bekannten 
Punkten  die  Aufgabe  gelöst:  „Die  Fläche  zu  construiren,  wenn 
ein  Punkt  und  die  Punktiuvolutionen  von  conjugirten  Punkten 
bezöglieh  der  Fläche  auf  drei  Geraden  gegeben  sind." 

W.  St. 
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Fr.  Graefe.     Erweiterung  eines  Satzes  von  Hesse  über 

Sechsecke   im    Räume.    Kronecker  J.  XCIII.  87-88. 

Hesse  betrachtet  (Borchardt  J.  LXXXV.  304-317)  ein  belie- 
biges Sechseck  und  zeigt,  wie  sich  aas  diesem  mit  Hülfe  eines 
nach  Willkür  gewählten  Punktes  ein  ihm  eingeschriebenes 
Brianchon'sches  Sechseck  bestimmen  lasse,  welches  durch  ein 
Hyperb(»loid  ein  neues  Brianchon^sches  Seckseck  liefere,  das 
dem  ursprünglichen  eingeschrieben  ist.  Graefe  zeigt,  dasa  neben 
dem  ursprünglichen  Brianchon'schen  Sechseck  noch  drei  weitere 
Brianchon'sche  Sechsecke  existiren,  welche  denselben  Briancboo'- 
schen  Punkt  haben,  uud  von  denen  jedes  unzweideutig  ein 
Hyperboloid  bestimmt,  auf  dem  es  liegt.  Durch  Verbindung  des 
Satzes  von  Hesse  mit  dem  des  Verfassers  erhält  man  acht 
Brianchon'sche  Sechsecke,  vier  Hyperboloide  und  zwei  Brianchon'- 
sche Punkte;  je  zwei  Brianchon'sche  Sechsecke  liegen  auf  ein- 
und  demselben  Hyperboloide.  1^. 


G.  A.  BoRDiGA.     Alcuni  teoremi  sulle  quadriche  analoghi 
a   quello   di   Pascal   nelle    coniche.    Ven.  Ist.  Atti  (5)  Vli 

1253-12G1. 

Es  werden  hier  einige  Sätze  über  Flächen  zweiter  Ordnung 
abgeleitet  aus  dem  bekannten  Theoreme:  „Wenn  der  Schnitt 
zweier  Flächen  dritter  Ordnung  eine  auf  einer  fläche  zweiten 
Grades  gelegene  Curve  sechster  Ordnung  enthält,  so  ist  der  Rest 
des  Schnittes  der  ersten  Flächen  eine  ebene  Curve." 

W.  St. 


A.  Rasche.     Untersuchung  der  Flächen  zweiten  Grades, 
welche   durch   zwei   windschiefe    Gerade   gehen.    Di« 

Münster. 

Eine  sehr  eingehende  synthetische  Untersuchung  des  im 
Titel  genannten  dreistufigen  Systems  von  Flächen  zweiten  Grades. 
Von    den    Resultaten  mögen    hier   folgende   Platz   finden.     Hie 
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3c'  Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezng  auf  alle  Flächen  des 
Systems  haben  einen  Punkt  gemeinsam,  und  umgekehrt  bilden 
die  oc'  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Systems 
eine  Ebene;  so  dass  also  auch  die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Flächen  eine  Ebene  bilden.  Construirt  man  zu  je  zweien  von 
drei  Strahlen  einer  Regelschaar  die  ihnen  gemeinsamen  Lote, 
und  legt  man  durch  die  Mitten  der  entstandenen  drei  Lote  die 
zu  ihnen  senkrechten  Ebenen,  so  erhält  man  drei  Ebenen,  welche 
sich  im  Mittelpunkte  der  Fläche  zweiten  Grades  schneiden,  die  von 
der  Regelschaar  erzeugt  wird.  Die  Axen  aller  oo*  durch  zwei  Ge- 
rade gebenden  Flächen  zweiten  Grades  bilden  einen  Complex 
zweiten  Grades.  Durch  je  zwei  Punkte  des  Raumes  gehen  drei 
dem  System  dieser  oc^  Flächen  angehörige  orthogonale  Hyper- 
boloide. Die  Mittelpunkte  der  Rotationsflächen  des  Systems  er- 
füllen zwei  rechtwinklige  Gerade.  Der  Ort  der  Scheitel  der 
eigentlichen  Paraboloide  des  Systems  ist  eine  geradlinige  Fläche 
dritter  Ordnung,  die  das  gemeinsame  Lot  der  beiden  das  System 
erzengenden  Geraden  zur  Doppelpunktslinie  hat.  Seht. 


0.  Rupp.     Ueber  die  auf  Flächen  zweiten  Grades  liegen- 
den gleichseitigen  Hyperbeln.  Wien.  Ber.  LXXXVI.  909-918. 

Für  die  Untersuchung  wird  der  folgende  geometrische  Satz 
verwendet:  „Die  Geraden,  welche  zwei  Kegelschnitte  K^  und  K^ 
m  vier  harmonischen  Punkten  schneiden,  berühren  einen  Kegel- 
schnitt Kj.  Die  Tangenten  von  K^  und  Ä,  in  den  vier  Grund- 
ponkten  der  Kegelschnitte  sind  auch  Tangenten  von  K^y  und 
ebenso  ist  auch  das  beiden  Kegelschnitten  gemeinsame  Tripel 
ein  Tripel  bezüglich  K^.  Der  dem  Kegelschnitt  K^  in  Bezug  auf 
K^  polare  Kegelschnitte  K^  geht  durch  die  Grundpunkte  a,byC,d 
ond  besitzt  ebenfalls  als  Tripel  das  Dreieck  mnp.^  Indem  nun- 
mehr für  /ifj  der  imaginäre  Kugelkreis  im  Unendlichen,  für  K^  der 
aoendlich  ferne  Kegelschnitt  einer  Fläche  zweiten  Grades  ge- 
wählt wird,  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

„Die  Ebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume 
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gehen  und  eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades  in  gleichseitigen 
Hyperbeln  schneiden,  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Axen  zu  jenen  der  gegebenen  Fläche  parallel  sind,  und 
dessen  Focallinien  auf  den  Kreisebenen  der  gegebenen  Fläche 
senkrecht  stehen.^ 

„Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  liegenden  gleichseitigen  Hyperbeln  ist  ein  mit 
dieser  Fläche  concentrischer,  coaxialer  und  concyklischer  Kegel 
zweiten  Grades,  d.  i.  ein  Kegel ,  welcher  mit  der  gegebenen 
Fläche  die  Kreisebenen  gemein  hat." 

„Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  auf  einander  senk- 
rechter Erzeugender  eines  windschiefen  Hyperboloids  ist  jener 
sphärische  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  zugehörige  Monge'scbe 
Kugel  aus  dem  Hyperboloid  ausgeschnitten  wird."  (Die  Monge  • 
sehe  Kugel  bildet  den  Ort  der  Schnittpunkte  je  dreier  auf  ein- 
ander senkrechter  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades.) 

Zum  Schluss  wendet  sich  der  Verfasser  zu  dem  singuläreo 
Gebilde  des  hyperbolischen  Paraboloids  und  zeigt,  welche  Formen 
die  obigen  Sätze  fUr  eine  derartige  Fläche  annehmen. 

Sehn. 


A.  Mannheim.  Sur  la  d^termination,  en  un  point  d'une 
surface  du  second  ordre,  des  axes  de  rindicatrice  et 
des   rayons   de   courbure    principaux.     R^sal  J.  (3)  viii. 

167-173. 

Es  sei  tn  ein  Punkt  in  einer  Fläche  zweiten  Grades,  und 
die  Tangentialebene  in  ihm  schneide  die  Axen  in  den  Punkten 
X,  y,  ;5.  Zieht  man  in  dem  Dreieck  xyz  durch  m  parallele  Grade 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks,  so  bilden  diese  mit  den  Strahlen 
ffix,  myj  mz  drei  Paar  conjugirter  Durchmesser  der  Indicatrix, 
und  die  Aufgabe,  die  Axen  derselben  zu  construiren,  ist  darauf 
zurückgeführt,  aus  zwei  Paaren  conjugirter  Durchmesser  eines 
Kegelschnitts  seine  Axen  durch  Construction  herzustellen.  Diese 
Axen  stehen  mit  den  Punkten  m,  x,  y,  a  in  interessanten  Rela- 
tionen.   Legt  man  nämlich  durch  diese  vier  Punkte  eine  gleich- 
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sfiti^e  Hyperbel,  so  laufen  die  Axen  der  Indicatrix  parallel  den 
As>'iiiptoten  dieser  Hyperbel.  Andererseits  sind  die  Axen  der 
iodicatrix  Tangenten  der  Parabel,  welche  dem  Dreieck  x,  y,  2 
eiDgeschrieben  ist,  und  welche  zur  Directrix  die  Gerade  hat,  die 
den  Paukt  m  mit  dem  Fnsspunkt  des  Lotes  vom  Gentram  der 
Fläche  anf  die  Tangentialebene  verbindet. 

Im  Anschluss  an  diese  geometrischen  Beziehungen  wird  der 
Satz  entwickelt,  dass  die  drei  Normalen  iV,  N\  A''  der  drei 
bomofocalen  Flächen,  welche  durch  den  Punkt  m  gehen,  durch 
die  Haoptebenen  in  proportionale  Abschnitte  geteilt  werden.  Sind 
diese  Durchschnittspnnkte  bezöglieb  a^bjc;  a\  h\  c';  a",  V\  c", 
$0  steht  das  Krümmungscentrum  /u,  auf  der  Normale  JV  zu  a,  6,  c 
'Q  derselben  Beziehung,  wie  der  Punkt  m  zu  a\b\  c';  das  an- 
dere Krümmungscentrum  /u,  aber,  welches  auf  N  gelegen  ist,  hat 
oieselbe  Beziehung  zu  a,  fr,  c,  wie  der  Punkt  m  zu  den  Punkten 
a",  6",  c". 

Hieraus  wird  folgende  Gonstruetion  der  Krümmungscentra 
tar  den  Punkt  m  gewonnen.  Durch  die  Punkte  a,  a\  a"  ziehe 
inan  perpendiculäre  Ebenen  bezflglich  zu  A',  A',  A'';  diese  Ebenen 
c'ehneiden  sich  in  einem  Punkte  a.  In  derselben  Weise  ftthren 
die  Pankte  6,  b%  b"  zu  einem  Punkte  ß.  Die  Projectionen  der 
Geraden  a/J  auf  die  Hauptschnitte  (AA')  und  (AA")  schneiden 
die  Normale  A  in  den  Krümmungscentren.  Dieselbe  Gerade  aß 
führt  zu  den  Krttmmungscentren  der  beiden  anderen  bomofocalen 
Flachen,  welche  durch  m  bestimmt  sind.  Gonstruirt  man  daher 
in  der  obigen  Form  ans  den  Punkten  a,  a',  a"  den  Punkt  a,  aus 
6.6'. 6"  den  Punkt/?  und  aus  c,  &,&'  den  Punkt y,  so  liegen  die 
drei  Punkte  a,  ß,  y  in  ein  und  derselben  Geraden  A^  und  die  Pro- 
jectionen von  A  auf  die  drei  Ebenen,  welche  die  drei  Normalen 
VA",A"  zu  je  zweien  bestimmen,  treffen  diese  Normalen  in  den 
l^miDungscentren  der  drei  bomofocalen  Flächen.  Sehn. 


'i.  V.  Pbschka.    Neue  Eigenschaften  der  Normalenflächen 
für  Flächen  zweiten  Grades  längs  ebener  Schnitte. 

Wien.  B«r.  LXXXV.  38M07. 
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Die  vorliegende  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  früherer  Publi- 
cationen  des  Verfassers,  der  sich  seit  langer  Zeit  mit  Problemen 
der  vorliegenden  Art  beschäftigt.  (Man  vergl.  die  Arbeiten:  „Bei- 
trag zur  Theorie  der  Normalenflächen"  Wien.Ber.  LXXXII.  1880, 
,  Normalenfläche  einer  Developpabeln  längs  ihres  Durchschnittes 
mit  einer  krummen  Fläche"  Wien.  Ber.  LXXXIII.  1881,  „Nor- 
malenfläche einer  krummen  Fläche  längs  ihrer  Schnitte  mit  einer 
andern  krummen  Fläche"  Wien.Ber.  LXXXIV.  1881,  s.  F. d.M. 
Xll.  509,  526;  XIII.  515.). 

Wie  ersichtlich,  ist  die  zu  untersuchende  Fläche  identisch 
mit  der  Normalenfläche  des  Tangentenkegels  an  dem  gegebenen 
ebenen  Schnitte.  Zunächst  wird  die  Ebene  desselben  voHkomnicD 
allgemein,  später  senkrecht  zu  einer  Hauptebene  gewählt.  Wäh- 
rend im  ersten  Falle  die  Fläche  als  Doppelcurve  eine  eigent- 
liche Raumcurve  dritter  Ordnung  besitzt,  ist  diese  f&r  den  heran- 
gezogenen  Specialfall  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade 
ausgeartet,  welche  sich  in  einem  Punkte  treffen.  Ausserdem 
schneidet  der  Doppelkegelschnitt  die  Leitcurve  und  steht  senk- 
recht zur  ausgezeichneten  Hauptebene.  Als*  Ordnung  findet 
sich  4. 

Aus  der  grossen  Reihe  der  rein  geometrisch  entwickelten 
Sätze  führen  wir  noch  die  folgenden  an: 

a)  für  die  Fläche  eines  beliebigen  Leitkegelschnitts: 

„Die  Cuspidalcurve  der  doppelt  berührenden  Developpabien 
ist  eine  cubische  Parabel." 

„Eine  jede  doppeltberührende  Ebene  der  Normalenfläche 
wird  von  sämmtlichen  andern  doppeltberührenden  Ebenen  io 
Geraden  geschnitten,  welche  eine  Parabel  amhüllen.^ 

^Alle  doppeltberührenden  Ebenen  schneiden  die  Fläche  in 
Kegelschnitten,  und  umgekehrt.  Die  Mittelpunkte  dieser  sämmt- 
lichen Regelschnitte  sind  auf  jener  Geraden  gelegen,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  Leitkegelschnittes  geht  und  zur  Ebene  des- 
selben senkrecht  steht." 

„Die  Ebenen  aller  dieser  Kegelschnitte  schneiden  die  Er- 
zeugenden der  Normalenfläche  in  ähnlichen  Punktreihen." 

„Die  Punkte  der  Doppelcurve  C,   werden   aus  sämmtlichen 
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Erzeagenden  der  Normalenfläehe  durch  projectivische  Ebenen- 
bflschel  projicirt." 

„Die  Orthogonalprojectionen  der  vier  Torsallinien  einer  Nor- 
malenfläehe auf  die  Ebene  des  Leitkegelschnitta  sind  die  von 
der  Projection  des  Kegelscheitels  aus  gezogenen  Normalen  des 
Leitkegelschnitts." 

b)   fQr  den  angezogenen  Specialfall: 

„Die  Paare  von  Erzeugenden,  welche  sich  in  Punkten  des 
Doppelkegelschnittes  schneiden,  treffen  die  Doppelgerade  in  con- 
jugirten  Punkten  einer  Involution." 

„Die  Normalenfläehe  besitzt  vier  Torsallinien ,  von  welchen 
zwei  immer  'reell  sind,  und  zwar  sind  dies  jene  Normalen  des 
Leitkegels  in  den  Endpunkten  derjenigen  Äxe  des  Leitkegel- 
schoitts,  welche  gleichzeitig  in  der  oben  genannten  Hauptebene 
liegt." 

„Die  der  Normalenfläche  doppelt  umschriebene  Developpable 
ist  von  der  dritten  Klasse  und  zerfällt  in  ein  Ebenen btlschel  und 
einen  parabolischen  Cylinder.  Die  Axe  des  ersteren  ist  die 
Doppelgerade;  die  Erzeugenden  des  zweiten  stehen  auf  der 
2ar  Ebene  des  Leitkegelschnitts  senkrechten  Hauptebene  des 
Leitkegels  normal,  sind  mithin  zu  der  Ebene  des  Leitkegelschnitts 
parallel." 

Da  auf  jeder  Erzeugenden  drei  Punkte  mit  ihren  Tangenten- 
ebeDCD,  nämlich  1)  der  Schnittpunkt  mit  dem  Leitkegelschnitt, 
2)  der  Schnittpunkt  mit  der  Doppelgeraden,  3)  der  unendlich 
ferne  Punkt  als  gegeben  betrachtet  werden  können,  so  ist  da- 
mit in  jedem  vierten  Punkt  die  Tangentenebene  einfach  con- 
8truirbar. " 

Den  Schlnss  der  Abhandlung  bildet  die  Untersuchung  der 
Normalenfläche  eines  Kegels  längs  eines  Querschnittes,  welcher 
zu  einer  Focaliinie  senkrecht  steht.  Für  die  Doppelcurve  ergiebt 
sich  das  Resultat: 

„Die  horizontale  Projection  eines  Teils  der  Doppelcurve  ist 
ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  zweiten  (nicht  auf  der  aus- 
gezeichneten Focaliinie  liegenden)  Brennpunkt  F  des  Leitkegel- 
schnitts und  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den  beiden 
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Brennpunkten    und    dem  Schnittpunkte    der  Hauptaxe    mit    der 
Directrix  geht."  Rg. 


A.     Adler.       üeber    StrictionsHinen    der    Regelflächen 
zweiten  uud  dritten  Grades.    Wien.  Ber.  Lxxxv.  369-3'50. 

Auf  synthetischem  Wege  werden  die  Strictionslinien  der 
beiden  Regeischaaren  eines  Hyperboloids  construirt,  und  es  wird 
nachgewiesen,  dass  dieselben  Raumcurven  vierter  Ordnung  zweiter 
Species  sind.  Zum  Schlüsse  werden  die  Charaktere  der  Strictions- 
linie  einer  Begelschaar  dritten  Grades  angegeben. 

W.  St. 


H.  Thieme.      Zur   Construction    des  Polarsystems   einer 
Fläche  dritter  Ordnung.    Klein  Ann.  xx.  U4-146. 

W.St. 


L.  Geisenheimer.      Ueber    den   Mittelpunkt   der  Raum- 
curven dritter  Ordnung.    Schlömilch  z.  XXVII.  321-320. 

Anschliessend  an  die  Untersuchungen  Schröter's  in  seiner 
„Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  etc."  über  die  Durch- 
messer der  cubischen  Raumcurve  giebt  der  Verfasser  eine  Defi- 
nition des  Mittelpunktes  der  Curve.  Die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte in  den  Schmiegungsebenen,  deren  Tangenten  von  den 
übrigen  Schmiegungsebenen  ausgeschnitten  werden,  liegen  auf 
einem  Kegelschnitte  ju^'^,  in  dessen  Ebene  drei  Durchmesser  der 
Curve  liegen.  Sie  treffen  einander  in  einem  Punkte,  welcher 
Mittelpunkt  von  C*  genannt  wird.  Der  Verfasser  teilt  eine  Reihe 
von  Eigenschaften  dieses  Punktes  bezüglich  der  cubischen  Raoiu- 

W.St. 
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A.  HüRWiTZ.     Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der 
Raumcjirven  dritter  Ordnung.    Klein  Add.  XX.  135-138. 

„Liegen  die  acht  Ecken  zweier  Tetraeder  auf  einer  Raum- 
earre  dritter  Ordnung  £,  so  sind  die  acht  Seitenflächen  dieser 
Tetraeder  Scbmiegungsebenen  einer  zweiten  Raumcurve  dritter 
Ordnung  17;  es  giebt  dann,  ausser  jenen  zwei,  noch  unzählig 
?iele  andere  Tetraeder,  welche  der  Raumcurve  E  ein-,  der  Raum- 
corye  U  umschrieben  sind ,  und  zwar  ist  jeder  Punkt  der  ersten 
Raamcunre  Eckpunkt  eines  dieser  unzählig  vielen  Tetraeder.^ 
Diesen  Satz  fand  der  Verfasser  1875,  während  er  als  Secundaner 
Beye's  Geometrie  der  Lage  in  sich  aufnahm,  und  teilte  ihn  dann 
dem  Referenten,  seinem  damaligen  Lehrer,  mit.  Später  bat  der 
Yerfasser  den  Satz  in  einem  andern  Zusammenhange,  nämlich 
in  seiner  Note  „über  unendlich-vieldeutige  geometrische  Aufgaben, 
insbesondere  über  die  Schliessungsprobleme"  veröffentlicht.  Hier 
aber  ist  der  ursprüngliche  Secundanerbeweis  mitgeteilt,  der  sich 
genau  an  die  in  der  reinen  Geometrie  der  Lage  übliche  Behand- 
luDgsweise  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  anschliesst.  Es 
wird  nämlich,  wenn  A,  B,  C,  D,  A',  F,  C,  D'  die  Ecken,  a,  ß,  y,  d 
*'»/^>/j  ^'  die  Seitenflächen  der  beiden  Tetraeder  bedeuten,  jeder 
Ebene  durch  A  diejenige  Ebene  durch  A*  zugeordnet,  welche  sie 
in  einer  Secante  der  Raumcurve  schneidet.  Die  so  in  A  und  A' 
entstehenden  coUinearen  Ebenenbündel  schneiden  die  Ebenen  a' 
bez.  a  in  zwei  collinearen  Strahlenfeldern,  welche  durch  die  Ver- 
bindungsebenen  von  sich  treffenden  und  einander  entsprechenden 
Strahlen  eine  zweite  Raumcurve  U  erzeugen,  indem  jede  solche 
Verbindnngsebene  Schmiegungsebene  von  U  wird.  Die  Erkennt- 
nis, dass  die  Ebenen  a,  ß,  y,  d,  a',  ß\  y\  d'  Scbmiegungsebenen 
von  U  sein  müssen,  liefert  den  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes. 
I^er  zweite  Teil  des  Satzes  wird  darauf  gestutzt,  dass  zwei 
Scbmiegungsebenen  von  P,  welche  durch  einen  Punkt  von  E 
geben,  sieh  längs  einer  Secante  von  E  schneiden. 

Seht. 
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G.  V,  EscH ERICH.  Die  Construction  der  algebraischen 
Flächen  aus  der  Anzahl  der  sie  bestimmenden  Punkte 
mittelst    reciproker   Flächenbtlndel.     Wien.  Ber.  Lxxxv. 

52ß.533. 

In  einer  früheren  Arbeit  (siehe  F.  d.  M.  IX.  (1877)  p.  .ö46) 
hatte  der  Verfasser  gezeigt,  wie  sich  bei  der  Construction  einer 
durch  die  erforderliche  Zahl  gegebener  Punkte  bestimmten  alge- 
braischen Fläcbe  durch  reciproke  FlächenbUndel  die  Maximal- 
zahl der  in  die  Knotenpunkte  dieser  Bündel  aufzunehmendeD 
Punkte  angeben  lässt.  Nach  der  Bemerkung,  dass  grade  diese 
Maximalzahl  den  gegebenen  Punkten  wirklich  entnommen  wer- 
den muss,  wird  insbesondere  die  Aufgabe  behandelt,  eine  Fläcbe 
(w-fp)**"^  Ordnung,  welche  sich  durch  zwei  reciproke  Bündel  «"' 
und  p^^^  Ordnung  erzeugen  lässt,  und  bei  welcher  die  Maxinial- 
zahl  der  verfügbaren  Knotenpunkte  ^  als  die  Zahl  der  Knoten- 
punkte in  der  Basis  des  Büschels  p^®' Ordnung  ist,  zu  construiren; 
und  durch  ein  successives  Verfahren,  welches  dem  schon  in  der 
früheren  Arbeit  benutzten  ähnlich  ist,  wird  diese  Aufgabe  redu- 
cirt  auf  das  folgende  einfache  Problem:  Zu  einem  gegebenen 
Strahlenbündel  einen  reciproken  derart  zu  construiren,  dass 
jede  Ebene  des  letzteren,  welche  einem  von  acht  gegebenen 
Strahlen  des  ersteren  entspricht,  durch  einen  ihr  zugewiesenen 
Punkt  gehe.  Eine  ausführlichere  Darlegung  des  Gegenstandes 
beabsichtigt  der  Verfasser  demnächst  zu  geben.  V. 


G.  V.  Escherich.  Die  Construction  der  algebraischen 
Curven  und  Flächen  aus  der  Anzahl  der  bestimmen- 
den Punkte  mittelst  reciproker  linearer  Systeme  höhe- 
rer Stufe.     Wien.  Ber.  LXXXV.  893-906. 

Die  Arbeit  knüpft  an  frühere  Untersuchungen  des  Verfassers 
in  den  Bänden  LXXV.  und  LXXXV.  an,  in  denen  die  Möglich- 
keit der  Darstellung  algebraischer  Flächen  und  Curven  als  Er- 
zeugnisse linearer  reciproker  Systeme  höherer  Stufe  nachgewiesen 
wird.     Hieraus  erwächst  nun  die  Aufgabe,  derartige  Systeme  aus 
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der  zu  ihrer  Bestimmung  notwendigen  Anzahl  von  Punkten  her- 
zQstellen.  Es  wird  nun  gezeigt,  wie  sich  auf  diesem  Wege  die 
Flächen  zweiter  bis  vierter  Ordnung  mit  alleiniger  Httlfe  von 
Zirkel  und  Lineal  punktweise  construiren  lassen.  Was  die  Con- 
structioD  der  höheren  Flächen  anlange,  so  sei  dieselbe  mit  den 
angegebenen  Mitteln  bisher  nicht  erreicht  worden  und  auch  nach 
den  vorliegenden  Methoden  unmöglich.  Doch  behält  sich  der 
Verfasser  vor,  auch  diese  auf  der  Grundlage  eines  Satzes  der 
Grassniann'schen  Ausdehnungslehre  in  einer  späteren  Arbeit  zu 
erledigen.  Rg. 


Th.  Reye.      Ueber   das   Strahlensystem    zweiter   Klasse 
sechster  Ordnung  von  der  ersten  Art.   Kronecker  J.  xciii. 

81-87. 

In  Band  LXXXVI.  p.  84  des  Borchardt*schen  Journals 
(siebe  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  420)  hatte  Herr  Reye  die  algebrai- 
seheo  Systeme  zweiter  Ordnung  ohne  Brenncurven  eingehend 
synthetisch  behandelt,  dabei  aber  noch  die  erste  Art  der  Strahlen- 
Systeme  zweiter  Ordnung  sechster  Klasse  ausschliessen  müssen. 
Hier  wird  diese  Lücke  ausgefüllt  und  gezeigt,  dass  das  genannte 
Strahlensystem,  ebenso  wie  die  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung 
zweiter  bis  fünfter  Klasse,  durch  die  Schnittlinien  homologer 
Tangentialebenen  zweier  collinear  verwandter  Flächen  zweiter 
Klasse  erzeugt  werden  kann.  Aus  dieser  Erzeugungsart  werden 
einerseits  die  von  Herrn  Kummer  gefundenen  Eigenschaften, 
andererseits  auch  noch  manche  neue  Eigenschaften  abgeleitet. 
Zu  den  letzteren  gehören  z.  B.  die,  dass  die  sechs  Strahlen,  welche 
das  Strahlensystem  zweiter  Ordnung  sechster  Klasse  auf  jede 
Ebene  wirft,  immer  sechs  Tangenten  eines  und  desselben  Kegel- 
schnitts sind,  und  dass  dieses  Strahlensystem  in  einem  tetraedralen 
Strablencomplex  zweiten  Grades  liegt.  Statt  des  genannten 
Strahlensystems  nimmt  jedoch  der  Verfasser  das  ihm  dual  ent- 
sprechende Strahlensystem  als  Object  seiner  Untersuchung.  Ausser 
den  Resultaten,  welche  aus  den  schon  erwähnten  durch  duale 
Uebertragung  hervorgehen,  mögen  hier  noch  folgende  Platz  finden. 

Fortachr.  d.  Math.  XIV.  2.  36 
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Ein  Strahlensystein  zweiter  Klasse  sechster  Ordnung  kann  aus 
zwei  collinearen  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  Verbindung 
homologer  Funkte  auf  oo'  Weisen  erzeugt  werden.  Die  Brenn- 
fläche  eines  solchen  Strahlensystems  ist  vierter  Klasse,  das- 
selbe hat,  wie  auch  Kummer  an  dem  reciproken  System  gezeigt 
hat,  die  Constantenzahl  22.  Die  entsprechend  gemeinschaftlichen 
Elemente  der  collinearen  Räume,  welche  den  das  Strahlensystem 
enthaltenden  tetraedralen  Strahlencoroplex  erzeugen,  sind  die 
Flächen,  Kanten  und  Ecken  eines  Tetraeders,  und  die  sechs 
Kanten  dieses  Tetraeders  sind  Doppelstrahlen  des  Strahlensystenis, 
während  die  vier  Ebenen  dieses  Tetraeders  singulare  Ebenen 
sind,  indem  sie  unendlich  viele  eine  Curve  vierter  Klasse  um- 
hüllende Strahlen  enthalten.  Weitere  Betrachtungen  beziehen 
sich  auf  den  Zusammenhang  des  Strahlensystems  mit  zwei  ande- 
ren Strahlensystemen,  welche  dadurch  hervorgerufen  werden, 
dass  jede  der  erzeugenden  Flächen  eine  Regelschaar  ist,  die 
durch  ihre  Leitschaar  wiederum  eine  Regelschaar  ei*zeugt.  Dann 
wird  die  Gesammtheit  der  Normalen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung als  ein  sehr  specielles  Strahlensystem  von  der  untersuchten 
Art  erkannt.  Schliesslich  wird  der  Fall  betrachtet,  dass  zwei 
collineare  Flächen  n  Punkte  entsprechend  gemein  haben.  Dann 
zerfällt  das  Strahlensystem  in  die  n  Strahlenbündel,  welche  die 
n  Punkte  zu  Scheiteln  haben,  und  in  ein  Strahlensystem  zweiter 
Klasse  (ß—nY'''  Ordnung.  Seht 


W.  Stahl,     üeber  das  Strahlensystem  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Klasse.    Eronecker  J.  xcii.  172-180. 

Der  Verfasser  hatte  (Borchardt  J.  XCl.)  das  Strahlensystem 
dritter  Ordnung  zweiter.  Klasse  durch  eine  sehr  einfache  Con- 
struction  erzeugt,  die  auch  hier  von  Herrn  Voss  (F.  d.  M.  XIII. 
1881.  p.  650)  ausfllhrlich  auseinander  gesetzt  ist.  In  der  vor- 
liegenden Abhandlung  wird  die  Construction  des  Strablensystenis 
zweiter  Ordnung  zweiter  Klasse  auf  eine  Weise  ausgeführt,  die 
aus  der  dort  angegebenen  durch  Specialisirung  hervorgeht.  Man  hat 
nämlich  die   bei  der  Construction  erwähnte  erzeugende  Correla- 
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tion  zweier  aaf  derselben  Ebene  befindlichen  ebenen  Systeme  der- 
artig ausarten  zu  lassen,  dass  einem  beliebigen  Strahle  des  einen 
Systems  ein  singulärer  fester  Funkt  im  anderen  System  entspricht, 
uod  einem  durch  den  singulären  Punkt  gehenden  Strahle  in  dem 
einen  System  jeder  Punkt  eines  zugeordneten  Strahles  entspricht, 
der  durch  den  singulären  Punkt  im  anderen  System  geht.  Die  aus 
dieser  Specialisirung  hervorgehende  Construction  f)lhrt  den  Ver- 
fasser dann  auch  zu  der  Construction  der  ftlnf  andern  Systeme, 
welche  mit  dem  betrachteten  System  dieselbe  Brennfläche  haben, 
ferner  zu  Beziehungen  zwischen  den  sechs  Systemen  und  Über- 
haupt zu  den  meisten  Sätzen,  weiche  für  die  Strahlensysteme 
zweiter  Ordnung  zweiter  Klasse  durch  die  Arbeiten  der  Herren 
Eummer,  Klein,  Reye,  Schur,  Caporali  und  Anderer  gefunden 
sind.  Eine  Schlussbemeikung  bespricht  den  Zusammenhang 
zwischen  der  Construction  des  Verfassers  und  der  Keye'schen 
Construction.  Seht. 


W.  Stahl.      Zur  synthetischen    Construction   der  Com- 

plexe   zweiten  Grades.    Kronecker  J.  XCIII.  215  237, 

Die  Kummer'sche  Fläche  vierter  Ordnung  und  Klasse  mit 
sechzehn  singulären  Funkten  und  Ebenen,  die  von  Herrn  Klein 
(Zor  Theorie  der  Liniencomplexe,  Clebsch  Ann.  II.  198;  siehe 
F.  d.  H.  IL  1870.  605)  in  ihrer  Eigenschaft  als  Singularitäten- 
fläche des  allgemeinen  Compiexes  zweiten  Grades  analytisch 
untersucht  war,  wurde  (Borchardt  J.  LXXXVI.  209,  s.  F.  d.  M. 
X.  1878.  419)  dann  auch  von  Herrn  Reye  mit  dem  Doppel- 
tangenten-Systeme auf  synthetischem  Wege  construirt.  Hieran 
anknüpfend,  giebt  Herr  Stahl  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  Con- 
struction des  Compiexes  zweiten  Grades  selbst,  indem  er  nament- 
lich die  Lagen  der  zwölf  Strahlen  untersucht,  welche,  den 
sechs  Fnndamentalcomplexen  angehörend,  in  einer  Ebene  liegen 
oder  durch  einen  Punkt  gehen.  Diesen  Betrachtungen  gehen 
aaf  Flächenbtlschel  zweiten  Grades  bezügliche  Hülfssätze  voran, 
welche  von  Herrn  Harnack  bereits  aufgestellt  sind,  aber  hier 
synthetisch  bewiesen  werden.    Weiterhin  wird  auch  die  Polaren- 

36* 
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theorie  für  den  allgeuieinen  Complex  zweiten  Grades  entwickelt, 
und  im  Zusammenhang  damit  die  Sehur'sche  Erzeugungsart  be- 
wiesen, bei  welcher  der  Complex  zweiten  Grades  durch  die  oc^ 
Schnitte  entsprechender  Elemente  zweier  reciproker  Bündel  linearer 
Gomplexe  entsteht.  Seht. 


F.  Schür,      üeber  eine  besondere  Klasse    von  Flächen 
vierter  Ordnung.    Klein  Ann.  XX.  254-297. 

Nachdem  der  Verfasser  (in  Klein  Ann.  XVIII.  p.  1-32, 
siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  490)  durch  Zusammenstellung  von 
vier  collinearen  räumlichen  Ebenensystemen  eine  gewisse  Gat- 
tung von  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  von  33  Coostanten 
abhängen,  construirt  und  gezeigt  hat,  dass  jede  solche  Fläche 
eine  eindeutige  Transformation  in  sich  zulässt,  stellt  er  nun  die 
Frage  nach  solchen  coUinear  erzeugten  Flächen  vierter  Ordnung, 
ftlr  welche  die  zugehörige  eindeutige  Transformation  der  Fläche 
in  sich  eine  collineare  ist.  Gewissen  Curven  c^,  resp.  g^  von  F* 
müssen  dann  wieder  gleichartige  Curven  entsprechen ,  während 
im  Allgemeinen  einer  c^  oder  g^  eine  Curve  14^®'  Ordnung  zu- 
gehört. Hieraus  muss  man  schliessen,  dass  die  letztere  Curve 
zerfällt  und  als  Bestandteil  acht  feste  Gerade  von  F*  enthält 
Es  wird  nun  die  Anordnung  dieser  zweimal  acht  Geraden  näher 
untersucht  und  folgendes  Resultat  gewonnen: 

„Die  allgemeinste  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  sich  durch 
vier  collineare  räumliche  Systeme    so   erzeugen  lässt,    dass  die 
zugehörige  eindeutige  Transformation   der  Fläche   in    sich   eine 
collineare  wird,  erhält  man  dadurch,  dass  man  durch  die  sech- 
zehn Schnittlinien  der  Seitenflächen  zweier  einfach  hyperboloidisch 
liegender  Tetraeder   irgend   eine  Fläche   vierter  Ordnung  legt; 
die  durch  die  vier  hyperboloidischen  Lagen  bedingten  Beziehungeo 
der  Seitenflächen  der  beiden  Tetraeder  gehen  dabei  durch  cyklische 
Vertauschung   aus  einander   hervor.      Die  Fläche   enthält  noch 
sechzehn  andere  gerade  Linien,  welche  ebenfalls  die  Schnittlinien 
zweier  vierfach  hyperboloidisch  liegender  Tetraeder  sind.    Diese 
Fläche  kann  im  Ganzen  auf  vier  Arten  collinear  erzeugt  werden. 
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und  allen  vier  Erzeugungen  gehört  dieselbe  eollineare  Transforma- 
tion zu;  sie  führt  die  Seitenflächen  jener  vier  Tetraeder  cyklisch 
in  einander  über." 

Es  werden  nun  solche  F*  aufgesucht,  welche  eine  eollineare 
Transformation  in  sich  möglichst  oft  zulassen,  was  mit  der  Con- 
straction  zweier  Tetraeder,  welche  möglichst  oft  hyperboloidisch 
liegen,  auf  das  engste  zusammenhängt.  Die  Untersuchung  wendet 
sich  deshalb  zu  solchen  Tetraedern,  und  es  wird  gezeigt,  dass 
zwei  Unterarten  solcher  Lagen  existiren.  Die  eine  erhält  man 
durch  zwei  Tetraeder,  welche  neunfach  hyperboloidisch  liegen 
and  einander  gleichzeitig  um-  und  eingeschrieben  sind ;  die  andere 
durch  zwei  Tetraeder,  welche  achtfach  hyperboloidisch  liegen 
and  zwei  Quadrupel  harmonischer  Ebenen  bilden.  So  ergeben 
sich  zwei  Arten  von  F*  mit  folgenden  Eigenschaften: 

Erstens:  „Jede  Fläche  vierter  Ordnung  durch  die  sechzehn 
Schnittlinien  der  Seitenflächen  zweier  nennfach  hyperboloidisch 
liegender  Tetraeder  enthält  im  Ganzen  52  gerade  Linien.  Die- 
selben gnippiren  sich  noch  fünfmal  zu  je  sechzehn  zu  den  Schnitt- 
linien der  Seitenflächen  zweier  Tetraeder.  Von  diesen  Tetraedern 
liegen  drei  vierfach  und  zwei  sechsfach  hyperboloidisch.  Die 
Fläche  geht  durch  vierundzwanzig  Collineationen  in  sich  Ober; 
drei  von  ihnen  von  der  Periode  vier  entsprechen  je  vier  coUi- 
oearen  Erzeugungen  der  Fläche;  vier  anderen  von  der  Periode 
drei  gehören  als  Axen  vier  ausgezeichnete  Gerade  der  Fläche 
zu.  Durch  jede  dieser  vier  Geraden  gehen  sechs  Ebenen, 
welche  die  Fläche  in  vier  Geraden  schneiden;  durch  weitere 
zwölf  gehen  nur  zwei  solche  Ebenen  und  durch  die  übrigen 
secbsunddreissig  je  vier.  Alle  diese  Geraden  und  Ebenen  können 
reell  sein.** 

Zweitens:  ^Legt  man  durch  die  sechzehn  Schnittlinien 
zweier  Quadrupel  harmonischer  Ebenen  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung, so  enthält  dieselbe  noch  zweiunddreissig  andere  Linien, 
welche  sich  ebenfalls  als  die  Schnittlinien  von  zweimal  zwei 
Quadrupeln  harmonischer  Ebenen  darstellen;  die  sechs  Axen  dieser 
dreimal  zwei  Quadrupel  bilden  die  gegenüber  liegenden  Kanten 
eines  Tetraeders,     Die  Fläche  lässt  sich  zwölfmal  so  durch  col- 


566      VIII.  Abschnitt.   Reine,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

lineare  ebene  Systeme  erzeugen,  dass  die  zugehörige  eindeutige 
Transformation  der  Fläche  in  sich  eine  lineare  wird." 

Die  erste  Unterart  führt  noch  auf  eine  specielle  Form  von 
Flächen  vierter  Ordnung,  welche  vierundsechzig  gerade  Linien 
enthalten  und  durch  1152  Gollineationen  in  sich  übergehen. 

W.  St 


H.  Schröter.     Ueber  eine  Rauracurve  vierter  Ordnung 

erster   Species.      Kronecker  J.  XCIII.  132-176. 

Die  Raumcui-ve,  welche  in  diesem  Aufsatze  ausführlich  be- 
trachtet wird,  entsteht  als  gemeinschaftlicher  Schnitt  dreier  ortho- 
gonaler Hyperboloide.  Es  sei  ein  Tetraeder  mit  den  Ecken 
21,  S5,  S,  5)  gegeben;  durch  je  zwei  Gegenseiten  desselben  lässt 
sich  eine  Regelschaar  eines  orthogonalen  Hyperboloids  als  Schnitt 
je  zweier  durch  diese  Seiten  gelegten  auf  einander  senkrechter 
Ebenen  bestimmen.  Diese  drei  Hyperboloide  gehören,  wie  hier 
bewiesen  wird,  einem  Büschel  an,  d.  h.  sie  schneiden  sich  in  einer 
Raunicurve  vierter  Ordnung  C^*^.  Der  Ort  der  Punkte,  von  welchen 
aus  gesehen,  jedes  der  drei  Paar  Oegenkanten  eines  gegebenen 
Tetraeders  unter  rechtem  Winkel  erscheint,  ist  eine  Raumcurve 
C^*)  vierter  Ordnung.  Es  folgt  hieraus :  Jede  Ebene,  welche  auf 
einer  Kante  des  Tetraeders  normal  steht,  begegnet  unserer  CX*)  in 
vier  Punkten  eines  Kreises.  Die  Fusspunkte  q,  b,  c,  b  der  Höhen 
des  Tetraeders  in  den  Seitenflächen  desselben  liegen  auf  C^^\ 
In  jeder  Ecke  des  Tetraeders  schneiden  sich  drei  Seitenflächen 
desselben  und  bilden  ein  Dreikant,  dessen  Höhenstrabl  die 
Tangente  der  Raumcurve  0*^  in  dieser  Ecke  ist.  Nun  ergiebt 
sich  ein  anderes  Hyperboloid,  welches  C<*)  enthält.  Das  gleich- 
seitige Hyperboloid,  auf  welchem  die  vier  Höhen  des  Tetraeders 
liegen,  geht  durch  CW,  und  die  BerUhrungsebenen  am  Höhen- 
hyperboloid in  den  Tetraederecken  sind  die  Schmiegungsebenen 
von  0'*>  in  diesen  Punkten. 

Mit  Hülfe  der  acht  nun  bekannten  Punkte  von  C^*^  werden 
neue  Punkte  der  Curve  construirt  und  eine  grosse  Reihe  von 
Sätzen  über  die  gegenseitige  Lage  von  Punktgruppen   auf  der 
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Carre  abgeleitet.  So  ergiebt  sieh:  Die  beiden  Tetraeder  31, 9,  6,  !X) 
and  a,  b,  c,  b  sind  auf  vier  frerschiedene  Arten  in  hyperboloidischer 
Lage.  Das  Poltetraeder  0,  0^J  0,,  0,  der  Curve  and  das  ursprüng- 
liche Tetraeder  9,  9, 6,  ^  liegen  auf  vierfache  Art  perspectivisch. 
Die  vier  Ceutren  liegen  auf  (?(*>  und  liefern  ein  drittes  Tetraeder, 
welches  mit  den  beiden  ersten  ein  sogenanntes  desmisches  System 
bildet 

Der  Verfasser  schliesst  mit  den  Worten:  „Indem  ich  hier- 
mit die  Untersuchung  unserer  Raumcurve  C^*^  vorläufig  abschliesse, 
möchte  ich  nur  noch  auf  die  Ermittelung  des  particuiären 
Charakters  unserer  C^*>  gegenüber  der  allgemeinen  Raumcurve 
vierter  Ordnung  erster  Species  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer 
lenken.^ 

Dem  Berichterstatter  möge  es  gestattet  sein,  hieran  fol- 
gende Bemerkung  zu  knüpfen.  Die  hier  betrachtete  Gurve 
ist  in  sofern  von  keinem  particuiären  Charakter,  als  jede 
allgemeine  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species  mit 
reellem  Poltetraeder  durch  eine  coUineare  Raumtransforraation 
auf  unendlich  viele  Arten  in  die  specielle  Form  der  von 
Herrn  Schröter  betrachteten  Curve  übergeführt  werden  kann. 
Betrachten  wir  eine  beliebige  C^*)  und  bestimmen  zu  einem 
beliebigen  Punkte  31  derselben  diejenigen  drei  Punkte  8,  S,  T> 
von  C^^),  deren  Verbindnngsgerade  mit  %  gegenüber  stehende 
Kanten  des  zu  C^*>  gehörenden  Poltetraeders  treffen;  fügen 
wir  die  vier  Punkte  a,  6,  c,  b  hinzu,  in  welchen  die  Seiten- 
flächen  a,  ß,  y,  d   des   Tetraeders    ä,  ®,  S,  5)   die   Curve    noch 

schneiden,  so  liegen  die  vier  Strahlen  Sla,  ®b,  (Sc  und  3)1)  auf 
einem  Hyperboloid,  welches  C^*)  enthält.  Je  zwei  gegenüber 
stehende  Kanten  des  Tetraeders  S,  9,  6,  !7)  liegen  ebenfalls  auf 
einem  durch  CX*>  gehenden  Hyperboloide.  Somit  sind  vier  durch 
C^*^  gelegte  Hyperboloide  bestimmt.  Diese  Flächen  sowie  die 
beiden  Tetraeder  liefern  unter  einander  und  in  ihren  Beziehungen 
zn  C^*)  dieselben  projectiven  Eigenschaften,  welche  die  in  gleicher 
Art  bezeichneten  Flächen  und  Tetraeder  des  Herrn  Schröter 
unter  einander  und  zu  der  von  ihm  betrachteten  Raumcurve 
zeigen.     Bringt  man  nun  die  Ebenen  a,  /9,  /,  d  und  die  Strahlen 
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Wä,  Ob,  Wc,  ^  zum  Schnitt  mit  einer  beliebigen  Ebene  v  des 
Uaunies,  so  erhält  man  vier  Gerade  o,  6,  c,  d  und  vier  Punkte 
i4,  B,  r,  D,  welche  in  dieser  Folge  die  Polaren  und  Pole  eines 
in  V  hierdurch  bestimmten  Polarsystems  sind.  Durch  eine  col- 
lineare  Raumtransformation,  mittels  welcher  v  in  die  unendlich 
ferne  Ebene  und  das  auf  v  befindliche  Polarsystem  in  das  Polar- 
system des  unendlich  fernen  imaginären  Kreises  übergeführt  wird, 
geht  C^*>  in  die  specielle  von  Herrn  Schröter  betrachtete  Form 
über.  Von  den  vier  Hyperboloiden  werden  drei  orthogonal,  das 
vierte  gleichseitig.  Die  Raumtransformation  ist  immer  reell  durch- 
führbar, sobald  das  Polarsystem  in  v  keine  reelle  Ordnungseurve 
besitzt,  was  durch  passende  Lage  von  v  auf  unendlich  viele  Arten 
erreicht  werden  kann.  W.  St- 


A.  Adler.     Ueber  Rauracurven  vierter  Ordnung  zweiter 

Art.     Wien.  Ber.  LXXXVI.  919-936,  1201-1211.  1212-1229. 

Diese  Raumcurve  C*  wird  mit  Hülfe  der  projectiven  Abbil- 
dung derselben  auf  einen  Kegelschnitt  K  studirt.     Jeder  Secante 
von  C  *  entspricht  so  eindeutig  eine  Gerade  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts üT,   und  jeder  Regelfläche,   deren   Erzeugende   Secanten 
von  C*  sind,  das  Tangentensystem  einer  Curve  der  Ebene  von  K. 
So  entsprechen  den  dreifachen  Secanten  von  C*  die  Tangenten 
eines  Kegelschnitts   T;    den    Geraden    einer   Regelfläche   dritter 
Ordnung,    welche   eine   gegebene  Secante  von  C*   treffen,    ent- 
sprechen in  der  Ebene  K  die  Geraden  eines  Büschels  erster  Ord- 
nung.   Nun  findet  sich,  dass  die  der  gegebenen  Secante  von  C* 
zugebörende   Sehne   von  K   und   der  Mittelpunkt   des  Strahlen- 
büschels entsprechende  Elemente  eines  Folarsystems  k  sind,    in 
welchem  K  und  T  einander   entsprechen.      Hieraus   ergiebt  sieb 
eine  Reihe  von  interessanten   Sätzen  über   die  C*.      Die  Bilder 
der  drei  durch  einen  Punkt  gehenden   Secanten  von  C*  bilden 
ein  Polardreieck  von  &.     Die  Bilder  von  vier  Punkten  der  Raum- 
curve,   welche  in  einer  Ebene  liegen,   bilden  ein  vollständig<*8 
Viereck  von  der  Eigenschaft,  dass  je  zwei  Gegenseiten  hinsicht- 
lich k  einander  conjugirt  sind. 
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Die  Seiten  des  gemeinsamen  Poldreiecks  x,  y,  2  von  K  und  T 
sind  die  Bilder  der  drei  einzigen  Secanten  von  C*^  welche  gleich- 
zeitig Schnitte  von  Schmiegungsebenen  sind.  Diese  Secanten 
werden  „Axen"  der  C*  genannt.  Die  drei  Axen  der  C*  bilden 
mit  den  drei  einfachen  Leitlinien  der  drei  Regelflächen  dritter 
Ordnung,  welche  sie  mit  C*  bestimmen  ein  Poltetraeder,  der  ein- 
zigen durch  C*  legbaren  Regelfiäche  zweiten  Grades.  Je  zwei 
Gegenseiten  dieses  Tetraeders  bestimmen  eine  geschaarte  Invo- 
lution, in  welcher  C*  sich  selbst  entspricht. 

Es  wird  dann  in  der  zweiten  Abhandlung  das  System  der 
doppelt-bertthrenden  Tangentialebenen  von  C*  untersucht.  Jede 
einfache  Leitlinie  einer  durch  C*  gelegten  Regelfläche  dritter 
Ordnung  ist  der  Schnitt  zweier  Doppeltangentialebenen,  und  um- 
geliebrt.  Die  nähere  Betrachtung  dieser  Geraden  führt  dann  auf 
den  interessanten  Satz:  „Es  ist  möglich,  vier  räumliche  Polar- 
systeme so  zu  construiren,  dass  jeder  Secante  von  C*  eine  ein- 
fache Leitlinie  einer  durch  C*  gelegten  Regelfläche  dritter  Ord- 
nung entspricht,  und  dass  zu  den  Punkten  von  C*  die  Doppel- 
tangentialebenen  derselben  Curve  gehören.'' 

In  der  ersten  und  dritten  Abhandlung  werden  noch  specielle 
Formen  von  C*,  unter  anderen  die  Strictionslinie  des  Hyperboloids 
untersucht,  und  es  wird  eine  Einteilung  der  Curven  in  Arten  vor- 
genommen. W.  St. 


E.  Weyr,     Sülle  curve  gobbe  razionali.    Lorob.,  ist.  Rend. 

(2)  XV.  250-251. 

Einige  auf  rationale  Raumcurven  bezügliche  Sätze,  insbeson- 
dere för  Curven  sechster  Ordnung,  werden  hier  mitgeteilt.  Hat 
eine  Curve  n'«*^  Ordnung  eine  (w— 2)-fache  Secante,  und  entsprechen 
die  auf  der  Curve  gedachten  (n— 2)  Punkte  derselben  projectiv 
den  auf  der  Secante  liegenden,  so  hat  die  Curve  auch  eine  («—!)- 
fache  Secante.  So  hat  eine  Curve  fünfter  Ordnung  stets  eine 
nerfaebe  Secante.  Die  allgemeine  rationale  Curve  sechsten 
Grades  hat  sechs  vierfache  Secanten,  welche  die  eine  Hälfte  der 
Doppelsechs   einer  Fläche  dritten  Grades   bilden,   während  die 
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Geraden  der  andern  Hälfte  keine  Punkte  mit  der  Cai-ve  gemeio 
haben.  W.  St. 


Em.  Weyr.     Ueber  Flächen   sechsten  Grades  mit  einer 
dreifachen  cubischen  Curve.    Wien.  Ber,  LXXXV.  513-525. 

Ist  auf  einer  cubischen  Raumcurve  C,  eine  Involution  n^ 
Grades  erster  Stufe  gegeben,  so  ist  der  Ort  der  Verbindungslioieo 
je  zweier  einer  Gruppe  angeböriger  Punkte  eine  Regeifläche 
2(n— ly*'  Ordnung.  Die  Ebenen,  welche  man  durch  je  drei 
einer  Gruppe  angehörige  Punkte  legen  kann,  sind  Schmiegungs- 

ebenen  einer  Raumcurve  J  von  der  -^ ^ Klasse. 

Die  Fläche  F^,  welche  für  n  =  4  so  entsteht,  wird  einer  näheren 
Untersuchung  unterworfen.  Einige  Eigenschaften  von  ¥^  heben 
wir  hervor.  Die  Erzeugenden  von  F^  ordnen  sich  in  Paare, 
welche  sich  so  verhalten,  wie  die  Paare  eines  Systems  conju* 
girter  Pole  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Jede  Ebene  von  J  ist 
dreifache  Tangentialebene  von  Fg,  und  die  drei  Berührungspunkte 
liegen  auf  der  Tangente  von  J.  Jedes  durch  C,  gehende  Hyper- 
boloid schneidet  aus  F,  drei  Erzeugende  aus,  welche  die  Elemente 
einer  Involution  dritten  Grades  zweiter  Stufe  bilden.  Diese 
Elemententripel  verhalten  sich  wie  die  Punkttripel  einer  allgemeinen 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  in  einer  Geraden  liegen.  Ist  f^ 
eine  Fläche  sechster  Ordnung  mit  einer  dreifachen  cubischen 
Curve,  so  ist  F^  geradlinig,  und  ihre  Erzeugenden  bestimmen  anf 
Cj  ein  symmetrisches  Punktsystem  dritten  Grades.  Auf  eine 
solche  Fg  lassen  sich  einige  der  gefundenen  Sätze  flbertrageo. 
Zum  Schlüsse  werden  specielle  Involutionen  auf  C,  betrachtet; 
insbesondere  kann  F^  rational  werden  und  endlich  zerfallen  in  ein 
Hyperboloid  und  eine  Fläche  vierter  Ordnung.  W.  St 


Em.  Weyr.     Sur  les  surfaces  d'involution.   Beig.  Bull.  (3)  m 

472-485. 

F.  Folie.     Rapport.    Beig.  Boii.  (3)  in.  460-461. 
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Nene  ÄDwendungen  der  Methoden  des  Verfassers,  um  gleich- 
zeitig die  Involutionen  und  die  Curven  höherer  Ordnung  zu 
gtüdiren.  Mn.  (Wn.). 


D.    Abzählende  Geometrie. 

H.  Schubert.     Lösung  des  auf  die  trilineare  Verwandt- 
schaft ausgedehnten  Projectivit'atsproblems.   Pr.  Hamburg. 

Bezeichnet  x  die  Entfernung  eines  Punktes  P  der  Geraden  g 
von  einem  festen  Punkte  dieser  Geraden,  und  haben  x\x*'  die 
analoge  Bedeutung  für  die  Geraden  ^  und  g",  so  wird  durch  eine 
in  den  Grössen  o;,  x',  x"  lineare  Relation  eine  Beziehung  zwischen 
den  Punkten  der  drei  Geraden  festgelegt,  vermöge  welcher  je 
zwei  Punkten,  die  willkürlich  auf  zweien  der  Geraden  angenom- 
men werden,  im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Punkt  der  dritten 
Geraden  correspondirt.  Diese  Gorrespondenz  wird  als  eine 
«trilineare  Verwandtschaft^  bezeichnet.  Da  die  erwähnte  lineare 
Relation  sieben  Constante  enthält,  so  hängt  die  trilineare  Ver- 
wandtschaft von  sieben  Constanten  ab,  vorausgesetzt,  dass  die 
drei  Geraden,  die  „Träger"  der  Verwandtschaft,  als  fest  gegeben 
angenommen  werden.  Wenn  man  auch  diese  Geraden  beliebig 
im  Räume  veränderlich  denkt,  so  treten  noch  3.4  Constanten 
hinzu,  so  dass  das  Gebilde  r,  welches  aus  drei  Geraden  und 
einer  auf  diesen  liegenden  trilinearen  Verwandtschaft  besteht, 
die  Constantenzahl  19  besitzt.  Es  handelt  sich  nun  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  darum,  die  Zahl  derjenigen  Gebilde  F  zu  be- 
stimmen, welche  gewissen  19-fachen  Bedingungen  gentigen.  Die 
zur  Lösung  dieser  Aufgabe  angewandten  allgemeinen  Methoden  sind 
grösstenteils  von  dem  Verfasser  selber  ausgebildet  und  in  seinem 
Bache:  ^Calcttl  der  abzählenden  Geometrie^  (Leipzig.  Teubner. 
1879)  ausfQhrlich  dargelegt  worden.  Dieselben  laufen  darauf 
hinaus,  die  Anzahlen  der  geometrischen  Gebilde,  welche  gegebe- 
iien  Bedingungen  genügen,  auf  andere  leichter  zu  bestimmende 
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ÄDzahlen  zurückzufUhren,  welche  sich  auf  die  sogenannten  Aus- 
artungen des  betreifenden  Gebildes  beziehen.  Es  werden  dem- 
entsprechend in  der  vorliegenden  Arbeit  nach  einander  die  Aus- 
artungen des  Gebildes  T,  die  ZurttckfQhrung  der  gesuchten  An- 
zahlen auf  die  zu  den  Ausartungen  gehörenden,  sowie  diese  letz- 
teren Anzahlen  bestimmt.  In  einer  Tabelle  werden  die  auf  F 
bezüglichen  Zahlen,  welche  das  leti;te  Ziel  dieser  Untersuchungen 
bilden,  zusammen  gestellt.  Die  Art  der  Resultate  mag  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen:  „Es  giebt  im  Räume  489520  Tripel  von 
Geraden,  auf  denen  durch  die  Schnittpunkte  von  neunzehn  Tripeln 
gegebener  Ebenen,  neunzehn  Tripel  entsprechender  Punkte  einer 
trilinearen  Verwandtschaft  entstehen.^  Alle  diese  Resultate  lassen 
sich  auch  algebraisch  interpretiren  als  Zahl  der  Lösungen  be- 
stimmter Gleichungssysteme.  Diese  Interpretation  wird  am  Schlüsse 
der  Arbeit  an  mehreren  Beispielen  ausgeführt. 

Hz. 


H.  Krey.     üeber  Systeme  von  Gleichungen  mit  gewissen 
Besonderheiten.    Klein  Ann.  xix.  497-517. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der  An- 
zahl solcher  Punktgruppen,  welche,  in  festen  Ebenen  oder  im 
Räume  liegend,  teils  die  Bedingung  erfüllen,  dass  ihre  Goordi- 
naten  gegebenen  Gleichungen  genügen,  teils  Grundbedingungen 
erfüllen,  wo  unter  Grundbedingung  einer  Gruppe  von  v  Punkten 
jede  Bedingung  zu  verstehen  ist,  welche  entweder  aussagt,  dass 
einer  der  v  Punkte  in  einem  gegebenen  Punkte,  auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  oder  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  oder 
aussagt,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  der  v  Punkte  eine  ge- 
gebene Gerade  trifft.  Unter  gewissen  Voraussetzungen,  die  aus- 
führlich discutirt  werden,  lässt  sich  diese  Anzahl  immer  durch 
die  Gradzahlen  der  gegebenen  Gleichungen  und  durch  die  auf 
die  Ausnahmepunkte  bezüglichen  Anzahlen  ausdrücken.  Aus- 
nahmepunkte nennt  der  Verfasser  solche  feste  Punkte  der  Ebene, 
für  welche  eine  der  gegebenen  Gleichungen  identisch  verschwindet. 
Das  Verfahren,  welches  zu  den  gesuchten  Anzahlausdrücken  führt, 
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ist  die  in  der  abzählenden  Geometrie  gebräuchliche,  namentlich 
TOD  ChasleSy  Zeuthen  und  dem  Referenten  angewandte  allmälige 
Beduction  der  Anzahlen  fQr  complicirtere  Bedingungen  auf  die 
Anzahlen  f&r  speciellere  Bedingungen.  So  werden  z.  B.  auf  die 
Anzahlen  fttr  Punktgruppen,  die  nur  Grundbedingungen  erfüllen, 
die  Anzahlen  für  solche  Punktgruppen  zurückgeführt,  die  ausser 
Grundbedingungen  noch  die  Bedingung  erfüllen,  dass  ihre  Goor- 
diuaten  einer  gegebenen  Gleichung  genügen,  u.  s.  w.  bis  zu  den 
Anzahlen  für  Gruppen  von  v  Punkten,  deren  2v,  bezw.  3v  Coor- 
dinaten  2y,  bezw.  3v  gegebene  Gleichungen  erfüllen.  Als  Hülfs- 
mittel  bei  dieser  Beduction  benutzt  der  Verfasser  Sätze,  die  er 
aus  den  verallgemeinerten  Correspondenzformeln  des  Referenten 
ableitet,  z.  B.  den  folgenden  Hülfssatz:  „Sind  die  Punkte  zweier 
CuFTen,  eines  :c-Ortes  und  eines  y-Ortes  eindeutig  auf  einander 
bezogen,  und  coincidirt  an  c,,  freien  Stellen  x  mit  dem  ent- 
sprechenden y,  bestimmt  ferner  die  Gleichung  qf(x,  y)  =  0,  deren 
linke  Seite  für  a?  =  j^  einfach  verschwindet,  für  einen  beliebig 
gegebenen  Punkt  y^  bewegliche  Punktete  des  ersten  Ortes,  für 
einen  beliebigen  Punkt  x  r^  bewegliche  Punkte  y  des  zweiten  Ortes, 
dann  giebt  es  §+>7~<^i3  Paare  von  zusammengehörigen  Punkten 
7,  y,  welche  der  Gleichung  tp  =  0  genügen.^  An  die  allgemeinen 
Betrachtungen  schliesst  der  Verfasser  die  wirkliche  Aufstellung 
der  gesuchten  Anzahlformeln  in  den  Fällen,  wo  die  Punktgruppe 
zwei  Punkte  in  fester  Ebene,  drei  Punkte  in  fester  Ebene  und 
zwei  Punkte  im  Räume  enthält.  Schliesslich  werden  auch  noch 
die  Formeln  angegeben,  welche  sich  auf  zwei  Punkte  beziehen, 
die  auf  einer  festen  punkt- allgemeinen  Fläche  liegen.  Diese 
Formeln  sind  einerseits  Verallgemeinerungen  der  Formeln  für 
Panktepaare  in  fester  Ebene,  andererseits  Specialisirungen  der 
Formeln  für  Punktepaare  im  Räume,  da  zwei  Bedingungen  dann 
nur  auszusagen  haben,  dass  jeder  Punkt  auf  der  festen  Fläche 
liegen  soll.  Von  den  vielen  Anzahlformeln,  die  der  Verfasser 
entwickelt,  sei  hier  beispielsweise  wenigstens  eine  angeführt. 
Zwischen  den  vier  Goordinaten  eines  Punktepaars  in  fester  Ebene 
mögen  die  vier  Gleichungen 
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bestehen.     Die  Gradzahlen  dieser  Gleichungen  seien 

ferner  sei  a  die  Anzahl  der  Ausnahmepunkte.  Dann  ist  die  An- 
zahl der  Punktepaare,  deren  Goordinaten  jenen  vier  Gleichungen 
genügen,  gleich 

[it'^H-(«+l)   [^i"]-(ot+l)    M-M  +  SM 

4-3H+6a'+18a~G, 

wo  immer  jede,  t  Buchstaben  enthaltende  eckige  Klammer  die 
Summe  aller  möglichen  Producte  von  je  i  Factoren  mit  deu 
i  verschiedenen  Indices  1,  2,  ;^,  4  bedeutet,  z.B. 

[fAflVv]    =  /i,  Aij  ^3  V,  +  /i,  ^3  V,  V,  +  fl,  /i,  V,  Vj  +  //,  ^,  V,  ^4 

+  ^2^4*'i»'.  ^-/^•/<4^»'^• 
Um  die  Anwendung  seiner  Formel  zu  zeigen,  leitet  der  Verfasser 
aus  der  eben  mitgeteilten  Formel  den  folgenden  Satz  ab:    „Zu 

—  «(«-}- 3)  — 4  willkürlich  in  der  Ebene  gegebenen  Punkten  kann 
man  auf  —  (n  — 2)  (n  — 4)(n'— 9)  Arten  ein  Punktepaar  so  be- 

stimmen,  dass  durch  die  -— w(n  +  8)  — 2  Punkte  noch  eine  dreifach 

unendliche  Schaar  von  Curven  n*®'  Ordnung  geht." 

Seht. 


0.  ToGNOLi.     Sulla  teorica  della  involuzione.  Batt.  G.  xx. 

270-287. 

Der  Verfasser  betrachtet  zunächst  auf  ebenen  Curven  In- 
volutionen, d.  h.  Schnittpunktsysteme,  die  von  gegebenen  Curven- 
bUscheln  ausgeschnitten  werden,  wiederholt  dabei  die  bekannte 
Formel 

*  =  2nin-f-2(p— 1)  — r 

für  die  Zahl  k  derjenigen  Curven  eines  Büschels  von  Curven 
m*«*^  Ordnung,  welche  eine  gegebene  Curve  n'*' Ordnung  p**"  Ge- 
schlechts mit  r  Spitzen  berühren,  definirt  dann  mit  Hülfe  einer 
bilinearen  Gleichung  zwischen  zwei  Parametern  den  Begriff  der 
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Prrtjectivität  zweier  auf  zwei  festen  Curven  gelegenen  Invola- 
tionen  und  gelangt  so  mit  Benutzung  der  obigen  Formel  fQr  k 
za  einer  Formel,  aus  welcher  sich  durch  Specialisirung  der  oft 
nnd  auf  verschiedenen  Wegen  bewiesene  Satz  von  der  Gleich- 
heit des  Geschlechts  zweier  projectiver,  d.  h.  Punkt  für  Punkt 
eJDdeutig  auf  einander  bezogener  Curven  ergiebt.  Weiterhin  ver- 
weilt der  Verfasser  bei  der  Ableitung  und  bei  der  Formulirung 
Ton  Sätzen  Qber  Gradzahlen  von  Oertern,  die  durch  die  Paare 
eotsprechender  Elemente  von  ebenen  und  räumlichen  Curven, 
sowie  von  Linienflächen  erzeugt  werden.  Von  diesen  Sätzen, 
welche  unmittelbar  aus  dem  Correspondenzprincip  folgen,  sei 
hier  folgender  erwähnt:  Verbindet  man  je  zwei  entsprechende 
PüDkte  zweier  projectiver  Involutionen,  die  auf  zwei  Curven  «*••" 
und  «'*«' Ordnung  liegen,  und  (wm  — y)*^"  bezw.  («'m'—/)'«"  Gra- 
des sind,  so  erhält  man  die  -x:*  Verbindungsstrahlen  einer  Linien- 
fläche vom  Grade 

n(ii'  m'  —  y')  -f-  n^nm  —  y). 
Schliesslich  behandelt  der  Verfasser  eingehend  ein  Beispiel,  das 
mit  der  eindeutigen  Abbildung  einer  gewissen  Fläche  auf  einer 
Ebene  in  engem  Zusammenhang  steht.  Seht. 


C.  F.  E.  BjOrling.     Om  algebraiska  rynidkurvors  singu- 
gulariteter  och  polardeveloppabelns  karakterer. 

Öf?.  Stockh.  1881.  3-26. 

Die  Coordinaten  einer  Raumcurve,  deren  Anfang  in  dem  zu 
charakterisirenden  Curvenpunkte  liegt,  und  für  welche  die  x,  y,  z 
die  Richtung  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  haben,  sind  als 
ratioDale  Functionen  eines  Parameters  A  angenommen,  deren 
gemeinsamer  Nenner  nicht  mit  l  verschwindet.  Sind  dann  /,  m,  n 
die  kleinsten  Potenzexponenten  der  Zähler,  so  ist  stets  l<Ztn<:n, 
und  im  AUgemeioen  /  =  1,  m  =  2j  n  =  3.  Jeder  höhere  Wert 
bedingt  eine  Singularität.  Statt  der  rationalen  Brüche  können 
ofTeobar  auch  beliebige  convergente  Reihen  stehen,  deren  Anfaogs- 
Wrm  allein  massgebend  ist.  Es  werden  hiernach  die  Singulari- 
täurälle    discutirt,    dann   Theorien    von    Salmon    und    Cayley^ 
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bezüglich  auf  abzählende  Geometrie,  nach  gleicher  Methode  be 
handelt.  H. 


C.  F.  E.  BjöRLiNG.     Modelle  von  Raumcurven-  und  De- 
veloppabeln-Singularitäten.    Land.  Gleerap. 

Anktlndigung  und  Beschreibung  von  acht  Modellen,  die  da- 
zu dienen  sollen,  die  Singularitäten  der  Punkte  algebraischer 
Raumcurven  zu  veranschaulichen.  Bezeichnet  man  für  einen  Punkt  0 
eines  Baumcurvenzweiges  mit  (a,  6,  c),  dass  der  Zweig  in  0  ge- 
mein hat :  a  Punkte  mit  einer  0  enthaltenden  beliebigen  Ebene, 
b  Punkte  mit  einer  in  0  berührenden  Ebene,  und  endlich  c  Punkte 
mit  der  Schmiegungsebene  von  0,  so  kann  man  das,  was  die 
acht  Modelle  darstellen  sollen,  kurz  so  angeben: 

(1,2,3),    (1,2,4),    (1,3,4),   (1,3,5),   (2,3,4),    (2,3,5), 

(2,4,5),  (2,4,«). 
Die  Fäden  der  Modelle  sind  die  Tangenten  der  Raumcurve,  so 
dass  jedes  Modell  eigentlich  die  Developpable  darstellt,  deren 
Guspidalcurve  die  gemeinte  Raumcurve  ist.  Damit  die  betreffende 
Singularität  deutlich  hervortrete,  sind  die  beiden  durch  den  sin- 
gulären  Punkt  gebildeten  Teile  der  Developpabeln  von  verschieden- 
farbigen Fäden  verfertigt.  Den  Schluss  des  Ankündigungsblattes 
bildet  eine  tabellarische  Zusammenstellung  der  Charaktere  der 
acht  modellirten  Raumcurven  nach  den  Bezeichnungen  von  Cayley 
und  Salraon.  Da  der  Referent  die  Modelle  nicht  gesehen  hat, 
so  kann  er  kein  Urteil  darüber  abgeben,  ob  dieselben  correkt 
und  anschaulich  sind.  Schi 


Vaneöek«     Sur  la  gön^ration  des  surfaces  et  des  courbes 
ä   double    courbure   de    tous    les   degr^s.    C.  R.  xciv. 

210-212. 

Was  der  Verfasser  ,» Erzeugung''  der  Flächen  oder  Raumcurven 
aller  Grade  nennt,  besteht  einfach  in  Folgendem.  Wenn  eine 
bewegliche  Ebene  einen  ein-  oder  zweistufigen  Ort  n*«"  Grades 
beschreibt,   so  durchläuft  der  Diagonalen -Schnittpunkt  des  auf 
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dieser  Ebene  durch  die  vier  Kaoten  AB,  BC,  CD,  DA  eines  Fun- 
damental-Tetraeders  ABCD  ausgeschnittenen  Vierecks  einen  gleich- 
stufigen Punktort,  dessen  Gradzahl  dreimal  so  gross  ist,  als  der 
Grad  u  des  Ebenen-Orts,  wie  sich  übrigens  aus  den  Incidenz- 
formelo  des  Raumes  unmittelbar  ergiebt.  Ebenso  durchläuft  die 
bewegliche  Ebene  einen  Ort  vom  Grade  3n,  sobald  der  genannte 
Diagonalenschnittpunkt  einen  Ort  vom  Grade  n  durchläuft.  Diese 
Gradzahlen  3»  werden  natürlich  um  ky  bezw.  2k  Einheiten  vermin- 
dert,  wenn  k  Tetraeder-Ebenen  oder  k  Tetraeder-Ecken  dem  er- 
zeugenden Orte  angehören,  und  dieser  Ort  zweistufig,  bezw.  ein- 
stufig ist.  Seht. 


Vankckk.      Sur  un  mode  de  transformation  des  figtires 

dans  Tespace.    CR.  XCIV.  14G3-1465,  1583-1586;  XCV.  1049-1051, 
1146-1179. 

Es  giebt  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bekaunt- 
lich  vier  Polartetraeder  ABCD^  von  denen  zwei  Ecken  A  und  B  je 
auf  einer  gegebenen  Geraden  und  die  beiden  andern  Ecken  C 
und  D  je  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegen.  Hieraus  ergiebt 
sich  für  jeden  Kenner  der  neueren  Abzählnugsmethoden  unmittel- 
bar, dass  wenn  von  jenen  vier  Ecken  A,  ß,  C,  D  die  beiden 
Ecken  A  uud  B  Raumcurven  a'*°  und  6**°  Grades  beschreiben,  und 
die  Ecke  C  eine  Fläche  c*®°  Grades  beschreibt,  die  Ecke  D  eine 
Raumcurve  vom  Grade  4abc  durchlaufen  muss.  Nachdem  der 
Verfasser  dies  bewiesen  hat,  sieht  er  darin  ein  Mittel,  um  zu  einer 
Transformation  einer  Raumcurve  a'«"  Grades  in  eine  Raumcurve 
vom  Grade  4abc  oder  einer  Fläche  c*«"  Grades  in  eine  Fläche 
?om  Grade  4acd  zu  gelangen.  Weiterhin  discutirt  der  Verfasser 
einige  besondere  Lagen  und  Singularitäten  der  erzeugenden  Ge- 
bilde. Seht. 


J.  Möller,      üeber   die  Transformation  einer  gewunde- 
nen  Curve    durch   sphärische   Inversion.    Lund  Araekrift. 

XVIII. 

Fortwhr.  d.  Math.  XIV.  2,  37 
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Untersuchung  der  Veränderungen,  welche  die  SinguIaritatCD 
und  Charaktere  einer  Raumcurve  durch  sphärische  Inversion  er- 
leiden. Werden  die  Charaktere  derselben  mit  m,  n,  r,  a,  ß,  u.  s.  w., 
und  diejenigen  der  aus  derselben  durch  solche  Transformation 
gebildeten  Curve  mit  m\  n\  r\  u.  s.  w.  bezeichnet,  so  werden  im 
Allgemeinen 

m'  =  2m,     n'  =  ii  +  3m,     r'  =  r+2ii», 
a'  =  a-j-4m,     ä'  =  Ä  +  in(m— 1), 

g'  =  ^  +  YWiO)w-f-6«-17), 

x'  =  aT4-2m(m+r— 2), 

y'  ==  y4-2m(m  +  r-3). 
Die   Modificationen,    welche    diese   Resultate    bei    specieller 
Lage  der  Curve  erfahren,   werden  auch  sehr  vollständig  unter- 
sucht und  die  Ergebnisse  zuletzt  auf  die  cubischen  Kegelschnitte 
angewendet.  E. 

R.  Stürm.    Ueber  das  Geschlecht  von  Curven  auf  Kegeln. 

Klein  Ann.  XIX.  487-488. 

Der  Verfasser  hatte  in  den  Dissertationen  von  Herrn  Boule 
(Göttingen  1872)  und  von  Herrn  Ed.  Weyr  (Prag  1878),  welcbe 
Beide  Raumcurven  sechster  Ordnung  behandeln,  gefunden,  dass 
das  Geschlecht  einer  Curve,  welche  auf  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung  liegt,  durch  die  Spitze  desselben  &-raal  geht  und  jede 
Kante  desselben  noch  a-mal  trifft,  auf  ziemlich  umständliche 
Weise  abgeleitet  war.  Er  unternimmt  es  deshalb  hier,  auf  ein- 
fachere Weise  jenes  Geschlecht  abzuleiten  und  zugleich  auch 
das  Resultat  dahin  zu  verallgemeinern,  dass  der  Kegel  allgemein 
die  Ordnung  n,  die  Klasse  m  und  das  Geschlecht  p  hat.  Er  findet 
das  Resultat  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Coincidenzformeln  des 
Referenten  ohne  jede  Schwierigkeit.  Es  ergiebt  sich  für  das 
gesuchte  Geschlecht 

TT  =  —  fl(a— l)w  -f  (o — 1)  (b—])-\-ap. 

TS 
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Ffir  11  =  2,  p  =  0  erhält  man  hieraus  das  von  den  Herren  Boale 
ond  Weyr  gefundene  Resultat  n  =  (a—  1)  (a-f6—  1).  Für  a  =  I 
ergiebt  sieh  femer  das  Resultat  n  =^  p,  also  unabhängig  von  6 
uodfi,  welches  bekannt  ist.  Seht. 


ScBOüTE.       Deux    thöoremes    relatifs    aux    centres    des 
courbes  alg^briques.    S.  M.  F.  Ball.  X.  219-220. 

Im  47^°  Bande  des  Crelle*schen  Journals  hat  Steiner  die 
Ordnung  der  von  den  Mittelpunkten  der  centrischen  C„  welche 
durch  sechs  feste  Punkte  gehen,  gebildeten  Curve,  sowie  die 
Anzahl  solcher  Curven,  die  durch  sieben  Punkte  gehen,  bestimmt. 
Der  Verfasser  teilt  ohne  Beweis  die  Verallgemeinerung  dieses 
Resultates  für  centrische  Gurven  beliebiger  Ordnung  mit  Refe- 
rent bemerkt,  dass  die  Ordnung  jener  von  den  Mittelpunkten 
gebildeten  Curve  durch  eine  einfache  Abzahlung  sich  finden  lässt. 
Fär  die  dem  zweiten  Steiner'schen  Satze  analoge  Anzahl  aber 
wird  nur  eine  obere  Grenze  gegeben,  welche  durch  einen  Druck- 
fehler entstellt  scheint.  V. 


J.  M.  LovEN.     Om    plana    algebraiska    knrvors   rektifia- 

bilitet.    Land  Arsskrift.  XVIII. 

f(^i  y)  =  0   sei    die  Gleichung   einer   ebenen  algebraischen 

Carve,  femer  sei  «'  =  l  +  (-p-)  ;  durch  Elimination  erhalte  man 

F{x,u)  =  0.   Der  Verfasser  bestimmt  die  Charaktere  {M^N,DjKyT,J) 
und  das  Geschlecht  (P)  der  die  letzte  Gleichung  repräsentirenden 
Carve  aus  denjenigen  (fi,  v,  d,...,  p)  der  ersten,  der  „/^-Curve". 
Diese   ist  offenbar  für  P  =  0  rectificirbar  im  gewöhnlichen 

Snne. 

Im  allgemeinen  Falle  ist 

M  =  2(ji+v),     N+K  =  8v+2x,     D  =  2(^i+vy-bv^^i~-x, 

P  =  2p  +  v-]', 

in  solchem  Falle  kann  P  offenbar  niemals  verschwinden. 

37* 
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Diese  Ergebnisse  erfahren  aber  Modificationen,  wenn  die 
f-Curve  specielle  Beziehungen  zu  der  unendlich  fernen  Geraden 
oder  den  unendlichen  Kreispunkten  hat.  Besonders  mag  Folgen- 
des hier  bemerkt  weiden.     Es  sei 

h^  die  Anzahl  der  im  Endlichen  belegenen  Berührungspunkte 
mit  ungradcr  Indexdifferenz  der  von  einem  Kreispunkte  gezoge- 
nen Tangenten; 

tj  die  Anzahl  der  durch  einen  Kreispunkt  gehenden  Zweige 
mit  endlicher  Tangente,  deren  grösserer  Index  ungrade  ist; 

jj  die  Anzahl  der  die  unendlich  ferne  Gerade  in  einem 
Kreispunkte  berührenden  Zweige  mit  ungradem  kleineren  Index; 
dann  ist 

Die  drei  Zahlen  h^ ,  i, ,  j^  können  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden. Sind  zwei  von  ihnen  =0,  uud  die  dritte  =1,  so  wird 
P  =  2p,  und  beide  werden  gleichzeitig  gleich  0.  E. 


K.  BoBEK.     lieber  den  geometrischen  Ort  der  Inflexions- 
punkte  eines  Cnrvenbüschels.    Gas.  XI.  283-284.  (Böhmisch) 

Ist  ein  Curvcnbilschel  Cn  in  der  Ebene  gegeben,  so  entsteht 
die  Frage,  auf  welcher  Curve  die  betreffenden  Inflexionspunkte 
liegen.  Diese  erscheint  durch  Eruirung  der  Ordnungszahl  6(«  — 1) 
und  der  Klassenzahl  6(n— 2)(4w— 3)  gelöst. 

Std. 


G.  Halphen.     Sur  les  courbes  planes  du  sixi^me  degre 
h,  neuf  points  doubles.    S.  M.  P.  Bull.  X.  1G2-172. 

Eine  ebene  Curve  sechster  Ordnung  mit  neun  Doppelpunkten, 
also  vom  Geschlechte  1,  hat  die  Constantenzahl  18.  Man  könnte 
daher  denken,  dass  es  eine  oder  mehrere  solcher  Curveu  giebt, 
die  neun  beliebig  gegebene  Punkte  zu  Doppelpunkten  haben. 
Es  ergiebt  sich  jedoch,  dass  bei  allgemeiner  Lage  der  neun 
Punkte    keine   solche  Curve   existirt,    da    die    neunten    Punkte, 
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welche  mit  acht  beliebig  gegebenen  Punkten  zusammen  eine 
Gruppe  der  neun  Doppelpunkte  einer  Curve  sechsten  Grades 
vom  Geschlecht  1  constituiren  können,  nicht  die  ganze  Ebene 
aQsf&llen,  sondern  eine  Curve  neunten  Grades  bilden,  welche  die 
acht  gegebenen  Punkte  zu  dreifachen  Punkten  hat.  Die  Abhängig- 
keit der  neun  Punkte  von  einander  kann  auf  folgende  Art  dar- 
gestellt werden.  Man  sondere  einen  von  den  neun  Punkten  aus, 
er  heisse  A^  und  lege  durch  die  übrigen  acht  alle  oc*  Curven 
dritten  Grades,  bestimme  den  neunten  Punkt  A\  den  dieselben 
Doch  gemein  haben,  wähle  dann  die  eine  Curve  aus,  welche  auch 
noch  durch  A  hindurchgeht,  und  ziehe  die  beiden  Tangenten, 
welche  diese  Curve  in  A  und  A*  berühren.  Nur  wenn  der  Schnitt- 
pQDkt  dieser  beiden  Tangenten  wiederum  auf  jener  Curve  dritten 
Grades  liegt,  haben  die  neun  Punkte  die  verlangte  Eigenschaft, 
Doppelpunkte  von  Curven  sechsten  Grades  vom  Geschlechte  1  sein 
zu  können.  Unter  den  oo'  Curven,  die  dieselben  neun  Doppel- 
punkte haben,  giebt  es  zwölf,  welche  noch  einen  zehnten  Doppel- 
punkt  besitzen.  An  die  Beweise  dieser  Resultate,  bei  denen  der 
Verfasser  aucb  die  Darstellung  der  Punkte  einer  cubischen  Curve 
durch  die  Argumente  einer  doppelt-periodischen  Function  benutzt, 
schliesst  sich  die  Ableitung  der  analytisch-geometrischen  Gleichung 
der  untersuchten  Curve  sechsten  Grades,  sowie  auch  die  Verall- 
gemeinerung der  Resultate  auf  Curven  vom  Grade  3in  mit  neun 
m-fachen  Punkten.  Seht. 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Gapitel  1. 

Ooordinaten. 

H.  PiCQUET.  Trait^  de  g^omt^trie  analytique  k  Tusage 
des  candidats  aux  dcoles  du  gouvernement  et  aux 
grades  universitaires.  Premiere  partie.  G^om^trie 
analytique  h,  deux  dimensions.    Paris,  g.  Maseon. 

Dem  gesammten  Inhalt  zufolge  ist  das  Vorliegende  kein 
Lehrbuch  der  analytischen,  sondern  der  synthetischen  Geometrie. 
Das  erste  Buch  handelt  von  den  Coordinaten,  der  geraden  Linie, 
ihren  tangentiellen  Coordinaten,  dem  Princip  der  Dualität  und 
der  horoographischen  Transformation;  das  zweite  von  den  ebenen 
Gurven,  den  singulären  Punkten  und  Tangenten,  Determination 
der  algebraischen  Curven;  das  dritte  von  den  Kegelschnitten; 
das  vierte  von  den  Curven  dritten  und  vierten  Grades. 

H. 


G.  Veronese.     üei  principali  metodi  in  geometria  e  in 

ispecial    del   metodo    analitico.     Verona.  Padova.     Tedeschi. 

Diese  Abhandlung  bildet  die  Einleitung  zu  einer  Vorlesung 
über   analytische  Geometrie.     Der  in  Deutschland  mathematisch 
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ausgebildete  Verfasser  giebt  hier  einen  recht  instructiven,  histo- 
rischen Ueberblick  über  die  wesentlichsten  analytisch -geometri- 
schen ForschungsQiethoden,  insbesondere  Über  die  yerschiedenen 
Coordinatensysteme  und  die  Benutzung  höherer  Räume.  Auf 
letztere  Frage  lässt  er  sich  um  so  lieber  ein,  als  ihm  hier  die 
Resultate  eigener  fruchtbarer  Untersuchungen  zu  Gebote  stehen. 
Unter  den  zu  erwähnenden  namhaften  Autoren  hat  der  Herr 
Verfasser  eine  etwas  subjectiv  gefärbte  Auswahl  getroffen.  So 
z.  B.  seheinen  ihm  die  Leistungen  eines  Hesse  und  Grassmann 
nicht  erwähnenswert.  My. 


W.  Fiedler.     Geometrische  Mitteilungen.      I.    Die   all- 
gemeine Transformation  der  Goordinaten.   WolfZ.  XXI V. 

145-179. 

Schon  im  sechzehnten  Bande  der  Wolfschen  Vierteljahrs- 
schrift hatte  Herr  Fiedler  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  aus 
der  geometrischen  Deutung  der  Goefficienten  einer  linearen  Sub- 
stitution sich  die  allgemeine  Goordinatentransformation  ergebe. 
Hier  wird  dieser  Gedanke  näher  ausgeführt  und  seine  Fruchtbar- 
keit an  mehreren  Beispielen  gezeigt. 

Zunächst  wird  die  Transformation  von  einem  Systeme  schief- 
winkliger Gartesischer  Goordinaten  in  der  Ebene  zu  einem  andern 
solchen  Systeme  als  Specialfall  der  allgemeinen  Goordinaten- 
transformation behandelt.  Um  dann  das  orthogonale  Hyperboloid 
als  Object  der  Goordinatentransformation  behandeln  zu  können, 
bespricht  Herr  Fiedler  die  verschiedenen  Erzeugungsarten  dieser 
spcciellen  Fläche  zweiten  Grades.  Steiner  hatte  dieselbe  als  Ort 
der  Durcbschnittslinien  der  zu  einander  normalen  Ebenen  zweier 
Kbenenbttschel  erzeugt,  woraus  man  finden  kann,  dass  die  Glei- 
chung derselben  aus  der  des  allgemeinen  Hyperboloids 


«»  -.«  »« 

£_  + J i_=  1 


durch  Hinzuftigang  der  Bedingung 


a'         6»    ^    c' 
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hervorgeht.  Der  Verfasser  beweist  nun  im  Zusammenhang  hier- 
mit die  zuerst  von  ihm  und  zwar  schon  im  Sommer  1878  bei 
Gelegenheit  des  Druckes  der  dritten  Auflage  der  „Analytischen 
Geometrie  des  Raumes^  bemerkte  Eigenschaft,  dass  das  ortho- 
gonale Hyperboloid  ausser  in  einer  Art  aus  orthogonalen  Ebenen- 
paaren auch  in  unendlich  vielen  Arten  aus  gleichwinkligen  Ebenen- 
büscheln entsteht.  Den  constructiven  Uebergang  von  der  einen 
zur  andern  Erzeugungsart  giebt  Herr  Fiedler  in  der  von  einem 
seiner  Schüler,  Herrn  Ruth  in  Graz,  entwickelten  Form.  Hierbei 
muss  erwähnt  werden,  dass  die  Erkenntnis  der  Erzeugbarkeit 
des  orthogonalen  Hyperboloids  aus  unendlich  vielen  gleichwink- 
ligen Ebenenbüscheln  von  Herrn  Fiedler  (Sommer  1878)  und 
nicht  von  Herrn  Ruth  herrührt,  wie  dies  F.  d.  M.  XI.  1879. 
p.  438  irrttUnlich  angedeutet  ist.  Schliesslich  wird  auch  die 
ühasles'sche  Erzeugungsart  dieser  merkwürdigen  Fläche  zweiten 
Grades  als  Ortes  der  Punkte,  die  gleiches  Abstandsverhältnis  von 
zwei  Geraden  haben,  besprochen  und  der  Abhandlung  des  Herrn 
Schröter  im  Bande  LXXXV  des  Borchardt'schen  Journals  gedacht 
(8.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  412). 

Nach   diesen   allgemeineren  Betrachtungen  über  das  ortho- 
gonale Hyperboloid  nimmt  der  Verfasser  an  der  Gleichung  des- 
selben die  Coordinatentransformation  vor  und  zwar  zuerst  gemäss 
der    Ghasles'schen,    dann   gemäss   der  Steiner'schen   Erzeugung 
und  zuletzt  gemäss   einer  Verbindung  der  letzteren  mit  der  Er- 
zeugung aus  gleichwinkligen  Büscheln.     Das  bei  dieser  Gelegen- 
heit vom  Verfasser   benutzte   neue  Goordinatensystem   mit  zwei 
unendlich  fernen  Fundamentalpunkten  wird  wegen  des  allgemei- 
neren Interesses,  das  es  darbietet,  auch  für  sich  besprochen.   Ans 
den  Betrachtungen  des  Verfassers  ergeben  sich  dann   auch  auf 
einfachste  Weise  die  besten  darstellend-geometrischen  Construc- 
tionsmittel  und  die  einfachste  rechnerische  Behandlung  des  ortho- 
gonalen Hyperboloids.    Auch  das  Schlusscapitel  der  inhaltreicben 
Abhandlung    enthält    neue    Betrachtungen.      Es   wird   hier  das 
Goordinatensystem    mit  nur  einem  unendlich  fernen  Punkte  be- 
sprochen, also  das  dem  Cartesisch-Plücker'schen  dual  gegenüber 
stehende  Goordinatensystem.    Hierbei  ergeben  sich  naturgemäss 
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die  metriscbeD   Relationen   in  allgemeinen  Coordinaten  als  Be- 

ziebuDgen  der  Elementenpaare  zam  unendlich  fernen  imaginären 

Ko^elkreise.  Seht. 


BüRLETTi.      Sulla  trasformazione   delle  coordinate   nello 

spazio.     Lomb.,   Ißt.  Rend.  (2)  XV.  252-258. 

Die  Richtungscosinus  einer  Geraden  lassen  sich  durch  drei 
TOD  den  neun  Winkeln  ausdrücken,  welche  die  Axen  zweier 
rechtwinkliger  Coordinatensysteme  mit  gemeinsamem  Ursprung 
mit  einander  bilden,  wenn  zwischen  zwei  aus  den  Cosinus  jener 
Winkel  gebildeten  Determinanten  Reciprocität  besteht.  Durch 
Drehung  um  die  Gerade  lässt  sich  alsdann  das  eine  System  mit 
dem  andern  zur  Deckung  bringen.  Die  Resultate  stimmen  zum 
Teil  mit  den  von  Bardelli  gefundenen  überein.  (S.  F.  d.  M.  IL 
1869-70  p.  460.)  Schg. 

W.  J.  C.  Sharp,  G.  M.  Reeves.     Solution  of  a  question 

(6863).    Ed.  Times  XXXVII.  117.118. 

Sind  die  drei  Gartesischen  Coordinaten  eines  Punktes  alle 
dieselben  linearen  Functionen  der  entsprechenden  Coordinaten 
beliebig  vieler  anderer  Punkte,  so  ist  diese  Beziehung  von  der 
Lage  des  Goordinatensystems  unabhängig;  falls  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  1 ,  ist  die  Beziehung  auch  von  der^  Lage 
des  Anfangspunktes  unabhängig.  Wn. 


E.  Hain.      Die  ersten    Formeln   für   die  Rechnung  mit 
trimetrischen  Punktcoordinaten.  Hoppe  Arch  Lxvn.  425-446. 

Lösung   einfachster   Aufgaben   durch    verhältnismässig    um- 
ständliche Formeln.  Schg. 

H.  W.  L.  Tanner.     On  the  coordinates  of  a  plane  curve 

in   Space.     Lond.,  M.  ö.  Proc.  XIII.  125-148. 
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Fortsetzung  der  Untersuchungen  Ton  Spottiswoode  und  Cayley 
über  die  21,  resp.  18  Coordinaten  eines  Kegelschnittes  im  Räume. 
(S.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  55  ^).  Als  Coordinaten  einer  ebenen 
CurTC  im  Räume  werden  die  n-dimensionalen  Producte  von  sechs 
Grössen  betrachtet,  welche  den  Coordinaten  einer  Geraden  analog 
sind  und  ftlr  n  =  1  in  dieselben  übergehen.  Diese  sechs  Grössen 
ergeben  sich  durch  successive  Elimination  der  vier  homogenen 
Coordinaten  zwischen  den  Gleichungen  einer  Ebene  und  einer 
Fläche  n^"  Ordnung.  Mit  Hilfe  der  neuen  Coordinaten  erscheint 
dann  die  Curve  als  Schnitt  derselben  Ebene  mit  einem  Kegel. 
Dass  eine  Gruppe  von  2(n'  +  3«  — 1)  Coordinaten  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  einer  C„  im  Raum  ausreicht,  ist  wahrschein- 
lich und  für  n  =  2  bekannt;  den  allgemeinen  Beweis  aber  hat 
der  Verfasser  noch  nicht  erbringen  können.  Es  schliessen  sieb 
hieran  weitere  Untersuchungen  über  die  zwischen  den  Coordina- 
ten bestehenden  Gleichungen,  über  Curven,  deren  Coordinaten 
teilweise  verschwinden,  über  die  Art,  wie  gewisse  den  Curveu 
auferlegte  Bedingungen  durch  die  Coordinaten  ausgedrückt  wer- 
den können,  und  Achnliches.  Das  Coordinatensystem  des  Ver- 
fassers ist  auch  auf  Raumcurven  anwendbar,  die  als  Schnitt  zweier 
Flächen  m'"  und  n'*'  Ordnung  erscheinen. 

Schg. 


E.  Mathiku.     Sur  les   coordonnöes  curvilignes.    Resal  J. 

(H)  VIII.  5-19 

Als  Coordinaten  eines  in  nächster  Nähe  einer  Curve  gelege- 
nen Punktes  M(x,y)  können  verwendet  werden  1)  die  Länge  « 
der  zur  Curve  gezogenen  Normale  MP,  2)  die  Länge  a  des  zwi- 
schen P  und  einem  festen  Curvenpunkte  Hegenden  Bogens.  Der 
Verfasser  zeigt   zunächst,    dass,    wenn  u  =  /*(x,y)  gegeben  ist, 

— r—  und   -r-  sich  eindeutig  durch  -3—,  -7-  und  den  Winkelf 
da  du  ®  dx  '    dy 

zwischen  der  Normalen  JlfP  und  der  Axe  der  x  ausdrücken  lassen, 
wobei  das  gerade  Stück  dn  noch  durch  ein  Curvenelement  er- 
setzt  werden    kann.     Dagegen    enthält   im    letzteren   Falle   die 
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zweite  Ableitung  --7-—z —  den  die  Krtiramung  von  dn  ausdrücken- 
den Differentialquotienten  -i--,  ist  also  nicht  mehr  vollkommen 

bestimmt.  Dieser  Umstand  ist  von  Cauchy  bei  der  Aufstellung 
der  Gleichgewichtsbedingnngen  einer  elastisch  gekrtlmmten  La- 
melle (Exercices  de  mathömatiques,  1828.  p._28n-325)  ausser  Acht 
gelassen.  Die  Differentialquotienten  von  u  nach  x  und  y  lassen 
sich  durch  a  und  n  einfacher  ausdrücken,  als  durch  die  von 
Lame  in  seinen  ^LcQons  sur  les  coordonn^es  curvilignes^  be- 
nutzten Parameter  q  und  ^,.  Der  Verfasser  zeigt  die  üeberein- 
stimmung  der  Lam^'schen  Formeln  mit  den  seinigen  und  verall- 
gemeinert die  letzteren,  indem  er  die  ersteren  auf  den  Fall  einer 
krummen  Fläche  ausdehnt  und  dann  die  Lamä'schen  Coordinaten 
in  die  seinigen  transformirt.  Endlich  werden  die  Kirchhoff^schen 
Formeln  für  die  Schwingungen  einer  elastischen  Platte  (Vor- 
lesungen über  mathematische  Physik  No.  30)  durch  Anwendung 
der  Coordinaten  a  und  n  auf  eine  sehr  einfache  und  elegante 
Gestalt  gebracht.  Schg. 


A.  Cayley.     On  curvilinear  coordinates.   Quart.  J.  XIX.  1-22. 

In  einer  früheren  Arbeit  hatte  Warren  für  den  Fall  normaler 
krummliniger  Coordinaten  sechs  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  zwischen  Coefficienten  und  Variablen  aufgestellt  (siehe 
F.  d.  M.  IX.  1877.  469).  Herr  Cayley  erweitert  diese  Unter- 
suchungen^ indem  er  die  Voraussetzung  fallen  lässt,  dass  die 
ursprünglichen  Coordinaten  rechtwinklige  und  cartesische  sind, 
und  indem  er  ausserdem  die  neuen  Coordinaten  p,  9,  r  als  be- 
liebige Functionen  von  a?,  y,  z  betrachtet.  So  ergeben  sich  sechs 
allgemeinere  Differentialgleichungen  nebst  einer  siebenten  sym- 
metrischen, die  ebenfalls  einer  von  Warren  gegebenen  entspricht. 
Den  Schluss  bildet  die  Ableitung  der  von  Lam6  in  seinen  „LcQons 
sur  les  coordonnöes  curvilignes"  pp.  76,  78  gegebenen  Gleichungen. 

Schg. 
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P.  Harbarin.     Note  sur  les  coordonn^es  bipolaires. 

Nouv.  Anu.  (3)  I.  15-iJ9 

Der  Verfasser  bestimmt  die  Eotfernung  zweier  Punkte  und 
die  Gleichungen  von  Tangente  und  Asymptote  in  Bipolarcoor- 
dinaten  und  benutzt  die  gewonnenen  Formeln  zur  Ableitung  von 
Sätzen  Über  die  bekannten  Curven,  welche  den  einfachsten  For- 
men der  Gleichungen  zwischen  diesen  Goordinaten  entsprechen. 

Schg. 


G.  Leonhardt-     Grundzüge  einer  Dipolargeometrie. 

Schlömilch  Z.  XXVII.  346-363. 

lieber  die  Bedeutung  dipolarer  Goordinaten  s.  F.  d.  M.  XIII. 
1881.  403.  Der  Verfasser  ist  durch  seine  an  die  Neumann'schen 
Arbeiten  sich  anschliessenden  Forschungen  über  Elektricitätsver- 
teilung  auf  jeinem  Gonoide  zu  einer  rein  geometrischen  Unter- 
suchung über  jene  Goordinaten  veranlasst  worden,  deren  Resultate 
hier  vorliegen.  Es  wird  zuerst  die  Green'sche  Function  in  die- 
sen Goordinaten  ausgedrückt.  Sodann  führt  der  Verfasser  den 
Begriflf  der  „Isogreene"  ein,  d.  h.  derjenigen  Gurve,  welche  alle 
Punkte  von  gleicher  Green'scher  Function  verbindet,  und  erhält 
durch  mannigfache  Specialisirungen  und  wiederum  Verallgemeine- 
rungen dieser ^Gurve  Gleichungen,  welche  verschieden  bestimmte 
Ebenen,  Geraden,  Kegel,  Gonoide  und  Kugeln  ausdrücken. 

Schg. 


H.  (Jox.     On  Systems  of  circles  and  bicircular  quartics. 

Quart.  J.  XVIII.  74-121. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  Systeme  von  Kreisen 
in  der  Ebene  mit  Hülfe  eines  symbolischen  zum  Teil  neuen  Al- 
gorithmus. Unter  der  Summe  zweier  Kreise  c,,  c,  versteht  er 
der  üblichen  Anschauungsweise  gemäss  den  Kreis 

{c,+c,)C  =  c,C,+c^C,; 
das  doppelte  Product  2(c^c^)  zweier  Kreise  wird  dann  definirt 
als  Summe  der  Quadrate  der  Radien,  vermindert  um  das  Quadrat 
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der  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte.  Diese  Definition  scheint  in 
der  Tat  zweckmässig,  da  sie  mit  den  formalen  Gesetzen  der 
Multiplication,  soweit  dieselben  hier  in  Betracht  kommen,  in  Ein- 
klang ist  Da  sich  jede  gerade  Linie  als  Summe  von  zwei 
Kreisen  ansehen  lässt,  so  ergeben  sich  aus  den  Gesetzen  für 
Multiplication  und  Addition  der  Kreise  auch  die  für  Strecken 
(es  sind  die  von  Grassmann  in  der  Ausdehnungslehre  entwickel- 
ten). Insbesondere  wird  für  die  Summe  zweier  ein  „Kräftepaar^ 
bildenden  Strecken  das  Symbol  0  eingeführt,  für  welches  die 
formalen  Gesetze  ö'  =  0,  dC  =  1,  d{c^  —  c^)  =  0  in  Anwendung 
zu  bringen  sind;  der  Beweis  derselben  ist  allerdings  unnötig 
nmständllch.  Dieser  Algorithmus  lässt  sich  mit  Vorteil  verwen- 
den zur  Untersuchung  einer  grossen  Zahl  von  Problemen,  von 
denen  nur  das  der  Ermittelung  der  bekannten  Determinanten- 
relationen zwischen  den  Centren  von  vier  Kreisen,  die  zu  einem 
orthogonal  sind,  resp.  von  fünf  Kreisen  erwähnt  sein  möge.  Der 
Hehrzahl  nach  lassen  sich  die  Resultate  freilich  unmittelbar  durch 
das  Princip  der  reciproken  Radien  aus  der  Theorie  der  Geraden 
gewinnen,  und  wenn  in  der  Einleitung  (p.  75)  besonders  hervor- 
gehoben wird:  „It  is  shown,  that  three  circles  passing  through 
apoint  have  properties  analogous  to  thosc  of  an  ordinary  triangle^, 
so  giebt  eben  jenes  Princip  für  diese  hier  nur  zufällig  auf- 
tretende Analogie  den  eigentlichen  Grund  an. 

Zum  Schlüsse  wird  mittels  der  obigen  Operationen  ein  eigen- 
tQmliches  System  von  Kreiscoordinaten  eingeführt  und  mittels 
derselben  die  Theorie  der  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung  be- 
handelt, ohne  dass  indessen  neue  Gesichtspunkte  gewonnen 
würden.  V. 


H.  Cox.  On  the  application  of  quaternions  and  Grass- 
mann's  Ausdehniingslehre  to  diflFerent  kinds  of  uni- 
form Space.  Cambr.  Trans.  XIII  68-143;  Cambr.  Proc.  IV.  194-196. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  1.  p.  430. 
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Hamilton.      Elemente  der   Quaterniouen.     Deutsch  vou 

P.  Glan.    ßd.  1.    Leipzig.  Barth. 

Seitdem  Hankel  1867  in  seiner  „Theorie  der  complexen 
Zahlensysteme'^  auf  50  Seiten  eine  äbersichtliche  und  alles  Wesent- 
liche umfassende  Darstellung  der  Quaternionen-Rechnung  gegeben 
hat,  sind  verschiedene  Versuche  gemacht  worden,  dieselbe  durch 
Lehrbücher  in  Deutschland  einzubürgern,  so  durch  Unverzagt, 
Odstrcil,  Graefe.  Hierzu  musste  schon  die  zunehmende  Verwen- 
dung dieser  Methode  in  England  und  Amerika  auffordern,  (neuer- 
dings, seit  dem  Erscheinen  von  Laisant's  trefflichem  Lehrbuch, 
auch  in  Frankreich).  Zu  diesen  durch  Kürze  und  Uebersicht- 
lichkeit  sich  auszeichnenden  selbständigen  Arbeiten  gesellen  sich 
nun  neuerdings  Uebersetzungen  der  englischen  Originalwerke 
von  Hamilton  und  Tait.  Herr  Glan  hat  sicherlich  sehr  recht 
daran  getan,  den  Meister  der  Theorie  selbst  dem  deutschen  Pubh- 
kum  vorzuiUhren,  und  von  seinen  Werken  dasjenige  (posthume) 
zur  Uebersetzung  zu  wählen,  welches  schon  nach  dem  Zeugnisse 
HankeFs  die  Kenntnis  der  vom  Verfasser  bei  Lebzeiten  veröffent- 
lichten Schriften  überflüssig  macht.  Der  Stoff  ist  in  zwei  Bände 
verteilt,  von  welchen  der  vorliegende  erste  die  vollständige 
Theorie  mit  Beispielen  enthält,  während  der  zweite  nur  Anwen- 
dungen geben  soll.  Eine  ausführliche  vergleichende  Kritik  der 
Quaternionentheorie  an  der  Hand  dieses  authentischen  Lehrbuches 
zu  geben,  behält  sich  Referent  für  eine  andere  Stelle  vor,  da 
dieselbe  den  hier  zur  Verfügung  stehenden  Raum  weit  über- 
schreiten würde.  Nur  einige  Bemerkungen  mögen  die  kurze  In- 
haltsangabe begleiten. 

Der  erste  vorbereitende  Teil  enthält  die  Rechnung  mit 
Strecken  (Vectoren),  im  Wesentlichen  übereinstimmend  mit  der 
von  Möbius  und  Grassmann  her  bekannten  Darstellung.  Die 
hier  eingeflochtene  Theorie  der  geometrischsn  Netze  bat  in- 
zwischen eine  ganz  gleichartige,  sogar  zu  derselben  Symbolik 
führende,  übrigens  selbständige  Behandlung  durch  Noth  erfahren, 
welcher  von  der  Ausdehnungslehre  her  dazu  gelangte.  (S.  F.  d.  M. 
XHL   1881.  425).      Die   sonstigen  Anwendungen   der  Streckeo- 
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rechnuDg  entbalten  zwar  Fortschritte  gegenüber  den  gewöhnlichen 
Coordinaten  -  Methoden,  sind  aber  durch  die  Grassmann'sche 
Methode  der  Punktgleichungen  wesentlich  überholt.  Es  ist  an 
Terschiedenen  Stellen  zu  sehen,  wie  Hamilton  selbst  das  Stecken- 
bleiben in  der  Vectoren-Rechnung  als  einen  Mangel  empfunden 
QDd  Anläufe  zu  einer  Punktrechnung  gemacht  hat,  so  z.  B.  S.  :^1, 
wo  der  Schnittpunkt  P^  der  Strecken  PA  und  BC  in  der  Form 
P,=^PA.BC  dargestellt  wird,  oder  S.  61,  wo  DABO  =  —  ADBC 
das  Volumen  eines  Tetraeders  bedeutet.  Da  aber  Hamilton  diese 
Ausdrücke,  welche  bei  Grassmann  planimetrische  Producte  vor- 
stellen und  als  notwendige  Folgerungen  aus  einfachen  Grund- 
beziehuiigen  sich  ergeben,  nur  als  willkürlich  gewählte  Abkür- 
zungen aufstellt,  so  ist  er  auch  nicht  im  Stande,  einen  mehr  als 
Toröbergehenden  Gebrauch  davon  zu  machen  und  sie  organisch 
in  den  Rahmen  seiner  Theorie  einzuigen. 

Im  zweiten  Teile  wird  uns  zunächst  die  Quaternion  als 
Quotient  verschieden  gerichteter  Vectoren  vorgeführt.  Man  kann 
diese  erste  Untersuchung  der  Quaternionen  als  eine  ausflihrliche 
Darstellung  der  Lehre  vom  Winkel  in  der  Ebene  und  im  Räume 
betrachten,  wobei  auch  die  trigonometrischen  Functionen  in  den 
Kreis  der  Betrachtung  gezogen  werden.  Ricbtungs-  und  Längen- 
verhältnis der  Schenkel  werden  Anfangs  durch  denselben  Quo- 
tienten dargestellt,  während  später  diese  Grössen  durch  vor- 
gesetzte Buchstaben  ausgedrückt  werden.  Um  ein  charakteristi- 
sches Beispiel  dieser  Schreibweise  zu  geben,  so  würden  andere 
Autoren,  um  auszudrücken,  dass  die  Strecke  a  das  n-fache  der 
Längeneinheit  e  ist,  einfach  schreiben  ne  =  a,  Hamilton  schreibt 
dafür  Ta.Ua  =  a,  und  nennt  a  einen  Vector,  Ta  (n)  den  Tensor, 
und  Ua  (e)  den  Einheits-Vector  von  a.  Wir  gelangen  in  diesem 
Teile  auch  zu  dem  wichtigsten  und  fruchtbarsten  Begriff  der 
Quatemionentheorie,  nämlich  zu  dem  der  fundamentalen  Einheiten 
)\  j,  k,  sowie  zu  den  zwischen  diesen  Einheiten  geltenden  Ge- 
setzen und  zur  Darstellung  der  Quaternionen  selbst  durch  diese 
Einheiten.  Eine  einfachere  Form  nehmen  Quaternionen  in  der- 
selben Ebene  an.  An  die  specielle  Untersuchung  dieser  Aus- 
drücke  schliesst  sich  die  Lehre  von  den  Potenzen,  Wurzeln  und 
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Logarithmen  der  Quaternionen,  worauf  noch  ein  kurzer  Abschnitt 
Über  Quaternionen  im  Räume  folgt  und  über  die  associative 
Eigenschaft  ihrer  Multiplication. 

Im  dritten  Teile  wird  dadurch,  dass  in  einem  Streckenquo- 
tienten der  Divisor  als  reciproker  Wert  einer  anderen  Strecke 
aufgefasst  wird,  der  Begriff  des  Productes  zweier  Strecken  ge- 
wonnen, und  diese  Multiplication  als  nicht  commutativ,  wohl  aber 
distributiv  nachgewiesen.  £s  folgen  dann  Producta  mehrerer 
Vectoren,  vierte  Proportionalen,  Darstellung  einer  Quaternion  als 
Product  von  Vectoren  und  am  Schluss  die  DifferentialrechnuDg 
der  Quaternionen. 

Diese  kurzen  Angaben  können  natürlich  nur  den  allgemeineD 
Gang  der  Darstellung  verfolgen,  aber  auch  nicht  annähernd  einen 
Begriff  geben  von  dem  ungemeinen  Reichtum  an  Beziehungen 
und  Resultaten,  die  das  Werk  enthält.  Leider  ist  das  Studium 
desselben  mit  ausserordentlichen  Unbequemlichkeiten  verbunden, 
welche  die  Geduld  des  Lesers  aufs  Aeusserste  in  Anspruch  neh- 
men. Dieses  Uebelstandes  konnten  nicht  einmal  die  selbständigen 
Bearbeiter  des  Gegenstandes  Herr  werden,  geschweige  der  lieber- 
Setzer.  Der  Hauptvorwurf  trifft  die  Methode  der  Bezeichnung. 
Der  Gebrauch  der  grossen  Buchstaben  5,  T,  U^  F,  um  Eigen- 
schaften der  dahinter  stehenden,  durch  andere  Buchstaben  aus- 
gedrückten Gebilde  zu  bezeichnen,  ist  gradezu  unerträglich,  weil 
er  dem  Leser  beständig  zumutet,  Gombinationen  von  zwei  Zeichen 
als  einfache  Begriffe,  noch  dazu  von  heterogenster  Art,  zu  deuten. 
In  Folge  dessen  erscheinen  Formeln  mit  ganz  simplem  Inhalt 
schon  complicirt,  und  das  Transformiren  der  Formeln,  sowie  die 
Deutung  ihres  Inhalts  ist  eine  um  so  verdriesslichere  Arbeit,  weil 
man  sich  bewusst  ist,  dass  die  Schwierigkeit  nicht  in  der  Sache, 
sondern  nur  in  der  unzweckmässigen  Form  liegt.  Hierzu  kom- 
men noch  Gombinationen  jener  Buchstaben  und  eine  Menge  an- 
derer vorübergehend  eingeführter  Zeichen  und  Abkürzungen. 
Als  erheblicher  innerer  Mangel  der  Theorie  und  das  Verständnis 
erschwerend  erscheint  ferner  die  Willkür  in  der  Wahl  und  die 
Zusammeuhangslosigkeit  der  abkürzenden  Bezeichnungen,  nament- 
lich, wenn  man  das  geschlossene  und  folgerichtige  System  Grass- 


Cftpitel  1.     Coordinaten.  593 

mann's  damit  vergleicht,  dessen  Hilfsmittel  in  dieser  Art  sich 
obeodrein  auf  ein  Minimum  beschränken.  Besser  durchdacht  ist 
die  Terminologie,  nur  dass  wenigstens  die  Hälfte  der  eingeführ- 
ten Ausdrtlcke  vollständig  überflüssig  ist,  was  der  Autor  selbst 
mitunter  zwischen  den  Zeilen  zugesteht.  (Dabei  sei  gleich  der 
Wunsch  ausgesprochen,  dass  der  zweite  Band  das  so  nötige 
vollständige  Register  dieser  Ausdrücke  bringen  möge).  Diesen 
Uebelstäuden  gegenüber  verschwindet  fast  die  Breite  der  Dar- 
stellung und  der  wenigstens  in  der  ersten  Hälfte  des  Bandes 
bemerkliche  Mangel  an  Anwendungen,  welche  die  Mühe  des 
Studiums  lohnen.  Zum  Glück  hat  Hamilton  selbst  eine  vom 
Uebersetzer  in  dankenswerter  Weise  in  der  Vorrede  mitgeteilte 
Anleitung  dazu  gegeben,  welche  Partien  des  Werkes  beim  ersten 
Stadium  ohne  Nachteil  überschlagen  werden  können.  Dennoch 
wird  der  deutsche  Anfänger  besser  auf  die  Eingangs  genannten 
Werke  hinzuweisen  sein,  als  auf  das  Hamilton'sche  Originalwerk. 
Es  muss  überdies  immer  wieder  betont  werden,  dass  jeder  Ver- 
such, die  Quaternionentheorie  weiter  zu  vervollkommnen  mit  Not- 
wendigkeit auf  die  Ausdehnungslehre  hinführt.  (Wenn  z.  B.  Resal 
und  Somoff  den  Ausdruck  Saß  als  „geometrisches  Producta  von 
a  und  ß  auffassen ,  so  ist  dieses  Product  nichts  anderes  als  das 
»innere  Product'*  der  Ausdehnungslehre).  Soviel  Aufhebens  auch 
voD  der  Quaternionentheorie  im  Auslande  gemacht  wird,  in  der 
Geschichte  der  Geometrie  wird  sie  doch  nur  als  vorübergeheude 
Entwickelungsstufe  des  Calcüls  erscheinen,  welcher  in  der  Aus- 
dehnungslehre seinen  umfassenden  und  endgiltigen  Abschluss  und 
seine  vollkommenste,  weil  sachgemässe  Darstellung  findet.  Für 
uns  Deutsche  liegt  daher,  abgesehen  vom  historischen  Interesse, 
nur  soweit  eine  Veranlassung  vor,  uns  mit  den  Quaternionen  be- 
kannt zu  machen,  als  es  sich  darum  handelt,  fremde  Arbeiten 
auf  diesem  Gebiete  zu  verstehen.  Jedenfalls  aber  müssen 
wir  dem  Herrn  Uebersetzer  dankbar  sein  für  den  grossen 
Aufwand  an  mühevoller  Arbeit,  womit  er  das  Hamilton'sche 
Originalwerk  in  Deutschland  eingeführt  hat.  Steht  doch 
zu  hoffen,  dass  solche  Bestrebungen  allmälig  die  Zahl  jener 
altertümlichen    Mathematiker   verringern    werden,    welche   jede 

Fonaehr.  d.  MaUi.  XIV.  2.  3^ 
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Arbeit,   in  der  ab  nicht  gleich   ba  ist,    grundsätzlich    perhorre- 
sciren.  Schg. 


ü.  Padeletti.       Principii    della    teoria    dei   quaternioni 
elementarmente  eaposti.    Batt.  G.  xx.  1-48. 

Uebersichtliche  Darstellung  der  Elemente  der  Quaternionen- 
theorie,  am  Schluss  mit  einer  kurzen  Zusammenstellung  der 
Hauptbegriffe  und  Formeln  und  fünfzig  Uebungsaufgaben.  Die 
Grassmann'schen  Bezeichnungen  und  Benennungen  sind  zwar 
nicht  grundsätzlich  adoptirt,  aber  tiberall,  wo  erforderlich,  ge- 
bührend hervorgehoben.  Auch  die  Arbeiten  von  Bellavitis  u.  A. 
sind  berücksichtigt.  Schg. 


G.  J.  MouNiER.     Eene  byzondere  eigenschap  der  quater- 

nionen.    Nieuw  Arch.  VIIL  81-88. 

Die  Bedingung  wird  gesucht  und  gefunden,  welcher  zwei 
Quaternionen  genügen  müssen,  damit  das  Product  Null  sei,  ohne 
dass  eine  von  beiden  Null  ist.  6. 


C.  S.  Peirce.     On  tlie  relative  forms  of  quaternions. 

J.  Hopkins  Giro.  1882.  179. 

Wenn  das  Symbol  (FrZ)  die  Vertauschung  der  Y-Compo- 
nente  eines  Vectors  mit  seiner  Z-Componente  bedeutet,  und  l,t,j\  k 
die  Einheiten  der  Quaternionen  sind,  so  ist 

1  ={W:W)+(iX  :X)+(y:y)  +  (Z:Z), 
t  ---  (X  :\y)-(W:X)^{Y:Z)  +  (Z:Y), 

während  j  und  k  aus  i  durch  circulare  Vertauschung  von  X,  )\Z 
erfolgen.  (FT  ist  die  vierte  der  homogenen  Coordinaten.)  Durch 
Anwendung  der  Gesetze 

(y:Z)(Z:ÄJ  ^(Y'.X)]     {Y:Z)(X:  W)  -^  0 
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erhält  man  wieder  die  Grundgleichungen 

t»  =y*  =  /f'  =  —  1 ;    t/Ä  =  —  1  etc.  . 

.Mit  Hülfe  dieser  Symbole  lassen    sich    die  Quaternionen  selbst 
in  determinantenähnlichen  Formen  schreiben. 

Schg. 

J.  J.  Walkkr.    Solutions  of  two  questions  (5803,  6674). 

Ed.  Times  XXXVII.  46-47,  57. 

Bestimmung  der  Lage  gewisser  Kreise  als  Uebungsaufgabe 
flir  Anwendung  der  Quaternionen.  Wn. 


F.  Graefe.      Einige   Sätze    über  abwickelbare   Flächen 
abgeleitet    mit   Hülfe    von    Quaternionen.     Hoppe  Arch. 

LXIX.  1-18. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  eine  grössere  Reihe  von  Sätzen 
ab,  welche  die  Krümmung  der  Flächen  im  Allgemeinen  betreffen, 
uod  giebt  dann  eine  ausführliche  Theorie  der  abwickelbaren 
Flächen.  Die  Einfachheit  der  Formeln,  welche  aus  dem  Wegfall 
der  Coordinaten  resultirt,  ermöglicht  dem  Verfasser  die  Lösung 
complicirterer  Aufgaben  und  die  Aufstellung  einer  Reihe  von 
Sätzen,  deren  allgemeinster  mit  der  Frage  zusammenhängt:  Wie 
muss  die  Curve  q  =  /*(«,«?)  der  Fläche  q  =  f(u^v)  beschaffen 
sein,  damit  die  geradlinige  Fläche 

Q  =  y(ar  +  ßn  +  ynf)  +  (flf  +  bn  +  cnf)  l 

eine  abwickelbare  Fläche  ist?  (wobei  a.  /?,  y,  a,  6,  c  Functionen 
von  v  sind).  Diese  Frage  gedenkt  der  Verfasser  in  einer  späteren 
Arbeit  zu  beantworten.  Schg. 


Ü.  Padeletti.     Su  un  calcolo  nella  teoria  delle  dinami 
analoge    da    quello    dei    quaternioni.     Nap.,  Reod.  XXI. 

11M19. 

Dem  „Vector"   der  Quaternionen,  welcher  eine  Strecke  von 

38* 
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gegebener  Richtung  ausdrückt,  stellt  der  Verfasser  den  Begriff 
des  „Segmentes"  gegenüber,  d.  h.  einer  Strecke  von  gegebener 
Lage.  Dasselbe  soll  für  die  Drehungen  der  Strecken  and  der 
durch  sie  dargestellten  Kräfte  dasselbe  leisten,  wie  der  Vector 
für  die  Verschiebungen.  Durch  Aufstellung  der  Grundformelo 
und  Operationen  für  Segmente  wird  gezeigt,  dass  diese  Analogie 
zwischen  Vectoren  und  Segmenten  wirklich  besteht.  Diese  Be- 
trachtungen werden  dann  erweitert,  indem  den  gewöhnlichen 
(Verschiebungs-)    Quaternioneu    von    der    Form    B  =  b'\' ß   die 

Drehungsquaternionen  von  der  Form  A  =  a-\-  i  ^  gegenüber 
gestellt  werden.  In  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Quater- 
nioneu würde  i4  =  a|  cos  vi  +  (      jsin^j  sein.     Es    folgen   die 

Begriffe  des  Productes  einer  Kraft  und  einer  solchen  Quaternion, 
ferner  eines  Vectors  und  eines  Segmentes,  endlich  zweier  Qua- 
ternioneu. P'ür  das  letztere  wird  der  associative  und  distributive 
Charakter  festgestellt.  Soweit  geht  alles  analog  zu  wie  bei  den 
gewöhnlichen  Quaternioneu.  Dagegen  befolgt,  abweichend  von 
dem  Verhalten  der  letzteren,  die  Addition  der  neuen  Quaternio- 
nen  andere  Gesetze  als  die  der  Kräfte,  so  dass  in  einer  Additions- 
gleichung die  Quaternioneu  nicht  mehr  durch  die  von  ihnen  dar- 
gestellten Kräfte  ersetzt  werden  können.  Eine  Anmerkung  stellt 
das  Verhältnis  fest  zwischen  den  vom  Verfasser  eingeführten  Be- 
nennungen und  Symbolen  und  denjenigen,  welche  Clifford, 
Everett,  Bellavitis,   Ball  gebraucht  haben. 

Schg. 


Seydler.     Zur  Theorie  der  complariaren   Biquaternionen 
oder   der    doppelt  complexen   Grössen.     Prag.  Ber.  I88I. 

bO-104. 

Um  für  die  Differentialgleichung 

d'V       d'V       6^F  _ 

eine  ebenso  symmetrische  Lösung  zu  finden,  wie  sie  in 
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V  =  (p(x  +  iy)  +  tl/(x  —  iy) 

für  die  Gleichung  -^-v  +    ^  ^    =  0  vorliegt,  dehnt  der  Verfasser 

den  Begriff  der  complexen  Multiplication  (welcher  er  wegen  der 
Commutativität  der  Factoren  den  Vorzug  vor  den  Quaternionen 
gieht),  wie  er  durch  Grassmann  für  zwei  Einheiten  mittels  der 
Gleichungen  e^e^  =  e,e,,  e^e^  =  —e^e^  festgestellt  ist,  auf  vier 
Einheiten  aus,  giebt  also  den  Grössen  e,  und  6,  neben  den  resp. 
Werten  1  und  «  noch  zwei  Werte  h  und  ä,  wobei  /r  =  At  gesetzt 
wird.  Eine  aus  den  Einheiten  1,  i,  A,  ^  abgeleitete  Grösse  q  er- 
weist sich  dann  als  complanare  Biquaternion  im  Sinne  Hamilton's. 
Neben  der  LOsnng  der  ursprünglich  gestellten  Aufgabe  enthält 
die  Arbeit  noch  Berechnungen  der  einfachen  Functionen  von  q. 
Den  Schluss  bildet  eine  geometrische  Anwendung  der  gewonne- 
nen Resultate,  aus  der  sich  der  Nutzen  der  complanaren  Biqua- 
ternionen  für  die  Erweiterung  von  Resultaten  der  ebenen  auf 
solche  der  räumlichen  Geometrie  ersehen  lässt. 

Schg. 


Capitel  2. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 

W.    JocKNiCK.       Siflferexempel     tili    plana     koordinat- 
geometrien .    Stockholm. 

Eine  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geo- 
raetrie,  worin  den  bekannten  Grössen  immer  bestimmte  numerische 
Werte  beigelegt  sind.  E. 


H.  G.  Zeuthen.     Om  stationäre  kurver  i  el  System. 

Zeuthen  T.  ;4)  VI.  5-13. 
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Ein  ebenes  Curvensystem  sei  durch  f{xya)  =  0  dargestellt. 
In  den   meisten  Lehrbüchern  wird  dann  gesagt,  dass  die  durch 

Elimination  von  a  aus  f(xya)  =  0  und  ~\  ^      =  0  entstandene 

da 

Gleichung  t(j(xy)  =  0  einer  stationären  Curve  dann  eine  ein- 
hüllende Gurve  des  Systems  darstellt,  wenn  sie  nicht  fbr  einen 
gewissen  Wert  von  a  in  dem  System  enthalten  ist.  Bei  dieser 
Reservation  werden  aber  zwei  Umstände  übersehen.  Erstens  kann 
es  sich  ereignen,  dass  zwar  f(xya)  =  tp{xy)  für  a  =^  a^  ist,  dass 

aber  nicht  zugleich  a,  gemeinschaftliche  Wurzel  von  f  und  -J- 

oa 

ist.    In    diesem   Falle  ist  xp  =  0   eine    Curve,    welche   zugleich 

Curve  des  Systemes  und  einhüllende  Curve  der  übrigen  Curven 

ist.    Zweitens  kann  es  geschehen,  dass  fixya^)  nicht  gleich  xpixif) 

wird,   sondern  \p{xy)  Factor  in  f{xya^)   ist.     Dann  wird,  wenn 

nicht  zugleich  der  erste  Fall  eintritt,  xp^xy)  =  0  einen  stationären 

Teil    einer   zerfallenden   Curve    des   Systemes   darstellen.    Man 

muss  daher  in  solchen  Fällen  die  einzelnen  Facto ren  von  f  {xya^) 

besonders  untersuchen.  Gm. 


P.  Gilbert.     Exercices  d'analyse   infinitesimale.  Math.  li. 

17-20. 

Ausdruck  des  Bogendifferentials  ds  einer  Curve  durch  die 
Differentiale  dg,,  dq^  der  halben  Summe  und  der  halben  DiflFerenz 
der  Radienvectoren,  welche  jeden  Punkt  mit  zwei  festen  Centren 
verbinden.  In  diesem  Coordinatensysteme  g,,  q^  werden  der 
Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  durch  dasselbe  Integral  ausgedrückt. 

Mn.  (Wn.). 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 

E.  Holst.      Et  Par  synthetiske  Methoder   isor  til  Brug 
ved  Studiat  af  nietriske  Egenskaber.  Christiania  Verh.  1^82. 

No.  11. 
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E.  Holst.      Ein    Paar    synthetische    Methoden    in    der 
metrischen  Geometrie  mit  Anwendungen.  Lie  Arch.  vii 

240-362. 

Diese  beiden  Abhandlungen,  unter  denen  die  letzte  im 
Wesentlichen  als  eine  Uebersetzung  der  ersten  aufzufassen  ist, 
verdienen  nach  der  Auffassung  des  Referenten  die  Aufmerksam- 
keit der  Geometer.  Sie  entwickeln  beachtenswerte  Metboden 
und  liefern  gleichzeitig  hübsche  Anwendungen  derselben.  Wir 
beschränken  uns  in  diesem  Referate  auf  die  ebene  Geometrie. 

Der  Verfasser  geht  von  einigen  einfachen  metrischen  Be- 
trachtangen aus,  die  er  zuerst  in  Clebsch  Ann.  IX.  341,  375 
(siehe  F.  d.  M.  IX.  1877.  485)  und  im  Bull.  Soc.  Math,  de  Fr. 
Vlll.  52,  (siehe  F.  d.  M.  XII.  1880.  553)  entwickelt  hat.  So- 
dann beschäftigt  er  sich  mit  dem  fundamentalen  Begriffe 
..metrische  Invariante^,  den  Referent  folgendermassen  definiren 
möchte.  Eine  Function  von  den  Coordinaten  gewisser  Punkte  oder 
Geraden  und  von  den  Gleichungscoefficienten  gewisser  algebrai- 
scher Curven  heisst  eine  metrische  Invariante,  wenn  sie  sich 
gegenüber  allen  Bewegungen  der  Ebene  als  Invariante  verhält. 
Man  kann  sich  nun  die  interessante  Aufgabe  stellen,  die  ein- 
fachste metrische  Invariante  aufzusuchen,  bei  deren  Verschwin- 
den eine  gewisse  projectivische  (descriptive)  Beziehung  ausge- 
drückt wird.  So  z.  B.  ist  der  (doppelte)  Flächeninhalt  eines 
Dreiecks  die  einfachste  metrische  Invariante,  deren  Verschwinden 
ausdrückt,  dass  die  drei  Ecken  auf  einer  Geraden  liegen.  An- 
dererseits ist  der  Flächeninhalt  eines  Dreiseits,  dividirt  durch  den 
Halbmesser  des  umgeschriebenen  Kreises,  die  einfachste  metri- 
sche Invariante,  durch  deren  Verschwinden  ausgedrückt  wird, 
dass  die  drei  Seiten  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  gehen. 
Dem  entsprechend  bildet  der  Verfasser  eine  metrische  Invariante 
der  Coordinaten  von  sechs  Punkten  (oder  Geraden),  durch  deren 
Verschwinden  ausgedrückt  wird,  dass  dieselben  einem  Kegel- 
schnitte angehören.  Für  beliebige  algebraische  Curven  ge- 
gebener Ordnung  lassen  sich  ähnliche  Invarianten  bilden.  Die- 
jenigen Fälle,  in  denen  die  Entfernung  zweier  Punkte,  der  Winkel 
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zweier  Geradeo,  die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden 
die  Werte  Null,  Unendlich  oder  den  unbestimmten  Wert  —  an- 
nehmen, werden  erschöpfend  bestimmt.  Neu  und  nützlich  war 
dabei  dem  Ileferenten  die  auffallende  Bemerkung,  dass  die  Ent- 
fernung von  zwei  getrennten  und  unendlich  entfernten  Punkten 
nicht  unendlich,  sondern  unbestimmt  ist.  Sind  AB  gegebene 
Punkte  einer  isotropen  Geraden,  so  hat  der  Winkel  APB  einen 
bestimmten  Grenzwert,  wenn  sich  der  Scheitel  P  in  beliebiger 
Weise  einem  gegebenen  auf  der  besprochenen  Geraden  gelegeneu 
Punkte  nähert.  Nimmt  man  drei  beliebige  Erzeugende  eines 
Hyperboloids,  so  hat  das  entsprechende  Parallelepiped  ein  con- 
stautes  Volumen.  Interessante  Sätze  zwischen  metrischen  In- 
varianten, welche  als  Grenzfälle  die  PascaVschen  und  Brianchon'- 
sehen  Sätze  umfassen,  werden  aufgestellt.  Es  besteht  zwischen 
metrischen  Sätzen  ein  sehr  bemerkenswerter  Dualismus,  dessen 
Begrenzung  indes  nur  angedeutet,  aber  leider  noch  nicht  genau 
festgestellt  wird.  L. 


E.  Holst.      Ein   Beitrag   zur  methodischen   Behandlung 
der  metrischen  Eigenschaften  algebraischer  Curven. 

Lie  Arch.  VII.  109-114. 

Zur  Auffindung  von  metrischen  Eigenschaften  einer  algebrai- 
schen Curve  kann  man  seinen  Ausgangspunkt  in  den  beiden  fol- 
genden evidenten  Principien  nehmen:  Ein  Product  von  n  Factoren 
verschwindet  oder  wird  unendlich  dann  und  nur  dann,  wenn  ein 
Factor  gleich  Null  oder  unendlich  wird.  Eine  Summe  von 
n  endlichen  Grössen  ist  immer  endlich.  Durch  consequente  An- 
wendung dieser  Principien  werden  mehrere  geometrische  Sätze 
erhalten.  L. 


E.   Holst.       Analytischer    Beweis    eines    geometrischen 

Satzes.     Lie  Arch.  VIL  177-17S. 
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Analytischer  Beweis  eines  Satzes,  der  in  der  vorangehenden 
Note  durch  eine  synthetische  Methode  erhalten  wurde. 

L. 


F.  Lindemann.  Sur  les  courbes  d'un  systfeme  linöaire 
trois  fois  infini,  qui  toucbent  une  courbe  algdbrique 
donn^e  par  un  contact  du  troisifeine  ordre.  S.  M  F.,  Bull. 

Ist  A  =  £liq>i  =  0  die  Gleichung  eines  Gewebes  von  Cur- 
yen  s^'  Ordnung,  f  =  0  eine  Curve  n'"  Ordnung,  so  sagen  die 
Gleichungen 

/l  =  0,     d/4  =  0,     d'A  =  0,     d'A  =  0, 
f=(\      df=^0,      rfY=0,      d'f=i) 

aus,  dass  eine  dreipunktige  Berührung  zwischen  einer  Curve  des 
Gewebes  mit  f  stattfindet.  Zur  Bestimmung  einer  Curve,  welche 
die  gesuchten  Berührungspunkte  auf  f  ausschneidet,  hat  man  aus 
den  vorstehenden  Gleichungen  die  l  und  die  ersten,  zweiten  und 
dritten  Differentiale  der  homogenen  Variablen  x  zu  eliminiren. 
'Vergl.  F.  d.  M.  IX.  1877.  485  und  die  daselbst  gegebene  Lite- 
ratur.) Diese  Resultante  wird  mittels  symbolischer  Rech- 
DUDg  vollständig  bestimmt  und  liefert  in  Uebereinstimmung  mit 
den  vom  Verfasser  bereits  auf  anderem  Wege  in  den  Vorlesungen 
vou  Clebsch  entwickelten  allgemeinen  Resultaten  eine  Curve  von 

der  Ordnung  4Iä4--t('*"~3)J.    Gleichzeitig  ist  damit  eine  ex- 

plicite  Darstellung  der  Formen  gewonnen,  welche  in  dem  bei 
dieser  Frage  in  Betracht  kommenden  BrilVschen  Reciprocitäts- 
»atze  (Clebsch  Ann.  IV.  527,  siehe  F.  d.  M.  III.  1871.  31G)  auf- 
treten. Der  eingeschlagene  Weg  kann  endlich  dazu  dienen,  auch 
ör  ein  beliebig  vielfach  lineares  System  von  Curvcn  die  ex- 
plicite  Darstellung  der  analogen  Bedingungen  zu  liefern. 

V. 
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J.  S.  Vank&ek.     Sur  Tinversion  g^n^rale.   Lond.,  R.  s.  Proc. 

XXXIII.  29-31. 

Der  Verfasser  betrachtet  in  Verbindung  mit  einem  Kegel- 
schnitt C  zwei  Curven  L,  Z>,  resp.  von  der  Ordnung  w,  n.  Die 
inverse  Curve  einer  derselben  in  Bezug  auf  die  andere  ist  eine 
Curve  von  der  Ordnung  2mn  mit  2n  vielfachen  Punkten  von  der 
Ordnung  m  und  2  m  vielfachen  Punkten  von  der  Ordnung  n. 
Ferner  findet  folgender  Satz  statt:  Wenn  die  eine  Ecke  a  eines 
Polardreiecks  aa^  a^  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  C  eine  Curve 
L  von  der  Ordnung  wi,  die  Ecke  a,  eine  Curve  D  von  der  Ord- 
nung n  beschreibt,  so  bewegt  sich  die  dritte  Ecke  a.^  auf  einer 
Curve  von  der  Ordnung  2mn  mit  denselben  vielfachen  Punkten, 
wie  oben,  und  zwar  sind  diese  vielfachen  Punkte  die  Schnitt- 
punkte von  C  mit  den  Curven  Z>,  L.  Cly.  (Wn.). 


Genese,  Ch.  Ladd.     Solutions  of  a  question  (7028). 

Ed.  Times  XXXVII.  112-113. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Tangenten  einer  Curve  p'^' 
Klasse  mit  den  darauf  senkrechten  Tangenten  einer  andern  Curve 
9^"  Klasse  ist  vom  Grade  2pq.  Wn. 


C.   Le  Paige.      Notiz   über  die  2 &- elementige    neutrale 
Gruppe  einer  Involution  A*"  Stufe  und  (2&+1)**'"  Grades. 

Wien.  Ber.  LXXXVI.  104-105. 

Der  Verfasser  entwickelt  die  Covariante,  durch  deren  Ver- 
schwinden die  2k  Elemente  der  neutralen  Gruppe  gegeben  werden. 

Seht. 


C.   Le  Paigk.      Sur    une   representation  g^omötrique  de 
deux  transformations  uniformes.  Belg.,  Ball.  (3)  in.  760-762. 

C.  Le  Paige.    Sur  quelques  transformations  g^ora^triques 

uniformes.    Belg.,  Bull.  (3)  IV.  415-431. 
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F.  Folie.     Rapport.    Beig.,  Bull.  (3)  in.  7i7 

Eiufache  geometrische  Deutung  einer  Transformation  fünfter 
oder  sechster  Ordnung  mit  Hülfe  der  Curven  dritter  Ordnung. 

Mn.  (Wn.). 


Weill.     Sur  le  centre  des  moyenries  distances  des  points 
d^une  courbe  unicursale.    s.  M.  F.,  Boii.  x.  137-131). 

Durch  einfache  Betrachtungen  nach  der  Methode  der  ana- 
h-tischen  Geometrie  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  dem  Theorem: 
.Der  Ort  der  Centra  mittlerer  Entfernungen  derjenigen  Punkte, 
die  einer  festen  unicursalen  Curve  vom  Grade  q  und  einem  System 
von  Gurren  m*"  Ordnung,  deren  Gleichung  einen  variablen  Pa- 
rameter im  A'"""  Grade  enthält,  gemeinsam  sind,  ist  eine  unicursale 
Corvo  von  der  Ordnung  kq^  welche  die  asymptotischen  Richtungen 
der  ursprünglichen  unicursalen  Curve  auch  zu  asymptotischen 
Richtangen,  und  zwar  eine  jede  in  der  Multiplicität  k  hat."^  Der 
Herr  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  der  Grad  dieses 
Ortes  nicht  von  m  abhängt,  femer,  dass  eine  grosse  Zahl  be- 
sonderer Resultate  in  diesem  Theorem  enthalten  ist,  wobei  der 
Fall  Ir  =  1  hervorgehoben  wird.  Am  Schlüsse  findet  sich  eine 
Anwendung  auf  ein  Polygon,  das  einem  festen  Kegelschnitt 
eingeschrieben  und  einem  andern  festen  Kegelschnitt  um- 
schrieben ist.  Mz. 


P.  Gordan.     Ueber  Bündel  von  Kegelschnitten. 

Klein  Ann.  XIX.  529-553. 

Siehe  Abschn.  IL  Cap.  2.  p.  80. 


W.  H.  L.  Russell.      On    certain  geometrical  theorems. 

No.  2.    Lond.,  R.  S.  Proc.  XXXIIL  35-37. 

Enthält  Formeln  zur  Bestimmung  des  Kegelschnitts,  welcher 
eine  fünfpunktige,  der  Curve  dritten  Grades,  welche  eine  neun- 
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punktige,  endlich  derjenigen  Curve  vierten  Grades,  welche  eine 
vierzehnpunktige  Berührung  mit  einer  gegebenen  Curve  hat. 

Cly.  (Wn.). 

W.  Spottiswoode.      Note   on  Mr.  RusselTs  paper   ^Oii 
certain   geometrical  theorems.    No.  2.^    Lond ,  R,  s.  Proc 

XXXIII.  37-38. 

Zeigt,  dass  die  obige  Methode  angewandt  werden  kann  zur 
Bestimmung  von  sechspunktigen  Berührungen  einer  gegebenen 
Curve.  Cly.  (Wn.). 

H.  J.  RiNK.       Sur    quelques    applicatioDs    göomötriques 
simples  du  thdoröme  d'Abel.    Arch.Neerl.  xvil.  4t>o-47s. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  zwei  Abhandlungen  von  Clebsch 
über  denselben  Gegenstand  an,  welche  sich  im  Band  LXIII.  und 
LXIV.  des  Borchardt'schen  Journals  finden.  Es  werden  in  der- 
selben einige  neue  und  einfache  geometrische  Anwendungen  des 
AbeFschen  Theorems  gegeben.  Die  erste  Anwendung  bezieht 
sich  auf  den  Schnitt  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer 
Geraden;  es  werden  auf  diesem  Wege  viele  bekannte  Eigen 
Schäften  dieser  Curven  abgeleitet,  unter  anderen  der  Steiner'sche 
Satz  über  die  in  sie  eingeschriebenen  Vielecke,  welchem  durch 
Clebsch  eine  grosse  Allgemeinheit  gegeben  ist.  Ebenso  wird 
weiter  der  Schnitt  der  Curve  mit  einer  oder  mehreren  Linien 
zweiter  Ordnung  behandelt,  und  es  werden  einige  bekannte  Eigen- 
schaften, welche  sich  hierauf  beziehen,  abgeleitet.  Zum  Schluss 
wird  noch  der  Schnitt  mit  einer  beliebigen  Curve  «**'  Ord- 
nung besprochen.  Auf  diesem  Wege  wird  das  Theorem  vou 
Wiener  (Clebsch  Ann.  III.  32,  siehe  F.  d.  M.  II.  1869.  STö)  aufs 
Neue  bewiesen.  6. 


F.  Folie  et  C.  Le  Paige.     Memoire  sur  les  courbes  du 
troisifeme  ordre.     Seconde  partie.    Belg.,  M6m.  XLV.  1-45. 
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Die  vorliegende  Fortsetzung  einer  früher  besprochenen  Arbeit 
fcfr.  F.  d.  M.  XII.  1880.  545-546)  behandelt,  ebenso  wie  die 
frohere  Arbeit  selbst,  nach  einander  Honiograpbie,  Involution,  an- 
barmonisches  Verhältnis.  Ein  weiteres  Capitel  ist  Constructionen 
gewidmet,  die  hauptsächlich  auf  den  involutorischen  Eigenschaften 
beruhen.  Die  Verfasser  geben  an,  dass  ihre  Methode  die  von 
Chasles,  Grassmann  und  Schröter  als  specielle  Fälle,  resp.  als 
Folgerungen  ergebe.  Die  zuletzt  behandelten  Aufgaben  sind 
folgende:  Wenn  neun  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  ge- 
geben, sind,  soll  der  Schnitt  der  Curve  mit  einer  beliebigen  Ge- 
raden, resp.  mit  einer,  die  durch  ein  oder  zwei  der  gegebenen 
Punkte  geht,  bestimmt  werden.  Ferner  soll,  wenn  neun  Punkte 
|i:egeben  sind,  ein  System  von  Dreiecken  construirt  werden,  die 
in  Bezug  auf  die  Curve  conjugirt  sind. 

Mn.  (Wn.). 


C.  LE  Paige.     Essai    de   göomötrie    du   troivsifeme    ordre. 

Addition    (1883).    Liege  Mem.  (2)  X    1-104,105-132;    Belg.,  Ball. 
(3)  V.  85-112. 

Der  Verfasser  fasst  in  streng  systematischer  Anordnung 
seine  bisherigen  Untersuchungen  über  ])öhere  Geometrie  zusam- 
men. Er  behandelt  1)  die  Uomographie  dritter  Ordnung,  2)  In- 
volution dritter  Ordnung,  3)  anharmonisches  Verhältnis,  4)  po- 
lare Gruppen. 

In  dem  Zusätze  beschäftigt  sich  der  Verfasser,  in  Ergänzung 
seiner  früheren  Untersuchungen,  mit  der  Construction  homogra- 
phiscber  Punktreihen  und  speciell  mit  folgender  fundamentaler 
Aufgabe:  Wenn  eine  Homographie  dritter  Ordnung  und  zweiten 
Ranges  durch  eine  hinreichende  Zahl  von  Bedingungen  definirt 
ist)  80  soll  zu  zwei  gegebenen  Elementen  das  zugehörige  dritte 
gefunden  werden.  Mn.  (Wn.). 


C\  Lk  Paige.     Sur  les  coiirbes  du  troisifeme  ordre. 

Belg.,  Bull.  (3)  IV.  334-344. 


ßOQ  TX.  Abechoitt.     Analytische  Geometrie. 

F.  Folie.     Rapport.   Beig.,  Bull.  (3)  iv.  301-302. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
Radien  nach  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  aller  Übrigen 
Curvenpunkte,  so  erhält  man  eine  biquadratische  Involution  ersten 
Ranges,  die  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

ai+l{aa')al  +  a'l  =  0 
deiinirt    wird.      Mit  Hülfe   dieses  Satzes  lässt  sich    eine   grosse 
Zahl   von  Eigenschaften    der   Curven    dritter  Ordnung   ableiten, 
speciell  solcher,  die  sich  auf  die  Infiexionspunkte  beziehen. 

xMn.  (Wn.). 

R.  A.  Roberts.      On    tangents    to    a    cubic    forming  a 
peiicil  in  Involution.    Lond.,  m.  s.  Proc.  xiii.  25-27. 

J.  J.  Walker.      On   the   covariant  locus  of  the  vertex 
of  a  pencil  of  tangents  on  a  cubic  in  Involution. 

Lond.,  M.  S.  Proc.  XIII.  66-69. 

Herr  Roberts  zeigt  durch  Untersuchung  der  kanonischen 
Form  der  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  U,  dass  der 
Ort  der  Punkte,  von  denen  sechs  Tangenten  in  Involution  an  die 
Curve  gehen,  aus  zwölf  Curven  dritter  Ordnung  und  den  neun 
Inflexionstangenten  von  U  besteht.  Herr  Walker  fügt  hinzu,  dass 
diese  Curven  dritter  Ordnung  keinen  Doppelpunkt  haben,  so  lange 
dies  nicht  bei  V  der  Fall  ist,  und  dass  das  Produkt  der  Glei- 
chungen derselben  rational  aus  den  Covarianten  und  Invarianten 
von  U  zusammengesetzt  ist,  während  bekanntlich  erst  das  Quadrat 
des  Produkts  der  Gleichungen  der  neun  Inflexionstangenten  eine 
rationale  Covariante  ist.  V. 


F.  d'Arcais.      Sopra    alcuni  teoremi   sulle  curve  piane 
del  terzo  ordine.    Ven.  Ist.,  Att.  (5)  vill.  673-6^5. 

Sind  die  Punkte  einer  allgemeinen  C^  als  doppelt-periodische 
Functionen  eines  Parameters  u  mit  den  Perioden  w,  w*  darge- 
stellt, *so  ist  bekanntlich  u^~\-u,^-\ — ?i3„  ^  0  (modw,  cu')  die  He- 
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dJDguog  dafttr,  dass  die  Sn  entsprechenden  Punkte  auf  einer  Cn 
liegen,  and  umgekehrt.  Von  diesem  Theorem  werden  einfache  An- 
wendungen auf  Punktgruppen  auf  der  C,  gemacht,  die  von  Tan- 
gentialpunkten  gebildet  sind,  von  denen  die  folgende  erwähnt  sein 
möge:  Die  12n  Berührungspunkte  der  von  den  Schnittpunkten 
mit  einer  C,  an  die  C,  gelegten  Tangenten  liegen  zu  je  3«  auf 
«'  Curven  n*«*^  Ordnung,  wo  m  die  Anzahl  der  Lösungen  der 
Congmenz 

Pi+PaH hP3«  =  0  (mod.2) 

för  pi  =  0,  1  ist.  V. 

E.  W.  Davis.     Note  on  binodal  qnartics.    J.  Hopkins  circ. 

1882.  242. 

Die  kurze  Note  bezieht   sich    auf  die  Parameterdarstellung 
der  ellintischen  C^,  enthält  jedoch  nichts  Neues.  V. 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 
W.  E.  Story.    On  a  system  of  conchordal  conics.   J.  Hopkins 

Circ.  1882.  178. 

W.  E.  Story.     Analytical   proof  of  some   properties    of 

binodal    quartics.     J.  Hopkins  Circ.  1882.  178. 

Conchordal  nennt  der  Verfasser  das  System  aller  oc'  Kegel- 
sehnitte,  welche  durch  dieselben  zwei  festen  Punkte  gehen, 
fiadical-Axe  zweier  Kegelschnitte  eines  solchen  Systems  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  beiden  nicht  festen  Schnittpunkte,  Radical- 
Centrum  dreier  Kegelschnitte  eines  solchen  Systems  den  Punkt, 
io  welchem  sich  die  drei  Radical-Axen  von  immer  je  zwei  dieser 
drei  Kegelschnitte  schneiden,  endlich  Radical- Kegelschnitt  den 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  sechs  Berührungspunkte  der  sechs 
Tangenten  geht,  die  an  drei  conchordale  Kegelschnitte  von  ihrem 
Radical-Centrum    aus  gezogen  werden  können.    Die  analytische 
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Methode,  mit  deren  Hilfe  der  Verfasser  die  bekannten  (Salmon'8 
Conic  sections)  in  diesen  Definitionen  steckenden  beiden  Sätze, 
sowie  einige  andere  auf  drei  conchordale  Kegelschnitte  bezüg- 
liche ebenfalls  bekannte  Sätze  beweist,  führen  ihn  in  seiner 
zweiten  Note  zu  einem  analytischen  Nachweise  von  Eigenschaften 
der  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten. 

Seht. 


W.  Abendroth.     Anfangsgründe  der  analytischen  Geo- 
metrie  dei*   Ebene.    Leipzig.   Hirzel. 

Der  Herr  Verfasser  sagt  im  Vorwort,  dass  er  weniger  einen 
kurzgedrängten  Abriss  des  Lehrganges  für  den  Schüler,  als  viel- 
mehr eine  leichtfassliche  Darstellung  der  Elemente  geben  wollte, 
die  nicht   nur  der  Schüler    bei  der  Repetition  selbst  verstehen, 
sondern    auch    der   weiter   Vorgeschrittene   als  Vorbereitung  zu 
umfassenderen   Lehrbüchern   und  schwierigeren  Vorlesungen  be- 
nutzen könne.    Das  Buch  zerfällt  in  drei  Abschnitte:  Die  gerade 
Linie,    die   Linien    zweiten  Grades    als    geometrische  Orte   und 
aligemeine  Sätze   über  die  Kegelschnitte.     Es  beginnt  mit   dem 
Begriff  der  Function  reeller  Variablen  und  der  graphischen  Dar- 
stellung ihres  Verlaufs.     Nach   Behandlung    der   geraden    Linie 
und  ihrer  verschiedenen  Gleichungsformen   folgt  der  Kreis  und 
die  Coordinateutransformation.  Dann  wird  die  Parabel  geometrisch 
definirt,  ihre  Gleichung,  die  Gleichung  einer  ihrer  Tangenten  und 
die  zugehörige  Construction    gegeben;  hierauf  kommt    dasselbe 
bei  der  Ellipse   und  Hyperbel.     Daran  knüpft  sich  die  Betrach- 
tung des  Kegels  und  seiner  Schnitte,   die  Polargleichungen  der 
Kegelschnitte.    Aufgaben.    Discussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades;   Sätze  über  Durchmesser  und  Tangenten;  Qua- 
dratur der  Ellipse  und  Parabel.     Formeln.     Die  Darstellung  ist 
sehr  klar,  und  die  äussere  Ausstattung  des  Buches  gut. 

Mz. 


Capitel  2.    Aoaly tische  Geometrie  der  Ebene.  609 

A.  WiEGAND.      Analytische  Geometrie.      6^  Aufl.     Halle. 

H.  W.  Schmidt. 

Der  Inhalt  dieses  Buches  giebt  die  aualytische  Geometrie  der 
Ebene  von  den  Elementen  an  bis  zu  den  Kegelschnitten  ein- 
8chliessiicb.  Es  eignet  sich  sehr  gut  fbr  ein  erstes  Studium 
dieser  Wissenschaft.  Ein  besonderes  Capitel  ist  betitelt:  Me- 
thode der  Tangenten.  In  diesem  ist  die  Tangente  an  eine  be- 
liebige Curve  definirt  und  dann  die  Anwendung  hiervon  auf  die 
Kegelschnitte  gegeben.  Auch  ist  die  Quadratur  der  Ellipse  und 
der  Parabel  gezeigt.  Ueberall  sind  ferner  passende  Aufgaben  ein- 
geflochten. Gegen  Ende  des  Buches  werden  einige  Gurven  höherer 
Grade  mit  Benutzung  der  Elemente  der  Differentialrechnung  dis- 
catirt,  wie  die  Cissoide  u.  a.  m.  Dann  folgen  einige  transcen- 
dente  Gurven:  Die  logarithmische  Linie ,  die  Sinuslinie,  die 
Cycloide.  Erwähnt  werden  einige  zur  Gycloide  gehörige  Gurven. 
Als  Anhang  sind  ferner  noch  vermischte  Aufgaben  gegeben. 

Mz. 


Ad.  Hochhbim.      Aufgaben   aus   der  analytischen  Geo- 
metrie  der    Ebene.    Leipzig.   Teubner. 

Von  diesem  Buche  liegt  das  erste  Heft  vor,  welches  in  zwei 
gesonderte  Teile  zerfällt,  nämlich  in  Aufgaben  und  Auflösungen. 
Es  werden  die  gerade  Linie ,  der  Punkt  und  der  Kreis  behan- 
delt. Das  Buch  soll  den  Studirenden  der  Mathematik  auf  der 
Universität  und  der  technischen  Hochschule  zur  Einübung  und 
weiteren  Verarbeitung  der  analytischen  Geometrie  dienen,  jedoch 
aoeh  in  seinen  ersten  Heften  beim  Unterrichte  in  der  obersten 
ätafe  der  Realschule  Verwendung  finden  können.  Von  den  hier 
gegebenen  558  Aufgaben  mögen  nur  einige  erwähnt  werden: 
Inhalt  eines  Polygons,  Bestimmung  des  Winkels,  den  zwei  Ge- 
rade einschliessen,  Gleichungen  höheren  Grades,  welchen  Systeme 
von  geraden  Linien  entsprechen,  Strahlenbüschel,  homogene 
Punktcoordinaten,  involutorische  Punktreihen,  homogene  Linien- 
coordinaten,  Pol  und  Polare,  Radical-Axe  und  Radical-Centrum, 

Fortochr.  d.  Math.  XIV.  2.  ;-i9 
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Kreisbüschel,  Tactionsproblem.  Ferner  ist  zu  beachten,  dass 
sowohl  numerische  Rechnungen  als  auch  analytische  Operationen 
beständig  in  Anwendung  kommen.  Man  darf  wohl  sagen,  dass 
das  Buch  seinem  Zweck  vollkommen  entspricht. 

Mz. 


R.  A.  Roberts.     A  coUection  of  examples  and  problems 
on  conics  and  some  of  the  higher  plane  curves. 

Dublin.  1882.    Darb.  Bull.  (2)  VI.  264. 

Von  diesem  Werk  war  dem  Referenten  selbst  nur  ein  Referat 
zugänglich,  und  zwar  im  Bulletin  von  Darboux,  wo  es  heisst^ 
dass  der  Verfasser  die  meisten  seiner  Theoreme  und  Probleme 
durch  die  Leetüre  der  wohlbekannten  Bücher  von  Salmon  und 
femer  der  Abhandlung  von  Gasey  und  eines  Werkes  von  Darboux. 
„Ueber  eine  besondere  Art  algebraischer  Curven  und  Flächen** 
gewonnen  hat.  Mz. 


X.  Antomari.  Relation  entre  las  distances  mutuelles 
TMe  quatre  points  situös  sur  un  mSme  cercle,  2*'  de  cinq 
points    situ^s    sur   une   mßme   sphfere.     Nouv.  ado.  (3)  i 

462-465. 

Der  Herr  Verfasser  erwähnt  zuerst,  dass  die  Herren  Roucbe 
und  Gomberousse  in  ihrem  „Traitä  de  gäom^trie"  die  in  der 
Ueberschrift  angegebenen  Relationen  mit  HQlfe  des  Multipliea- 
tionssatzes  von  Determinanten  nachweisen,  und  giebt  dann  einen 
andern  Beweis.  Sind  (a?,  yj  . . .  (x^  y^)  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  von  vier  Punkten  A^ByC^D  eines  Kreises,  ferner  a,,6,,c,,</, 
die  Abstände  dieser  Punkte  von  irgend  einem  Punkte  0^  der 
Ebene,  so  hat  man  vier  Gleichungen: 

fr;+ax,-}-/?y.  +  y  =  0, 
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woraus  durch  EliminatioD  von  ci^ß^y  die  Gleichung 

S±a\  .X,  .y,  .1  =0 

folg:t.  Wenn  dann  der  Inhalt  des  Dreiecks  BCD  mit  A  bezeichnet 

wird,  der  von   CDA   mit  B  u.  s.  w.,   so    ergiebt    sich    aus   der 

letzten  Gleichung: 

Aa]-Bb]-\-Cc\-'Dd]  =  0. 

Nimmt  man  ebenso  drei  andere  beliebige  Punkte  der  Ebene 
Oj,0„0^  (wie  vorher  0,)  hinzu,  so  erhält  man  noch  drei  andere 
Gleichungen: 

Aa\  —  Bb\  +  Cc\  —  Dd\  =  0,  u.  s.  w. 

Hieraus  folgt  dann  die  Gleichung 

2±a',blcldl  =0. 

Lässt  man  dann  0,  mit  A,  0,  mit  jB,  etc.  coincidiren,  so  erhält 
man  die  verlangte  Relation.  Ganz  das  analoge  Verfahren  lässt 
sich  auf  die  Kugel  anwenden;  auch  kann  man  in  gleicher  Weise 
die  Relationen  unter  den  gegenseitigen  Entfernungen  von  fünf 
Punkten  einer  Ebene,  sechs  Punkten  des  Raumes  aufstellen. 

Mz. 


A.  Sykora.  Eiiveloppe  einer  Geraden,  welche  zur  Summe 
der  Quadrate  der  Abstände  von  einer  Anzahl  von 
Punkten  eine  constante  Grösse  hat.    Prag.  Ber.  1881.  23-40. 

In  ausführlicher  analytischer  Rechnung,  wobei  ein  Punkt 
dm-ch  seine  Coordinaten  (ap,y)  und  eine  Gerade  durch  ihre  Coor- 
dinaten  (ii,f?),  die  der  Gleichung  nx-]-vy-\-\  =0  entnommen 
sind,  bezeichnet  werden,  wird  die  fragliche  Enveloppe  durch  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  Liniencoordinaten  ausgedrückt;  sie 
ist  also  ein  Kegelschnitt.  Bleiben  die  gegebenen  Punkte  diesel- 
ben, und  verändert  sich  nur  die  constante  Summe,  so  erhält  man 
eine  Reihe  confocaler  Kegelschnitte.  Es  wird  nun  die  Gonstruc- 
tioD  eines  solchen  Kegelschnittes  durchgeführt  und  gezeigt,  wie 
man  von  n  gegebenen  Punkten  zu  w  +  1  solchen  tibergehen  kann. 
Im  Besondern  wird  nachher  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  die 
n  gegebenen  Punkte  gleichmässig  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 

39* 
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verteilt  sind;  der  KegelschDitt  erweist  sieh  dann,  mit  Ausnahme 
des  Falles  n  =  2,  als  Kreis.  Am  Schlüsse  der  Arbeit  wird  die 
Enveloppe  noch  in  Punktcoordinaten  behandelt,  und  schliesslich 
discntirt,  wann  sie  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Mz. 


E.  HüNYADY.    Zusatz  zu  einer  Abhandlung  in  Borchardt\s 

Journal    LXXXIII.   p.  76.     Kronecker  J.  XCII.  307-311. 

Die  Abhandlung  (siehe  F.  d.  M.  IX.  1877.  494),  auf  welche 
dieser  Zusatz  sich  bezieht,  war  betitelt:  „Ueber  die  verschiedenen 
Formen  der  Bedingungsgleichung,  welche  ausdrtlckt,  dass  sechs 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen'^,  und  hatte  den  Zweck  die 
Theoreme  von  Pappus,  Desargues,  Newton,  Pascal  und  Garuot 
durch  Gleichungen  auszudrücken.  In  dieser  Arbeit  wird  aus- 
schliesslich auf  das  Theorem  von  Pappus  Bezug  genommen,  wo- 
nach bei  sechs  Punkten  123456  eines  Kegelschnitts  das  Ver- 
hältnis der  Producte  der  Abstände  des  Punktes  5  von  je  zwei 
Gegenseiten  des  Vierecks  1234  dasselbe  bleibt,  wenn  statt  des 
Punktes  5  der  Punkt  6  genommen  wird.  Dieses  Theorem  wird 
hier  aus  der  Bedingungsgleichung 


X 
X 


y,»t 


X    2 
0?,  Äj 


<  y\  «;  »6  «6   «6  »6  ^«y« 


=  0 


durch  directe  Umformung  mit  Hülfe  von  Determinantensätzen  in 
die  andere  Gleichung 

(136)  (145)  (235)  (246)  -  (135)  (146)  (23ü)  (245)  =  0 

gewonnen.     Hierbei  ist  die  Bezeichnung  eingeführt: 

2±Xiyk%i  =  (tW). 

Mz. 
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WüLSTKNHOLME.      SoIutlOn  of  a  questlOn  (6446).     Bd.  Times 
XXXVL  70-71. 

Ist 

u  =  (a,6,c,f,ff,Ä)(a?,y,l)'  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  rechtwinkligen  Coordinaten, 
80  sind  die  Directrices  bestimmt  durch  die  Gleichung 

WO  l  die  Wurzel  der  Gleichung 

(2)        X*-{a  +  b)X  +  ab  =  A' 

ist.   Für  schiefwinklige  Coordinaten  treten  an  Stelle  der  Gleichun- 
gen (1)  und  (2)  die  folgenden: 

/.   N       ^  ^"  V  1  /^  ö«  V     r.  du    du  ^, . 

(2  a)       r— A(a  +  6  — 2Äcosci>)  +  (a6— A")8in'w  =  0. 

Wn. 


C.  DE  POLIGNAC       SolutioTl  of  a  questioil  (6735).     Bd.  Times 
XXXVI.  93-94. 

Ein  ungeschlossenes  Polygon  sei  einem  Kegelschnitte  ein- 
besehrieben,  einem  andern  umschrieben;  es  seien  ju,  und  ju,  zwei 
auf  einander  folgende,  a^  und  a,  zwei  andere  auf  einander  fol- 
gende Seiten,  in  derselben  Reihenfolge  genommen,  a,  schneide 
^3  in  m,,  während  m^  der  Schnittpunkt  von  a,  mit  ju^  ist.  Geht 
Dan,  während  fij  und  fc,  fest  bleiben,  dagegen  für  a^  und  a, 
andere  und  andere  Seiten  paare  genommen  werden,  die  Linie 
m,  m,  durch  einen  festen  Punkt,  so  bertlhren  beide  Kegelschnitte 
einander  doppelt.  Wn. 


R.  W.  Genese.     On   linear  syzygetic  relations  between 
tbe  coefficients  of  ternary  quadrics.    Brit.  Ass.  Rep. 

Die  ternäre   quadratische  Form   (a,6,c,f,^,A)  (x,y,s)*   stellt 
verschiedene   Curven  oder  Flächen  dar,  je  nach  der  Wahl  des 
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Coordinatensystems  x,y,z.  Betrachtet  man  z.  B.  x^y^i  als  tri- 
lineare  Coordinaten  eines  Punktes,  so  stellt  die  Form  einen 
Kegelschnitt  dar.  Findet  zwischen  den  Goefficienten  die  Glei- 
chung 

statt,  so  hat  der  Kegelschnitt  bekanntlich  die  Eigenschaft,  dass 
sich  in  denselben  Dreiecke  einbeschreiben  lassen,  die  in  Bezug 
auf  einen  festen  Kegelschnitt  sich  selbst  conjugirt  sind.  Genügen 
dabei  die  Goefficienten  l,  m,  n,  p,  9,  r  noch  der  Bedingung 

l     r     q 

r    m    p     =0, 

q    p     n 

so  liegt  .der  Kegelschnitt  so,  dass  zwei  feste  Punkte  in  Bezug 
auf  denselben  einander  conjugirt  sind. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  der  Fall  behandelt, 
dass  gleichzeitig  zwei  lineare  Relationen  zwischen  den  obigen 
Goefficienten  stattfinden.  Es  ergiebt  sich  dadurch  der  folgende 
zuerst  von  Hesse  gefundene  Satz:  „Kegelschnitte,  welche  zwei 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  harmonisch  teilen,  teilen 
auch  die  dritte  harmonisch. ^^ 

Finden  ferner  drei  lineare  Relationen  statt,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  Paare  von  conjugirten  Punkten,  die  alle  auf  einer 
Gurve  dritten  Grades  liegen.  Gsy.  (Wn.). 


W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  a  question  (6242).    Ed.  Timei 

XXXVI.  123-124. 

In  der  Ebene  dreier  Kegelschnitte  A,B,C  giebt  es  drei  Tripel 
von  Punkten  a,  ö,  c  von  der  Eigenschaft,  dass  -A^,  5c,  C«  respec- 
tive  mit  5^,  C*,  Ac  identisch  ist.  Dabei  ist  unter  Pg  die  Polare 
des  Punktes  q  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  P  zu  verstehen. 
Von  den  drei  Dreiecken,  die  durch  die  drei  Punkte  a,  durch 
die  drei  Punkte  6,  durch  die  drei  Punkte  c  gebildet  werden, 
sind  je  zwei  in  perspectivischer  Lage.  Sind  Jene  neun  Punkte 
gegeben,     so     sind    dadurch     drei     Kegelschnitte,     zu     denen 
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sie  in  der  oben  genannten  Beziehung  stehen  sollen,  eindeutig 
bestimmt.  Wn. 


M.  Pasch.     Bemerkungen  zur  Kegelschnittstheorie. 

Schlömilch  Z.  XXVII.  122-124. 

Man  kennt  den  folgenden  Satz:  „Sucht  man  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  abc  diejenigen  Punkte  aßyj  welche  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  jedesmal  der  gegen tlber  liegenden  Ecke  con- 
JQg:irt  sind,  so  liegen  aßy  auf  einer  Geraden  D;  zieht  man  durch 
die  Ecken  des  Dreiecks  diejenigen  Strahlen,  welche  jedesmal  der 
gegenüber  liegenden  Seite  conjugirt  sind,  so  erhält  man  drei 
Strahlen  durch  einen  Punkt  d,  den  Pol  der.' Geraden  D,  (diese 
drei  Strahlen  sind  die  Polaren  von  aßy).^  Vergl.  Steiner-Schröter, 
Kegelschnitte,  IL  Abteilung  §  31,  p.  153  f.,  Heye,  Geometrie  der 
Lage,  IL  Aufl.,  L  Abteilung  S.  191  f. 

Vom  Verfasser  wird  die  Gleichung  der  Geraden  D  aufge- 
stellt mit  Hülfe  der  Identität 

(abc)f(xy)  =  (bcx)  f{ay)  +  (cax)  f{by)  +  (abx)  f(cy\ 
worin 

f(py)  =  SüikXiXk  mit  a^  =  a«;    t,  *  =  1,2,3 
(^abc)  =  -5+fl,6,c,,  (bcx)  =  2+b^c^x^  u.  s.  w. 

und  f(xx)  =  i)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist.  D  ist  dann 
dargestellt  durch 

{bcx)         jcax)        (abx)  _ 

fibc)    ^    fica)  "^  f{ab)  -  ^• 

Die  Linie  D,  welche  die  Seiten  abc  zu  einem  Polvierseit  ergänzt, 
hat  in  Bezug  auf  das  Dreieck  abc  (aufgefasst  als  Curve  dritter 
Klasse)  denselben  Pol  d  wie  der  Kegelschnitt.  Der  Punkt  d, 
welcher  mit  abc  ein  Polviereck  bildet,  hat  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  abc  (aufgefasst  als  Curve  dritter  Ordnung)  dieselbe 
Polare  J  wie  der  Kegelschnitt.  Rg. 


Weill.      De   rinvolution    de  plusieurs    points    sur   une 

conique.    Noav.  Add.  (3)  I.  G2-79, 
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Oiebt  man  einen  Kegelschnitt  in  der  Form 

so  sind  seine  Goordinaten  als  Functionen  eines  Parameters  t  fol- 
gendermassen  darstellbar: 

Drei  Punkte  auf  diesem  Kegelschnitt  bilden  eine  Involution,  wenn 
man  zur  Bestimmung  der  ihnen  entsprechenden  Werte  von  t  die 
Gleichung  hat: 

/•+  A<'-f  (aJL  +  b)t  +  cX  +  d  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  je  zwei  Wurzeln  t  und  f  der- 
selben 


oder: 

iU'*+ati'(t+i')  +  c(i+ty'^(c-\-b)U'--dQ+i')+bc—ad  =  0. 

Die  hierdurch  definirten  variabeln  Dreiecke  werden  jetzt  in  Be- 
ziehung zu  andern  Kegelschnitten  gesetzt  und  auf  diese  Weise 
Sätze  über  Polygone,  welche  Kegelschnitten  ein-  und  umbeschrieben 
sind,  gewonnen.  Wir  f&hren  folgende  an :  I.  Gegeben  seien  die 
Kegelschnitte 

x'+  y'-  a'  =  0, 

4    ^   (6+1)*         (b-iy        ^' 

1)  Diese  bilden  ein  allgemeines  System  von  zwei  Kegel- 
schnitten, so  dass  ein  dem  ersten  eingeschriebenes  Dreieck  dem 
zweiten  umschrieben  ist.  Die  Parameter  der  Scheitel  genügen  der 
Gleichung 

/•+A<'+6<  +  4-  =  0. 

o 

2)  Die  Verbindungslinien  der  Scheitel  mit  den  Berührungs- 
punkten ihrer  Gegenseiten  umhüllen  die  Gurve 

(T^)'+a)'=  (i-i^)'-'- 
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3)  Der  Punkt,  in  dem  diese  drei  LiDien  sich  schneiden,  be- 
schreibt einen  Kegelschnitt 

y  X  z         

Cft+3y(6-l)"  ""(6  +  37"  (6  +  1)'  ~ 
II.   Betrachtet  man  die  drei  Kegelschnitte 

«•+»•-«•  =  0, 

4    +  (6  +  1)'        (6-1)'  ""    ' 
aj'  »'  i5'        _ 


46    '    3  +  26-6«     •     (6~iy 

so  bilden  diese  das  allgemeine  System  dreier  Kegelschnitte,  so 
dass  ein  dem  ersten  eingeschriebenes  Sechseck  dem  dritten  um- 
schrieben ist,  und  gleichzeitig  die  Diagonalen,  mit  Ausschluss  der 
Hauptdiagonalen,  den  zweiten  berühren. 

ni.    Betrachtet  man  den  Kegelschnitt 

and  die  drei  Geraden 

y  =^  tx,   y  =  i'xj    y  =  V'x, 

deren  Parameter  /,/',<"  die  Gleichung 

befriedigen,  während  zwischen  6  und  c  die  Relation 

3c'-  46c'+  66c  -  4c  -  6'  =  0 

besteht,  so  sind  diese  Linien  die  Diagonalen  eines  mit  X  ver- 
änderlichen Sechsecks,  welches  dem  gegebenen  Kegelschnitt  ein- 
besehrieben  und  einem  andern  umschrieben  ist; 

2)  das  Sechseck  ist  einem  Kegeiscbnitt  einbescbrieben,  dessen 

Gleichung 

ax'+ßy^-^a*  =  0 

ist;  die  Geraden,  welche  die  Scheitel  abwechselnd  verbinden,  sind 

Tangenten  des  Kegelschnittes 

a'aj»  +  /9y— ä'  =  0, 

wo  öo',|J,/?'  den  Gleichungen 

a'  +  a(6  +  c— 2)+l  — 6— c  +  6c  =  0, 

o.  ■  ^  6+C-26C    .     1-6-C  +  6C  _^ 
ß+ß ^^ +  ^^ ^0 
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geDligen.    Die  letzten  UntersuchuDgen  beziehen  sich  auf  ähnliche 
Eigenschaften  von  Fünfecken.  Rg. 


X.  Antomari.  Sur  deux  propri^t^s  relatives  aux  foyers 
et  aux  cercles  focaux  dans  Jes  coniques.    Nouv.  adq.  (oj 

I.  102-110. 

Der  Herr  Verfasser  geht  von  der  bekannten  Definition  der 
Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  aus,  dass  sie  Centra  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  Null  sind,  der  die  Curve  doppelt  berührt,  und 
gelangt  hierdurch  zu  der  Erklärung  des  Kegelschnitts  als  Ort 
von  Punkten,  deren  Entfernungen  von  einem  Kreise  mit  dem 
Radius  Null  und  von  einer  festen  Geraden  ein  constantes  Ver- 
hältnis haben.  Diese  Erklärung  wird  nun  verallgemeinert  auf 
Grund  einfacher  analytisch-geometrischer  Betrachtungen,  und  lautet 
dann :  „Ein  Kegelschnitt  ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  normale 
Entfernungen  von  einem  festen  Kreise  und  einer  festen  Geraden 
ein  constantes  Verhältnis  haben;  das  Gentrum  des  Kreises  ist  ein 
Brennpunkt  des  Kegelschnitts,  und  die  feste  Gerade  ist  senkrecht 
zur  Focalaxe  und  geht  durch  zwei  Punkte,  die  dem  Kegelschnitt 
und  dem  Kreise  gemeinsam  sind.^  Nachher  gelangt  der  Herr 
Verfasser  noch  zu  dem  weiteren  Satz:  „Jede  Curve  zweiten 
Grades  ist  der  Ort  von  Punkten,  deren  Entfernungen  von  einem 
festen  Kreise  (diese  Entfernungen  unter  einem  constanten  Winkel 
gemessen)  zu  den  Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  ein 
constantes  Verhältnis  haben."  Am  Schlüsse  findet  sich  noch  eine 
elementare  geometrische  Betrachtung,  aus  welcher  der  vorige 
Satz  hervorgeht.  Hz. 

Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Kegelschnitte  im  Allgemeinen  in  analytischer  Behand- 
lung von  TowNSKND,  E.  W.  Symons,  G.  F.  Walker, 
Ch.  Ladd,  R.  E.  Riley,  D.  Edwardes,  W.  J.  C.  Sharp, 
Genese,  Malet,  G.  Heppel,  Matz  finden  sich  Ed. Times 

XXXVI.  5G-57,  75,  76;   XXXVIL  21-22,  92,  97-98.  ^jj 
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E.  W.  Symons,    R.  Knüwles.      Solutions   of  a  question 

(6577).    Bd.  Times  XXXVI.  51. 

Ist  einer  Parabel  ein  Dreieck  PQR  ho  einbeschrieben,  dass 
PQ  und  PA  die  Normalen  in  Q  und  R  sind,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  auf  der  Axe  der  Parabel,  und  die  Seite  QR 
gebt  durch  einen  festen  Punkt  der  Axe.  Wn. 


Weitere  Lehrdätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
die  Parabel  in  analytischer  Behandlung  von  E.  W. 
Symons,  T.  R.  Terry,  E.  Rutter,  G.  F.  Hopkins, 
G.  F.  Walker,  A.  H.  Cürtis,  S.  Marks,  J.  S.  Jenkins, 

RKnoWLES,  WoLSTfcNHOLME  finden  sich  Ed.  Times  XXXVI. 
42;  XXXVII.  37-38,  56-57,  114,  116.  yf^ 


J.  Hammond,   B.  Easton.     Solutions  of  a  question  (6117). 

Ed.  Times  XXXVII.  111. 

Ist  e  die  Excentricität  einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  =  1 
ist,  und  ist  E  die  Länge  des  Ellipsenquadranten,  so  ist 

/«  eEde na 

^^        (l_.e^)(o«^e')i  "~  2(1 -o')*' 

Dieser  Satz  wird  durch  einfache  Transformationen  eines  Doppel- 
integrals  nachgewiesen.  Wn. 


H.  G.  Dawson,  E.  Rütter.    Solutions  of  a  question  (6759). 

Ed.  Times  XXXVII.  51. 

Ist  Q  der  Krümmungsradius  einer  Ellipse,  \p  der  Winkel  der 
Tangente  mit  der  grossen  Axe,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse 

Q    3  =(06)  '^{o«8in'i/;  +  6*cos'i/;}. 

Die  Fläche  zwischen  dem  Ellipsenquadranten,  den  Axen  und  der 
ETolate  ist 

3(a*  +  6*)  +  2g'fe' 

32a6  ^' 
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Das  letzte  Resultat  lässt  sich  auf  die  Gurve  ausdehnen,  deren 
Gleichung  in  den  obigen  Goordinaten  ist  q  =  aco8"i^. 

Wn. 


E.  J.  Nanson.     Note  on  the  geometry  of  conics. 

Mess.  (2)  XII.  40-41. 

Die  bekannten  Sätze,  dass  in  der  Ellipse  die  Summe,  in  der 
Hyperbel  die  Differenz  der  Quadrate  zweier  conjugirter  Durch- 
messer constant  ist,  wird  hier  durch  eine  Methode  abgeleitet, 
die  auf  beide  Gurven  gleichzeitig  anwendbar  ist 

GIr.  (Wn.). 


P.  H.  ScHOUTE.  Trouver  le  Heu  des  centres  des  hyperboles 
äquilat^res  qui  ont  un  contact  du  troisi^me  ordre 
avec  une  parabole  donnöe.    S.  M.  P.  Bull,  X.  222-223. 

Diese  Frage  aus  der  Kegelscbnittslehre  beantwortet  der  Ver- 
fasser dahin,  dass  der  zum  Punkte  A  der  Parabel  bezüglich  der 
Directrix  symmetrische  Punkt  das  Gentrum  der  gleichseitigen 
Hyperbel  des  Verfassers  ist.  Der  Verfasser  glaubt,  dass  sich  zwei 
Parabeln  im  Endlichen  vierpunktig  berühren  können,  was  nicht 
richtig  ist,  z.  B.  weil  man  das  unendlich  kleine  Viereck  immer  als 
unendlich  kleines  Vierseit  ansehen  kann,  folglich  etc.  Demnach 
ist  Satz  e)  falsch,  Problem  g)  gegenstandslos.  Kr. 


WOLSTENHOLME.      SolutlOn  of  a  questlon   (2706).     Ed.  Times 
XXXVI.  44-45. 

Es  giebt  stets  zwei  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  die  Seiten 
eines  gegebenen  stumpfwinkligen  Dreiecks  berühren  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  des  Dreiecks  gehen. 
Die  Mittelpunkte  dieser  Hyperbeln  sind  die  Schnittpunkte  des 
Neunpunktekreises  mit  dem  umschriebenen  Kreise  des  Dreiecks. 

Wn. 
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Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Ellipse  und  Hyperbel  in  analytischer  Behandlung  von 
T.  W.  Openshaw,  G.  f.  Walker,  N.  Sarkar,  J.  R. 
Wilson,    R.  Knowles,    W.  J.  C.  Sharp,    C.  Taylor, 

E.  Haigh,   A.  L.  Selby,   E.  Rütter,   Wolstenholme, 

F.  ßüDD,   S.  Tebay,    Matz,    J.  O'Regan    finden    sich 

Ed. Times  XXXVI   46-47,  48,  99  100,102,  118-120;  XXXVIL  30,  36-37. 
70-71,  93-94,  118-119.  yf^ 


D.    Andere  specielle  Curven. 
W.  E.  Story.      Analytical  proof  of  sorae   properties   of 

binodal    quartics.     J.  Hopkins  Circ    1882.  178. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  C.  p.  607. 


H.  Brocard.    Interpretation  de  T^quation  caractdristique 
de  diverses  courbes.    Math.  IL  25-30. 

Es  werden  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte,  der  Eetten- 
linie,  der  Tractrix,  der  Gissoide,  der  Strophoide  und  der  Evolute 
der  Ellipse  besprochen.  Mn.  (Wn.). 


Morbt-Blanc.     Solution  d'une  question.    Nouv.  Ann.  (3)  i. 

283-288. 

Die  Inflexionspunkte  der  Curve  x^+y^—Skxy-^-l  =  0  sind 
die  Durchschnitte  der  Coordinatenaxen  mit  der  Curve.  Zwei 
sind  reell  (a?,  y  =  0,  —1;  —1,0),  die  übrigen  sind  imaginär. 
Es  wird  sodann  die  Bedingung  für  das  Zerfallen  der  Curve  in 
drei  Gerade  aufgesucht.  0. 


.   C.  0.  BoiJE  op  Gen N AS.     On  a  remarkable  property  be- 

longing   tO    SOme   CubicS.     Analyst  IX.  lOB-llO. 
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Der  Verfasser  untersucht  die  Fälle,  in  denen  die  symmetrische 
Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 

,  _      a  Ax  +  B 

^   ""^    Cx+D 

die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  man  von  dem  Doppelpunkte  zwei 
Sehnen  unter  einem  bestimmten  Winkel  zieht,  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Endpunkte  stets  durch  einen  festen  Punkt  geht.  Ks 
findet  dies  in  zwei  Fällen  statt,  einmal,  wenn  der  gegebene 
Winkel  00'  (oder  120°)  beträgt.  Dann  ist  B  =  30,  und  der 
ist  feste  Punkt  ist  der  Punkt 

Ein  zweiter  Fall  ist  der,  in  dem  der  Winkel  90°  beträgt;  dann 
B  =  Dy  und  der  feste  Punkt  ist 


Jn.  (Wn.). 


A.   Mannheim.      Thdorfemes    de    göomdtrie.    Meas.  (2)  xi. 

190-191. 

1)  Ist  c  ein  Punkt  einer  gegebenen  Ellipse  und  m  derjenige 
Punkt,  in  dem  eine  von  c  ausgehende  Linie  eine  confoeale  Ellipse 
berührt,  so  ist  der  Ort  für  m  eine  Curve  dritten  Grades  mit  eineoD 
Doppelpunkte  in  c,  und  die  Tangenten  der  Curve  in  c  stehen 
auf  einander  senkrecht.  2)  Es  sei  A  ein  gegebener  Kegelschnitt 
und  c  ein  gegebener  Punkt  in  derselben  Ebene.  Auf  die  von 
c  ausgehenden  Transversalen  projicire  man  ihre  respectiven  Pole 
in  Bezug  auf  A,  Der  Ort  für  diese  Projectionen  ist  eine  Curve 
dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und  senkrechten  Tangenten  in  c. 

61r.  (Wn.) 

M.  Grkiner.     Curven    dritter  Ordnung    mit    Rlickkehr- 

piinkt.     Hoppe  Arch.  LXVIII.  1-13. 

Zunächst   wird  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung 
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mit  Rttckkebrpankt  in  der  Form  gewoDoen: 

F=A^C'-mB^  =  0, 
wo  Aj  By  C  lineare  Functionen  von  x,  y,  und  tn  eine  Constante. 
il  =  0  gehört  der  Rückkehrtangente,  C  =  0  der  Wendetaugente, 
B  =  0  der  Geraden  an,  die  den  Rtlckkehrpunkt  mit  dem  Wende- 
punkt verbindet.  Ein  Gurvenpunkt  p  wird  dann  durch  einen 
Parameter  l  definirt,  wobei  A:B:C=  l:l:ml^.  Hierauf  wird 
die  gerade  und  die  conische  Polare  eines  Punktes  (x^^,yo)j  dann 
die  Tangente  in  k  mit  dem  Tangeutialpunkt  besprochen.  Es  folgt 
die  Beziehung  A, -j-A^  +  ^a  =  0  unter  den  Parametern  dreier  auf 
einer  Geraden  liegenden  Gurvenpunkte;  die  Begleiterin  einer 
solchen  Geraden  u.  s.  w.  Liegen  sechs  Gurvenpunkte  auf  einem 
Kegelschnitte,  so  verschwindet  die  Summe  ihrer  Parameter,  und 
ihre  Tangentialpunkte  liegen  gleichfalls  auf  einem  Kegelschnitt.  In 
einfacher  und  übersichtlicher  Darstellung  werden  noch  mannig- 
fache Sätze  gegeben.  Am  Schlüsse  der  Arbeit  werden  noch  die 
Normalen  der  Gurve  besprochen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt 
gehen  im  Allgemeinen  sechs  Normalen,  durch  den  Rttckkehrpunkt 
gehen  vier  Normalen  der  Gurve.  Mz. 


E.  DoRLET.      Solution  d'une  question  de   math^matiques 

speciales.     Noav.  Aod.  (;3)  I.  256-265. 

Auf  einer  gegebenen  ebenen  Gurve  dritten  Grades  mit  dem 
Kückkehrpunkt  0  betrachtet  der  Herr  Verfasser  eine  Reihe  von 
Pankten 

...  A — n,  il_(„— 1),  . . .  A—2j  ^  — ij  Aqj  A^y  /Ij, . ..,  Afi) .  ••, 

SO  dass  die  Tangente  der  Gurve  in  jedem  derselben  die  Gurve 
im  darauffolgenden  Punkte  trifft,  und  löst  die  Aufgaben:  1)  Wenn 
die  Coordinaten  des  Punktes  A^  gegeben  sind,  so  sollen  die 
Coordinaten  der  Punkte  i4„,A.„  gefunden  und  die  Grenzlagen  an- 
gegeben werden,  gegen  welche  sich  diese  Punkte  hinneigen, 
während  der  Index  n  in's  Unendliche  wächst.  2)  Es  soll  die 
Curve  gefunden  werden,  welche  die  Grenzlage  von  A_„  durch- 
läuft, während  die  ursprüngliche  Gurve  sich  so  verändert,  dass 
ihr  Rückkehrpunkt  mit  der  Tangente  in  ihm  und  drei  bestimmte 
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Curvenpunkte  P,  Q,  R  erhalten  bleiben.  3)  Es  soll  untersucht 
werden,  wie  sich  die  Durchschnittspunkte,  welche  die  unter  2) 
gesuchte  Ortscurve  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  PQR  bat,  ver- 
ändern, wenn  die  Ecken  dieses  Dreiecks  auf  Geraden,  die  durch 
den  Punkt  0  gehen,  beweglich  angenommen  werden. 

Hz. 


M.  Greiner.  üeber  den  Ort  der  Berührungspunkte  der 
Tangenten  von  einem  Punkte  an  die  Kegelschnitte 
einer  Schaar   oder  eines   Büschels.      Hoppe  Arch.  LXix. 

30-44. 

Nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie,  wobei  ein 
Fundamentaldreieck  angenommen  wird,  dessen  Seiten  die  Glei- 
chungen A  =  0,  B  =  0,  C  =  0  haben,  wird  bewiesen,  dass  der 
geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  die  von 
einem  gegebenen  Punkte  p  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar 
gezogen  werden  können,  eine  Gurve  U  von  der  dritten  Ordnung 
ist,  welche  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  Eegelschnittschaar  enthält  und  den  Punkt  p  zum 
Doppelpunkt  hat.  Hierauf  wird  die  Wendepunktslinie  construirt 
und  noch  weiteres  über  die  Curve  U  angegeben.  Nachher  wird 
bewiesen,  dass  der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
Tangenten,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  p  an  die  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  gelegt  werden  können,  eine  Curve  U  von 
der  dritten  Ordnung  ist,  welche  die  vier  Grundpuukte  des  Kegel- 
schnittbUschels  und  den  Punkt  p  enthält.  Auch  diese  andere 
Gurve  U  wird  näher  betrachtet;  sie  enthält  ausser  den  fünf  ge- 
nannten Punkten  noch  die  Centra  von  Geradenpaaren  des  Kegel- 
schnittbüschels und  den  Punkt  p\  der  zu  p  harmonisch  in  Bezug 
auf  das  Büschel  zugeordnet  ist.  Die  nun  angegebenen  neun 
Punkte  bestimmen  aber  die  Gurve  U  noch  nicht;  man  muss  noch 
eine  Angabe  hinzunehmen,  z.  B.  dass  p'  der  Tangentialpunkt 
von  p  ist,  d.  h.  dass  pp'  Tangente  von  U  in  p  ist. 

Mz. 
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Barbärin.    Sur  la  droite  de  Simaon.    Math.  II.  106-109,  122-127. 
Sätze  über  Curven  dritter  Ordnung.  Mn.  (Wn.). 


W.  J.  C.  Sharp,  W.  J.  C.  Miller.     Solutions  of  a  question 

(6287).     Ed.  Times  XXXVL  35-38 

Ist  von  einem  Dreieck  eine  Seite  c  der  Grösse  und  Lage 
nacb^  eine  zweite  Seite  b  der  Grösse  nach  gegeben,  so  ist  der 
Ort  fUr  den  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  die  Curve 

(b+c — x)y^  =  x{x  —  b)(X'—c), 
wobei  c  längs  der  a;-Axe  liegt,  während  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  der  Schnittpunkt  der  Seiten  b  und  c  ist.  Aehnliche 
Gleichungen  gelten  für  die  Orte  der  Mittelpunkte  der  äusseren 
Beröhrnngskreise.  Wenn  der  Flächeninhalt  des  einbeschriebenen 
Kreises  ein  Maximum  ist,  so  ist  sein  Radius  das  Doppelte  des 
.\bstaDdes  der  dritten  Dreiecksseite  vom  Mittelpunkt  des  um- 
schriebenen Kreises.  Wn. 


.V  McIntosh.     Solution  of  a  question  (6745).    Ed.  Times 

XXXVI.  38-39 

Construirt  man  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt, deren  Doppelpunktstangeuten  auf  einander  senkrecht  stehen, 
rechtwinklige  Dreiecke,  so  dass  der  Scheitel  des  rechten  Winkels 
jedesmal  im  Doppelpunkte  liegt,  so  gehen  alle  Hypotenusen  durch 
einen  festen  Punkt  der  Curve.  Für  das  Folium  des  Cartesius  ist 
der  feste  Punkt  der  Scheitel  des  Blattes.  Wn. 


Weitere  Aufgaben  und  Sätze  über  Curven  dritter  Ord- 
nung von  R.  A.  Roberts,  G.  F.  Walkkr,  Matz, 
W.  J.  C.  Sharp,     J.   L.  McKenzie,     A.  McIntosh, 

T.  WOODCOCK    finden    sich     Bd.  Times  XXXV[.  43,  «4,  88-89; 
XXXVIJ.  .54-55.  Wn. 

Fortwhr.  d.  Math.  XIV.  2.  40 
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A.  H.  CuRTis.  Geometrical  proof  that  the  caustic  by 
reflexion  of  a  cardioid  produced  by  rays  proceeding 
from  its  cusp  is  an  epicycloid.    mobs.  (2)  xii.  33-34. 

Einfacher  geometrischer  Beweis   des  im  Titel  bezeichneten 
Satzes.  Glr.  (Wn,). 


J.    PlEYL.      Zur    Cardioide.     Hoppe  Arch.  LXVIII.  166-1Ö0 

Der  Herr  Verfasser  giebt  zuerst  die  Cardioide  als  geometri- 
schen Ort  von  Punkten,  die  nach  einem  bestimmten  Gesetz  aus 
den  Punkten  eines  Kreises  abgeleitet  werden;  hierauf  gewinnt  er 
ihre  Gleichung  und  ermittelt  aus  analytischen  Betrachtungen  ihre 
Gestalt.  Ist  a  Radius  des  Kreises,  so  hat  jede  durch  den  Rück- 
kehrpunkt  der  Cardioide  gehende  Gerade  mit  dieser  Curve  noch 
zwei  fernere  Punkte  Pund  S  gemein,  deren  Abstand  4a  beträgt; 
die  Tangenten  der  Cardioide  in  P  und  S  sind  zu  einander  senk- 
recht und  mögen  sich  in  Q  treffen ;  die  Normalen  der  Cardioide 
in  denselben  Punkten  sollen  sich  in  R  schneiden ;  dann  ist  PQRS 
ein  Rechteck.  Auf  die  Veränderlichkeit  dieses  Rechtecks,  wäh- 
rend P  und  S  die  Cardioide  durchlaufen,  gründet  der  Herr  Ver- 
fasser eine  mechanische  Construction  dieser  Curve. 

Mz. 


P.  A.  MacMahon.     The  cassinian.    MesB.  (2)  Xll.  118-120. 

Im  Messenger  für  1877  (cf.  F.  d.  M.IX.  1877.  504)  hat  Herr 
Hart  die  Rectification  der  Cassinischen  Curve  für  den  Fall  be- 
handelt, dass  dieselbe  aus  zwei  Ovalen  besteht.  In  der  vor- 
liegenden|Arbeit  wird]  diese  Methode  auf  den  Fall  ausgedehnt, 
dass  die  Cassinoide  eine  geschlossene  Curve  bildet. 

Glr.  (Wn.). 


TowNSEND,     J.  J.  Walker.      Solutions    of   a    question 

(6891).     Ed.  Times  XXXVII.  72-73. 
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Sind  AyBjC  die  Foci  eiDCS  Cartesischen  Ovals,  0  der  drei- 
fache Focus,  N  die  Länge  des  von  einem  Punkte  G  auf  die  Axe 
gefällten  Lotes,  so  ist 

AG.BG.CG 


iV  = 


OG 

Wn. 


H.  6.  Zbuthbn.    Om  mekanisk  Konstruktion  af  Descartes' 
Ovaler  ved  Hjälp  af  Snore.    Zeuthen  t.  (4)  vi.  145-154. 

Fttr  die  sogenannten  Descartes'schen  Ovale  gilt  bekanntlich 
die  Relation  df^  +  «A  =  ^j  ^^  ^>  ^j  f  Constanten ,  f^  und  f,  die 
Entfernungen  eines  Punktes  der  Curve  von  zwei  Brennpunkten 
bezeichnen.  Zufolge  dieser  Eigenschaft  können  solche  Gurven 
mittels  Fäden  auf  ähnliche  Weise  wie  eine  Ellipse  construirt 
werden,  falls  d  und  e  com  mensurabel  sind.  Es  giebt  aber 
auch  andere  Fälle,  wo  dieses  gemacht  werden  kann,  und  Des- 
cartes  hat  schon  ein  solches  Beispiel  genannt.  Wie  Chasles 
gezeigt  hat,  haben  diese  Gurven  nämlich  einen  dritten  Brenn- 
punkt, dessen  Existenz  sich  durch  elementar  analytische  Be- 
trachtung sofort  ergiebt.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  drei 
Gleichungen 

rft-gf^  =  P(a,-a,), 

9ft-Pft  ='•(0,-0? 
wo  p, q, r  Gonstanten,  a^,a^,a^  die  Abscissen  der  Brennpunkte  be- 
deuten, das  nämliche  Oval  darstellen  werden.     Aus  diesen  folgt 
die  neue  Relation 

indem  zugleich  Ip -\- mq -{- nr  =  0.  Aus  dieser  wird  ersichtlich, 
dass  durch  gleichzeitige  Benutzung  aller  drei  Brennpunkte  eine 
Construction  durch  Fäden  möglich  wird,  sobald  unter  p,  9,  r 
eine  homogene  Gleichung  der  Geraden  mit  ganzen  Goefficienten 
besteht.  Der  Verfasser  knüpft  hieran  die  Bemerkungen,  dass  die 
erwähnte  Gonstruction  sofort  die  Bestimmung  der  Tangenten 
leistet,  und  dass  die  mechanische   Gonstruction  immer  möglich 

40* 
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ist,  sogar  durch  zwei  Brennponkte,  weoD  man  den  einen  ausser- 
halb der  Ebene  der  Curve  wählt.  6m. 


WoLSTENHOLME.  Complete  determination  of  the  real 
foci  and  of  the  vector  equation  of  the  pedal  of  a 
given  ellipse  with  respect  to  any  proposed  poiiit. 

Lond.,  M.  S.  Proc.  XIII.  70-7(). 

Der  Inhalt  der  Arbeit  ist  im  Titel  bereits  angegeben;  es  sei 
nur  in  der  Kürze  der  Gang  derselben  skizzirt.  Die  Fusspnnkt- 
curve  der  Ellipse  a*y'  +  fe'a;'  =  a'6'  in  Bezug  auf  den  Pol  0, 
dessen  Coordinaten  X,  Y  sind,  hat  die  Gleichung 

Verlegt  man  den  Goordinatenanfang  nach  0,  so  wird  dieselbe 

0  ist  ein  Doppelbrennpunkt  dieser  Curve;  um  die  einfachen  Foci 
zu  finden,  bestimmt  der  Herr  Verfasser  die  Constante  p  so,  dass 

die  Gerade  x4-iy  =  p  die  Curve  berührt.     Man  hat  für  —  die 

X 

Gleichung 

(pax-iy)  +  xX  +  yYy  =  a'x'+ty, 

und  diese  muss  gleiche  Wurzeln  haben;  daraus  ergiebt  sich  eine 
Bedingungsgleichung,  welche  durch  Trennung  des  Reellen  und 
Imaginären  in  zwei  Gleichungen  zerfällt.  Wenn  dann  wieder 
der  Ellipsenmittelpunkt  Goordinatenanfang  ist,  so  hat  man  für 
die  Coordinaten  (xy)  der  gesuchten  Foci  die  Gleichungen: 

x'     y'     (x-x)'     (y-ry  _ 

o'  "^  6'  6«  o*        ~     ' 

a'         ~         6*        ' 

wodurch  zwei  reelle  Brennpunkte  F„F^  und  zwei  imaginäre  be- 
stimmt werden.    Sucht  man  il  aus  der  Gleichung 


Capitel  2.     Analytische  Geometrie  der  Ebene.  629 

und  hierauf  k  aus  der  Gleichung 

Ä»(a»+6'-A)-2*a'fe'  +  AaV  =  0, 
BO  kotnnit 

X  Y 

Es  werden  nun  die  Brennpunkte  geometrisch  bestimmt.  Hierauf 
geht  der  Herr  Verfasser  zur  Vectorgleichung  der  Fusspunkt- 
curve  über.  Die  Abstände  eines  Curvenpunktes  von  OfF^^F^ 
werden  resp.  mit  r^r^^r^  bezeichnet,  und  schliesslich  erhält  man 
eine  Gleichung  /r,  +  mr,  =  r,  wo  /  und  m  Constanten. 

Mz. 


WoLSTENHOLMK.  Determination  of  the  foci  of  the[  pedal 
of  a  given  parabola  with  respect  to  any  proposed 
point,  and  investigation  of  different  forms  of  the 
vector  equation  of  the  pedal.  Lond.,  M.  S.  Proc.  Xlll.  77-79. 

Es  wird  hier  das  Entsprechende  für  die  Parabel,  was  in  der 
Torangehenden  Arbeit  fUr  die  Ellipse  geleistet  wurde,  gemacht. 
Die  Fusspunktcurve  (Pedale)  einer  Parabel  y'  =  4ax  in  Bezug 
auf  einen  Pol  0  mit  den  Goordinaten  X,  Y  hat  die  Gleichung 

a(y-Yy+(x^X)(x'W-^^-yY)  =  0. 
Es  wird  nun  wieder  p  so  bestimmt,  dass  die  Gerade  x-^-iy  =  p 
die  Pedale  berührt;    dies  führt  auf  folgende  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  Goordinaten  {x,y)  der  gesuchten  Brennpunkte: 

(x^Xy  =  y'^4ax;    (aj-X)y+2a(y-r)  =  0. 

Bestimmt  man  6  aus  der  Gleichung 

y  =  46(X+6-a), 

und  hierauf  k  aus  der  Gleichung 

b  =  a(l+k)\ 
80  ist 

Y 


X  =  X+2aÄ,    y  = 


l+k 
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Es  folgt   nun  die   geometrische  Construetion  der  Brennpunkte; 

dann  wird  die  Vectorgleichung  (wie  in  der  vorigen  Arbeit)  her- 
geleitet. Mz. 


H-  Hart.     On  the  linear  vectorial  equation  of  the  cen- 
tral pedal  of  a  conic.    Meee.  (2)  XII.  33 

Einfache  Methode   zur  Ableitung  der  Gleichung   der  Fuss- 
punktcurve  in  der  oben  genannten  Form. 

Glr.  (Wn.). 


H.  M.  Jeffery.  On  certain  quartic  curves  having  a 
tacnode  at  infinity  at  whicb  the  line  at  infinity  is  the 
multiple  tangent.    Lond-,  m.  s  Proc.  xill.  86-96. 

Die  hier  betrachteten   Curven   vierter  Ordnung  sind  in  der 
Gleichung  enthalten: 

ha*  =  II, 

und  zerfallen  in  drei  Arten,  je  nachdem  der  Satetlitkegelschnitt 
(üj  =  0),  welcher  stets  die  Curve  vierter  Ordnung  an  zwei  Stellen 
dreifach  berührt,  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel  ist.  Weitere 
Abarten  treten  auf,  wenn  die  vierfache  Asymptote  (a  =  0)  durch 
das  Centrum  dieses  Kegelschnitts  geht  oder  einer  seiner  Asymto- 
ten  parallel  ist.  Da  nun  ein  Bertthrungsknotenpunkt  im  Unend- 
lichen, nämlich  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  vierfachen 
Asymptote  (a  =  0)  vorhanden  ist,  in  welchem  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  mehrfache  Tangente  ist,  so  ist  die  Klasse  der 
Curve  vierten  Grades  höchstens  die  achte,  kann  aber  auch  die 
sechste,  fünfte  und  vierte  werden.  Es  wird  nun  eine  genauere 
Discussion  der  fraglichen  Curven  vorgenommen,  die  Tangential- 
gleichung  derselben  aufgesucht  und  auch  die  Beziehungen  unter 
den  Constanten  aufgestellt,  welche  statthaben,  wenn  zu  den  ge- 
nannten Singularitäten  noch  weitere  hinzutreten. 

Mz. 
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E.  Mahlkr.     üeber  eine  Curve  vierter  Ordnung. 

Hoppe  Arcb.  LXVIII.  440-442. 

Nach  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  geht  der  Herr  Ver- 
fasser zur  Betrachtung  derjenigen  Curve  über,  die  durch  Elimi- 
nation von  u  aus  den  Gleichungen 

hervorgeht;  diese  Curve  ist  vierter  Ordnung  und  hat  die  Glei- 
chung 

Es  wird  dann  ihre  sehr  einfache  Gonstruction  gegeben;  ferner 
gesagt,  dass  sie  symmetrisch  gegen  die  Coordinatenaxen  läuft 
and  zwei  der  ¥-Axe  parallele  Asymptoten  hat,  nämlich  die  Tan- 
genten des  Kreises 

x'+y'  =  1 

in  seinen  Durchschnitten  mit  der  X-Axe.  Der  Coordinatenan- 
fang  ist  Rückkehrpunkt  und  Wendepunkt  zugleich.  Die  von 
einem  der  vier  Gurvenzweige,  der  a;-Axe  und  anliegenden  Asym- 
ptote eingeschlossene  Fläche  ist  gegeben  durch 

x^dx  n 


f 


(j 


iX-x"  4 


Der  Krümmungsradius  der  Curve  im  Goordinateuanfang  ist  von 


der  Grösse  — 
2 


Mz. 


Stammer.  Geometrischer  Ort  der  Punkte,  von  welchen 
aus  zwei  feste  Strecken  unter  gleichen  Winkeln  er- 
scheinen.   Hoppe  Arch.  LXVIII.  18-37. 

Die  beiden  Strecken  sollen  in  einer  Ebene  liegen.  Dann 
ist  der  fragliche  Ort  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung, bestehend  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  und  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  was  evident,  wenn  man  beachtet,  dass  die  ge- 
suchte Curve  durch  zwei   projectivische  Kegelschnittbüscbel  er- 
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zeugt   wird,    welche    die  Kreispunkte    und  bez.   die  Endpunkte 
der  beiden  Strecken  zu  Rasispunkten  haben. 

Der  Verfasser  behandelt,  analytisch,  nun  die  Fälle,  in  denen 
die  C3  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfallen  ist,  und 
gelangt,  neben  evidenten,  zu  folgenden  Ergebnissen:  1)  Sind  die 
Strecken  parallel,  so  müssen  sie  gleiche  Länge  haben,  und  der 
Ort  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  durch  die  Endpunkte 
der  Strecken  geht.  2)  Die  Strecken  sind  ungleich,  aber  so  ge- 
legen, das»  die  Verbindungslinien  ihrer  Endpunkte  auf  einander 
senkrecht  stehen  und  die  eine  derselben  von  der  andern  halbirt 
wird.  Dann  erhält  man  als  Ort  die  Verbindungslinie  derjenigen 
Endpunkte^  welche  die  andere  halbirt,  und  den  Kreis  durch  die 
beiden  andern  Endpunkte  und  den  Schnittpunkt  der  Strecken 
selbst.  Rg. 


Rusch.     Ein   Beitrag    zur  Trisection.     Hoppe  Arch.  LXViii. 

444-448. 

Der  Herr  Verfasser  erwähnt  zuerst  die  Dreiteilung  des  Win- 
kels auf  mechanischem  Wege;  hierauf  erklärt  er  die  von  Nike- 
medes  zum  Zweck  der  Trisection  erfundene  Conchoide  und 
giebt  dann  eine  andere  Curve  an,  durch  welche  die  Trisection 
gleichfalls  vollzogen  werden  kann.  Dies  wird  dann  durch  die 
Methode  der  analytischen  Geometrie  verificirt. 

Mz. 


W.  HiLLHOüSE.     On   a  new  curve  for   the  trisection  of 

an   angle.     Analyst  IX.  181-184. 

Der  Verfasser  teilt  eine  Methode  mit  zur  mechanischen  Be- 
schreibung der  Curve 


9\9 


.  _  (2a'-y«) 
*  -      4o'-y' 

und  wendet  diese  Curve  zur  Trisection  eines  Winkels  an. 

Jn.  (Wn). 
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P.  V.  Jensen.   Eleinemär  analytisk  FremstilHng  af  Kurver 
beskreviie  ved  en  bevägelig  Trestaugsforbiüdelse. 

Zeothen  T.  (4)  VI.  154-163. 

Id  deiD  Viereck  ABCD  sind  die  Punkte  Ä  und  D  fest  Die 
Seiten  AB  =  CD  =  a  können  sich  bezw.  um  A  und  D  drehen, 
es  wird  der  Ort  des  Mittelpunktes  M  der  dritten  Seite  BC,  dessen 
Länge  2b  ist,  gesucht.  Legt  man  das  Coordinatensystem  so,  dass 
die  Punkte  A  und  D  die  Coordinaten  (— c,  0)  und  (c,0)  erhalten, 
80  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten u.  A.  in  der  Form 

An  diese  Gleichung  kntipft  der  Verfasser  eine  elementare  Unter - 
SQchang  der  Form  und  Lage  der  Curve,  ihrer  Tangenten  und 
Singularitäten  und  erläutert  dieselbe  durch  Beispiele  und  zahl- 
reiche Figuren.  Gm. 


H.  Hart.     On  the  evolute  of  the  symmetrica!  bicircular 

quartics.     Quart.  J.  XVIII.  .382-384. 

Die  hier  behandelte  Curve  vierter  Ordnung  entsteht,  wenn 
man  vom  Mittelpunkt  0  eines  Kegelschnittes  Normalen  OT  auf 
die  Tangenten  desselben  fällt  und  auf  jeder  Normalen  zwei 
gleichweit  vom  Fusspunkte  T  entfernte  Punkte  P,  F  so  annimmt, 
dass  OP'OP*  =  const.  Aus  der  leicht  zu  ermittelnden  Polar- 
gleichung der  Curve  wird  dann  die  Enveloppe  ihrer  Normalen 
gefunden.  V. 


A.  Cayley.      Solution    of   a  question    (6766).     Ed.  Times 

XXXVL  64.  Wn. 


TowNSEND.      On  the    atriphthaloid    and  atriphthalid  of 

Dn  Haughton.     Ed.  Timea  XXXVII.  102-108. 
Eingehende  Discu»sion  der  Curve,  deren  Gleichung  in  Polar- 
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Coordinaten 

r'(r— A)  +  &'8ec'w  =  0 

ist,  wo  h  und  k  positive  Canstanten  bezeichnen.  Diese,  Atriph- 
thalide  genannte,  Curve  ist  die  einfachste  Form  der  Meridian- 
carye  derjenigen  Fläche,  welche  die  Oberfläche  des  Meeres  bei 
ihren  regelmässigen  oscillatorischen  Bewegungen  um  den  Gleich- 
gewichtszustand annehmen  kann  (ohne  Berücksichtigung  der 
Reibung).  Auch  das  Volumen  des  durch  Rotation  obiger  Gurre 
entstehenden  Körpers  wird  berechnet.  Wn. 


R.  Tücker.    The  radial  of  an  ellipse.  Quart.  J.  xviii.  3ii-3i3. 

Wenn  von  einem  Punkte  gerade  Linien  ausgehen,  welche 
gleich  und  parallel  zu  den  Krümmungsradien  einer  gegebenen 
Curve  sind,  so  heisst  der  Ort  der  Endpunkte  dieser  geraden 
Linien:  Radiale  der  gegebenen  Curve.  Hier  wird  nun  eine 
Ellipse  a^y*+ß^x^  =  a^ß^  betrachtet  und  ihre  Radiale  in  Be- 
zug auf  den  Mittelpunkt  gesucht;  die  Polargleichung  dieser 
Radiale  ist 

r»(a'cos>-|-/9'sin»^  =  a'ß'. 

Mit  Benutzung  des  Princips,  dass  die  Radiale  immer  dieselbe 
bleiben  muss,  auf  was  für  rechtwinklige  Axen  die  gegebene 
Curve  auch  bezogen  wird,  erhält  der  Verfasser  das  Entsprechende 
für  die  allgemeine  Gleichung  der  Ellipse 

ax'-{-2hxy+by'+2gx+2fy+c  =  0, 

wobei  auch  die  andern  Kegelschnitte  mit  einbegriffen  sein  könneo. 

Mz. 


Moret-Blanc.     Solution  d'une  question.    Nouv.  Ann,  (3)  i 

114-117. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangenten  an  die  Curve 
27 y^  =  4x*  ist  y  =  mx  —  m\  An  den  Nachweis  hierfür  knüpfen 
sich  Bestimmungen  über  geometrische  Oerter.  So  wird  nach  dem 
Ort  der  Punkte  gefragt,  von  denen  man  zwei  Tangenten  an  die 
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Cunre  ziehen  kann,  welche  zwei  conjugirten  DurebmeBsern  eines 
Kegelschnitts  parallel  sind.   Es  ergiebt  sich  eine  Parabel.     0. 


E.  W.  Symons,  C.  H.  Swift.      Solutions   of  a  question 

(6431).    Bd.  Time«  XXXVI.  75-76. 

Der  Ort  eines  Punktes  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  von 
ihm  an  eine  gegebene  Ellipse  gezogenen  Normalen  ein  har- 
monisches BUschel  bilden,  ist  die  Curve 

ia'x'+by^cy+oAaVc'xY  =  0;     (c'  =  a'-6'). 

Wn. 


E.  W.  Symons,  G.  F.  Walker.     Solution   of  a  question 

(6395).     Ed.  Times  XXXXI.  77-78. 

Sind  von  einem  Punkte  der  Evolute  einer  Ellipse  die  drei 
Normalen  an  die  Ellipse  gezogen,  so  ist  der  Ort  fUr  den  Mittel- 
punkt des  durch  die  Fusspunkte  gehenden  Kreises 

4(aV+6'y')»  =  a^b^a'-b^xy. 
Eine  der  gemeinsamen  Sehnen  des  Kreises  und  der  Ellipse  geht 
femer  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse.  Wn. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
geometrische  Oerter  von  E.  Anthony,  C.  Morgan, 
J.  YoüNG,  E.  W.  Symons,  H.  Hayash,  E.  Rütter, 
G.  F.  Walker,  J.  H.  Türrell,  Wolstenholme, 
Genese,  T.  Woodcock,  R.  Knowles,  W.  B.  Grove, 
Ch.  Ladd,  W. J.C.Miller,  D.Edwardes,  G.  M. Reeves, 
Townsend,   Nash,  A.  H.  Curtis  finden  sich    Ed.  Times 

XXXVL  49,  91,  92-93,  100,  109-110,  111-113, 113-114;  XXXVIL  53. 

Wn. 

H.  Resal.  Sur  quelques  applications  du  thdor&me  de 
Savary,  relatif  aux  enveloppes  des  courbes  planes, 

Nouv.  Ann.  (3)  L  7-15. 
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Das  Theorem  von  Savary  ist  folgendes:  Rollt  in  einer  Ebene 
eine  Curve  S  auf  einer  festen  S';  ist  A  der  augenblickliebe  Be- 
rührungspunkt, R  der  Krümmungsradius  von  5,  W  derjenige  von 
S'  in  A,  ma  irgend  eine  in  der  Ebene  von  S  gezogene  Curve, 
Am  die  Länge  der  von  A  auf  ma  gezogenen  Normale,  (p  der 
Winkel,  den  die  Richtung  von  Am  mit  derjenigen  von  R  bildet, 
Q  der  Krümmungsradius  von  ma  im  Punkte  m  und  endlich  q' 
der  Krümmungsradius  der  Enveloppe  von  ma  im  gleichen  Punkte 
m,  so  besteht  die  Relation 

1        .        1      \  1.1 


+  '—rz')^^^V  =  -Ö-  + 


q'-P         Q+P  }  R    '    K 

Hier  ist  -p  gleich  der  Länge  der  Normale  Am^  und  ausserdem  ist 
vorausgesetzt,  dass  die  Gurven  S  und  S  ihre  Gonvexitäten  ein- 
ander gegenüber  setzen;  im  andern  Falle  würde  beim  grössten 
der  beiden  R^K  in  vorstehender  Formel  das  Minuszeichen 
stehen. 

Aus  diesem  Theorem  werden  nun  verschiedene  Aufschlüsse 
über  Enveloppen  gewonnen.  Zuerst  seien  S  und  S  zwei  Kreise; 
dann  handelt  es  sich  um  die  Enveloppe  einer  Hypocycloide  oder 
Epicycloide.  Darauf  wird  die  Enveloppe  der  Evolvente  eines 
mit  5  concentrischen  Kreises  gesucht  u.  a.  m.  Die  Resultate  sind 
in  der  Arbeit  selbst  nachzusehen.  Mz. 

C.  B.  S.  Cavallin.     Ett  geometriskt  medalvärde.  Zeathen  T. 

(4)  VI.  95-96. 

Beweis  der  folgenden  Sätze:  1)  Wenn  ein  bewegliches  Viel- 
eck, welches  einer  geschlossenen  convexen  Linie  umgeschrieben 
ist,  um  dieselbe  eine  ganze  Umdrehung  macht,  bis  es  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurückkehrt,  indem  während  der  ganzen  Be- 
wegung die  Winkel  constante  bleiben,  so  wird  der  Mittelwert 
des  Perimeters  gleich  dem  Perimeter  eines  gleichwinkligen  Poly- 
gons sein,  welches  einem  Kreise  mit  dem  nämlichen  Umkreis, 
wie  die  gegebene  Gurve,  umgeschrieben  ist.  2)  Wenn  eine  ge- 
schlossene convexe  Gurve  auf  zwei  festen  Geraden  rollend  eine 
ganze  Umdrehung  macht,   so   ist  der  Mittelpunkt  des  zwischen 
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den  Berührungspunkten    Hegenden  Bogens   immer   der  nämliche 
für  alle  Curven  mit  gleichem  Umfange.  Gm. 


E.  Habich.     Sur  les  roulette?.    Math.  ir.  145-148. 

Rollt  eine  ebene  Curve  A  auf  einer  Geraden  2>,  und  be- 
schreibt dabei  ein  mit  A  fest  verbundener  Punkt  m  die  Curve  C, 
so  beschreibt  m,  wenn  die  Fusspunktcurve  von  A  in  Bezug 
auf  m  auf  der  Curve  C  rollt,  die  Gerade  D.  Die  Steiner'schen 
Sätze  Über  Flächeninhalt  und  Bogenlänge  von  Rollcurven  er- 
geben sich  aus  obigem  Satze.  Mn.  (Wn.). 


H.  M.  Jeffkry.      On    a    tangential   property  of  regulär 
hypocycloids  and  epicycloids.  Lond ,  r.  s  Proc.  xxxiil.  105. 

Cly. 

H.  M.  Jeffkry.      On   the  rectifiable  spherical  epicycloid 
or  involute  of  a  small  circle.     Brit.  Abb.  Rep.  1882. 

Csy. 

MiNCHiN.    Solution  of  aquestion  (6892).  Ed.  Times  xxxvii. 

44-45  Wn. 

D.  V.  Wood.     Solution  of  a  problem.  Analyst  ix.  60. 

Diejenige  Curve,  bei  der  die  trigonometrische  Tangente  des 
Winkels,  welchen  die  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  der 
Bogenlänge  proportional  ist,  ist  die  Kettenlinie.    (Bekannt). 

Jn.  (Wn.). 

E.  Cesaro.     Sur  la  tractrice.    Math.  li.  217-219. 

Es  wird  eine  gewisse  Dualität  zwischen  der  Tractrix  und 
der  logarithmischen  Spirale  abgeleitet.  Mn.  (Wn.). 
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E.  W.  Symons,  Hammond.    Solution  of  a  question  (6583). 

Ed.  Times  XXXVI.  54. 

Die  Gleichung 

^       q         dx  ^  q 

Btellt  diejenige  Curve  dar,  deren  (n— 1)'^  Evolute  ein  Kreis  ist. 

Wn. 


W.  H.  Besant.     Solution  of  a  question  (6253).    Ed.  Times 
XXXVI.  G3.  Wn. 


Lösungen  weiterer  Aufgaben  über  transcendente  Curven 
von  W.  J.  C.  Sharp,  C.  Morgan,  ü.  Edwardes  finden 

sich    Bd.  Times  XXXVI.  67-Ö8,  107. 

Wn. 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der^Flächen  und  RaumeurveD. 
Th.  Craig.     On  certain  metrical  properties  of  surfaces. 

Sylv,  Am.  J.  IV.  297-320. 

Fläche  in  einem  Räume  von  it-f-  1  Dimensionen  wird  die 
durch  eine  Gleichung  zwischen  »-|-1  Coordinaten  x  beschränkte 
Mannigfaltigkeit  genannt.  Die  x  sind  als  orthogonal  aufgefasst; 
sie  werden  zur  Bestimmung  der  Fläche  als  Functionen  von  n 
Parametern  u  ausgedrückt,  dann  die  Grundformeln  entwickelt, 
das  Linienelement  und  das  Flächenelement  in  den  Parametern 
dargestellt.  Mit  der  Fläche  S  wird  eine  andere  Fläche  2  in 
Verbindung  gebracht,  deren  Coordinaten  y  gegebene  Functionen 
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der  X  sind.  Der  Quotient  der  zwei  Fläcbeneleraente  für  gleiche 
Grenzen  der  Parameter  wird  durch  eine  Determinante  dar- 
gestellt, deren  Elemente  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
y  nach  den  x  und  die  Richtungscosinus  der  Normalen  beider 
Flächen  sind,  ein  Resultat,  welches  fUr  drei  Dimensionen  ohne 
Beweis  von  Neumaun  aufgestellt  sein  soll.  Substituirt  man  den 
y  die  Richtungscosinus  der  Normale  von  S,  so  geht  S  in 
die  sogenannte  Einheitskugel,  dS-.dS  in  das  Krümmungsmass 
?on  S  über.  Letzteres  wird  in  der  Form  ausgedrückt  V:  F'»+' 
in  einfachster  Analogie  mit  dem  Oauss'schen  Ausdruck  für 
n  =  2.  Hier  ist  V  bestimmt  durch  dS  =  Vdu^  du^  . . .  dun, 
ausserdem  wird  F'  durch  die  Determinante  n^°  Grades  von  den 
n^  Coefficienten  der  Prodncte  der  du  in  der  Entwickelung  des 
Quadrats  des  Linienelements,  d.  i.  von  den  n'  Fundamental- 
grössen  erster  Ordnung  ausgedrückt.  Setzt  man  für  letztere  die 
Fandamentalgrössen  zweiter  Ordnung  im  Gauss'schen  Sinne,  so 
geht  V  in  P  Ober.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Haupt- 
krfimmungsradien  q  sind,  ist  die  Determinante  von  E'ikQ  —  EikV 
gleich  Null  gesetzt,  wo  Eik,  Elu  die  Fundamentalgrössen  erster 
und  zweiter  Ordnung  bezeichnen.  Hieraus  folgt  leicht  das  Pro- 
doct  der  Hauptkrümmungen  als  Krümmungsmass  und  die  Summe 
der  Radien,  die  Null  gesetzt,  die  MinimallSäche  bedingt.  Es 
werden  noch  einige  Relationen  an  drei  Dimensionen  entwickelt 
und  auf  n  Dimensionen  angewandt,  die  indes  nicht  einfach  ge- 
nug zur  Wiedergabe  sind.  Dann  wendet  sich  der  Verfasser  zu 
den  Curven  und  bestimmt  das  osculirende  „&-flat"  (lineares  Ge- 
bilde von  h  Dimensionen),  welches  sich  leicht  durch  Elimination 
der  Coefficienten  zwischen  den  linearen  Gleichungen  ergiebt, 
welche  den  Durchgang  des  ^-flats  durch  consecutive  Gurvenpunkte 
bedingen.  H. 


Th.  Craig.     Note  on  areas  of  corresponding  surfaces. 

J.  Hopkins  Circ.  1882.  209-210. 

Das   Verhältnis    zweier   correspondirender    Flächenelemente 
wird  mittels  einfacher  Detorniinantenumformung  als    vierreihige 


G40  I^*  AbBchnitt     Analytische  Geometrie. 

Deterniinante  dargestellt.  Wie  der  Herr  Verfasser  nachträglich 
bemerkt  hat,  findet  sich  die  bez.  Formel  bereits,  wenn  auch 
ohne  Beweis,  bei  C.  Neumann,  Glebsch  Ann.  XI.  p.  306. 

My. 


A.  Pic.iRT.     Note  sur  les  paraboloYdes  du  second  ordre 
osculateurs  aux  surfaces.    Nouv.  Ann.  (3)  I.  163-171. 

Ist  Z  =  f{X,Y)  die  Gleichung  einer  Fläche,  x^y.z  ein  Punkt 
derselben,  und  setzt  man  X  =  ^4-(X  — a?);  Y  =  y -{-{Y—y)  ein, 
so  folgt,  die  Entwickelbarkeit  nach  Taylor  vorausgesetzt,  be- 
kanntlich: 

Bricht  man  die  Entwickelung  nach  den  hingeschriebenen  Gliedern 
ab,  so  hat  man  die  Gleichung  eines  die  Fläche  im  Punkte  x^y^z 
osculirenden  Paraboloides.  Es  werden  zunächst  mehrere  Be- 
ziehungen zwischen  diesem  Paraboloide  und  der  Fläche  bespro- 
chen, und  dann  wird  die  Enveloppe  einer  Schaar  solcher  Para- 
boloide untersucht,  deren  Osculationspunkte  auf  einer  gegebenen 
Gurve  der  Fläche  liegen,  besonders  unter  der  Annahme,  dass 
diese  Gurve  eine  asymptotische  Linie  der  Fläche  ist.  Da  die 
Axen  der  betrachteten  Paraboloide  der  Z-Axe  parallel  sind,  die- 
selben also  von  der  zufälligen  Wahl  des  Coordinatensystems 
abhängen,  so  vermag  der  Referent  diesen  Paraboloiden  und  den 
sich  daran  anschliessenden  Untersuchungen  eine  besondere  Be- 
deutung für  die  Geometrie  nicht  beizulegen.  A. 


C.  Seidelin.  Om  Konstruktion  af  Tangenter  til  Rörings- 
kurven  mellem  en  Omdrejningsflade  og  en  omskreven 
Kegle  eller  Cylinder.    Zeuthen  T.  (4)  VI.  33-35. 

Neue  Gonstruction  der  Tangente  der  BerUhrungscurve  einer 
Umdrehungsfläche  mit  einem  umgeschriebenen  Kegel  oder  Gylinder 
mit  Hülfe  der  osculirenden  Reo:elschnittsfläche.  Gm. 
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P.  Mansion.      Principe   fondamental   relatif  au  contact 
de  deux   surfaces  qui  ont  une  gönöratrice  commune. 

Belg.,  Ball.  (3)  III.  753-760. 
E.   CaTALAN.      Rapport.    Belg.,  Ball.  (3)  III.  716-717. 

Zwei  Flächen,  die  durch  eine  beliebig  gegebene  Cuire  er- 
zeugt werden  und  deren  Gleichungen  (n+O  Parameter  enthal- 
ten, haben  eine  Berührung  J^^'  Ordnung  in  allen  Punkten  einer 
gemeinsamen  erzeugenden  Curve,  wenn  sie  diese  Eigenschaft  in 
n  Punkten  jener  gemeinsamen  Erzeugenden  haben. 

Mn.  (Wn.). 


8.  LiB.     Ueber   Flächen,  die  infinitesimale   und  lineare 
Transformationen  gestatten.    Lie  Arch.  vii.  179-193. 

Eine  continuirliche  Gruppe  von  Transformationen  zwischen 
x^,...^Xn  mit  r  Parametern  enthält  (Gott.  Nachr.  1874.  siebe 
F.  d.  M.  VI.  1874.  9«H)  r  infinitesimale  Transformationen 


welche  paarweise  in  der  Beziehung  {AiAk)  =  Icikg  A^  stehen.  Soll 
nun  eine  Function  q)(x^,...^Xn)  (oder  eine  Gleichung  qp  =  0)  diese 
Gruppe  gestatten,  so  ist  das  gleichzeitige  Bestehen  der  Rela- 
tionen 

A^(p  =  0,...,ilr9>  =  0 

erforderlich  und  hinreichend  (Clebsch  Ann.  XL  p.  535.  s.  F.  d.  M. 
IX.  1877.  261),  so  dass  q>  eine  arbiträre  Function  von  r  unab- 
hängigen Lösungen  unseres  vollständigen  Systems  bezeichnet, 
dabei  vorausgesetzt,  dass  man  von  singulären  Lösungen  absieht. 
Wünscht  man  andererseits  alle  Functionen  4]r,  die  eine  in  der 
Gruppe  enthaltene  Untergruppe  gestatten,  so  bestimmt  man  zu- 
nächst durch  algebraische  Operationen  (Lie  Arch.  I.  s.  F.  d.  M. 
VlIL  1876.  212)  alle  in  der  Gruppe  enthaltenen  Untergruppen 
und  verfährt  sodann  nach  den  soeben  angegebenen  Begeln. 
Diese  schon  früher  vom  Verfasser  entwickelte  Theorie  wird  in 
der  vorliegenden  Note  für  einen  speciellen  Fall  im  Detail  durch- 

Fortsehr.  d.  Math.  ZIV.  9.  4J 
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geführt,  nämlich  ilQr  drei  Variable  x,  y,  z  und  für  die  allgemeine 
projeetivische  Gruppe.  Es  handelt  sich  also  um  die  allgemeine 
Bestimmung  aller  Flächen,  die  eine  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  gestatten.  Zusammen  mit  Klein  behandelte  der 
Verfasser  schon  1870  dieses  Problem  unter  der  speciellen 
Voraussetzung,  dass  die  Transformationen  der  Untergruppe  per- 
mutabel sind.  Neuerdings  beschäftigte  sich  Poincari  beiläufig  mit 
demselben  Problem,  in  dem  er  jedoch  einige  Beschränkungen 
einführte.  Die  vorliegende  Note  bezweckt  eine  erschöpfende  Er- 
ledigung der  Aufgabe.  Unter  den  erhaltenen  Resultaten  mögen 
die  folgenden  hervorgehoben  werden.  Gestattet  eine  Fläche  mehr 
als  zwei  infinitesimale  und  lineare  Transformationen,  so  ist  sie 
entweder  ein  Kegel  oder  eine  Developpable  einer  Gurve  dritter 
Ordnung,  oder  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Nimmt  eine  Figur 
(Fläche  oder  Curve)  durch  Ausführung  aller  Bewegungen  und 
Achnlichkeitstransformationen  oo^  Lagen  an,  so  ist  sie  eine  Kugel 
oder  Gerade.  Daher  hat  die  PIttcker'sche  Liniengeometrie  und 
die  vom  Verfasser  begründete  Kugelgeometrie  eine  ausgezeichnete 
Stellung  unter  allen  möglichen  geometrischen  Interpretationen 
einer  vierfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  L. 


S.  LiB.  Bestimmung  aller  Flächen,  die  in  mehrfacher 
Weise  durch  Translationsbewegung  einer  Curve  er- 
zeugt werden.    Lie  Arch.  VII.  156-176. 

Der  Verfasser  beschäftigte  sich  schon  in  mehreren  früheren 
Abhandlungen  gelegentlich  (Christiania  Forh.  1872.  Lie  Arcb. 
IV.,  siehe  F.  d.  M.  XL  1879.  528;  Clebsch  Ann.  XIV.  s.  F.  d.  M. 
XL  1879.  587)  mit  Flächen,  die  durch  Translationsbewegung  einer 
Raumcurve  c  erzeugt  werden,  welche  somit  durch  Gleichungen 
der  Form 

^'=f,(c)+qp.C*),   y  =  f,(c)+y,(*),   »  =  f,(c) +(?,(*) 

darstellbar  sind.  Eine  erste  evidente  Eigenschaft  dieser  Flächen, 
denen  Voss  (Klein  Ann.  XIX.  1-27,  s.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  562) 
den  Namen^ Translationsflächen  beigelegt  hat,  ist,  dass  sie  ausser 
der  schon  besprochenen  Erzeugung  immer  eine  zweite  derartige 


'.(■ 
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Erzeugung  durch  Translation  einer  Curve  (k)  gestatten.  Die  vor- 
liegende Note  erledigt  die  schwierige  Frage  nach  allen  Flächen, 
die  in  mehr  als  zwei  Weisen  durch  Translation  einer  Curve  er- 
zeugt werden  können.  Dieses  Problem  ist  deswegen  bemerkens- 
wert, weil  es  einen  überraschenden  Zusammenhang  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  algebraischen  ebenen  Curven  (Kegel)  vierter 
Ordnung  darbietet.  Gestattet  nämlich  eine  Fläche  nicht  allein 
Translationserzeugungen  durch  zwei  Curven  c,  und  Ar^,  sondern 
zugleich  derartige  Erzeugungen  durch  zwei  weitere  Curven 
c,  und  k^j  so  befriedigen  die  Tangenten  dieser  vier  Raumcurven 
immer  eine  gemeinsame  algebraische  Relation  vierten  Orades 

dx      dy\_ 

and  dabei  kann  F^  eine  beliebige  irreductible  oder  reductible 
ganze  Function  vierter  Ordnung  von  zwei  Argumenten  bezeichnen. 
Wählt  man  die  in  F^  eingehenden  arbiträren  Constanten  in  be- 
stimmter Weise,  und  zwar  so,  dass  F^  =  0  entweder  eine  irre- 
ductible Relation  darstellt  oder  in  eine  Gleichung  dritten  Grades 
und  eine  ersten  Grades  zerfällt,  so  giebt  es  immer  eine  ganz  be- 
stimmte transcendente  Fläche,  die  unserer  Wahl  entspricht.  Zer- 
fllllt  F^  =  0  in  zwei  irreductible  Gleichungen  zweiten  Grades,  so 
giebt  es  zwei  zugehörige  Flächen;  die  eine  entspricht  der  An- 
nahme, dass  c^  und  c,  die  eine  Gleichung,  k^  und  /r,  die  zweite 
erfüllen',  die  zweite  Fläche  entspricht  der  Annahme,  dass  c,  und  k^ 
die  eine,  c,  und  ft,  die  zweite  Gleichung  erfüllen.  Dieser  letzte 
Uuterfall  liefert  die  von  Scherk  (Grelle  XIII.  185)  entdeckte  Mini- 
malfläche mit  oo'  Translationserzeugungen  zusammen  mit  ihren 
projectivischen  Verallgemeinerungen  und  Ausartungen.        L. 


CuoME.     8ur  une  propri^t^  des  surfaces  gauches. 

Math.  II.  82-85. 

Analytischer  Beweis  des  Satzes  von  Hachette. 

Mn.  (Wn.). 
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O.   BöKLEN.      üeber  die  Krümmung  der  Flächen. 

Schlömilch  Z.  XXVII.  369-374. 

Es  wird  zuerst  ein  coufocales  System  dreier  Flächen  zweiten 
Grades  nebst  einem  Kegel,  dessen  Axen  die  Normalen  der  drei 
Flächen  im  Scheitelpunkte  sind,  und  eine  den  Kegel  berührende 
weitere  confocale  Fläche  betrachtet,  die  Kegelwinkel  in  seinen 
Axenebenen,  die  Winkel  zwischen  den  Focallinien  und  denselben 
im  besondern  Falle,  die  HauptkrUmmungsradien  der  drei  Flächen 
und  die  Abstände  des  Mittelpunktes   von  den  drei  Berührungs- 
ebenen im  Durchschnitt  analytisch  ausgedrückt.    Mit  Anwendung 
auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  A,  welche  eine  beliebige  Fläche  F 
berührt,  ergeben  sich  folgende  Sätze.    Die  Focallinien  aller  Flä- 
chen Aj  welche  F  in  einem  Punkte  S  berühren,  liegen  auf  Kegeln, 
deren  gemeinsame  Axe  die  Normale  von  F  ist.     Berühren  sich 
ausserdem  die  Krümmungslinien    von  A  und  F,   so   liegen   die 
Focallinien    von  A  auf  coaxialen  Kegeln.    Sämmtliche  Flächen 
zweiten  Grades  Aj  welche  mit  einer  beliebigen  Fläche  F  in  einem 
Punkte  S  eine  Berührung   zweiter  Ordnung   haben,   sofern   die 
Verhältnisse   der    Hauptkrümmungsradien    von   A   und  F  gleich 
sind,  sind  dadurch  charakterisirt,  dass  ihre  Focallinien  auf  einem 
System  von  confocalen  Kegeln  liegen.    Gehen  die  Ebenen  der 
Focallinien  der  Flächen  zweiten  Grades,  welche  mit  einer  Fläche 
in  einem  Punkte  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben,  durch 
einen  Punkt  der  Normale,  so  liegen  sie  zugleich  auf  einem  Kegel, 
und    umgekehrt.     Durch  jeden   Punkt   einer   beliebigen   Fläche 
gehen  zwei  Gerade,  auf  welchen  die  Brennpunkte  aller  Rotations 
flächen  liegen,  die  mit  der  Fläche  eine  Berührung  zweiter  Ord- 
nung  haben;    diese  Rotationsflächen  sind  durch  Drehung  eines 
Kegelschnittes   um    die   Axe  der  Brennpunkte  entstanden.    Ihre 
Axen  gehen  durch  den  Mittelpunkt  des  kleinen  Hauptkrümmungs- 
kreises der  Fläche.    Berührt  ein  Ellipsoid  eine  Fläche  in  zweiter 
Ordnung,    so  schneidet  die  Ebene  der  Focalellipse  die  Normale 
zwischen  dem  Berührungspunkte  und  dem  Mittelpunkte  des  klei- 
neren   Hauptkrümmungskreises,    die    Ebene    der    Focalhyperbel 
schneidet  zwischen  beiden  Mittelpunkten  und  diejenige  der  iuia- 
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ginären  Ellipse  jenseits  vom  Mittelpunkte  des  grösseren  Haupt- 
krtimmungskreises.  Die  Focalellipsen  liegen  auf  Kegeln,  welche 
die  Focallinien  des  Berührungspunktes  einsehliessen ,  die  Focal- 
byperbeln  auf  Kegeln,  welche  sie  trennen.  H. 


Db  Salvert.     Memoire  sur  les  ombilics  coniques.    Brax. 

8.  sc.  VII.  143-248. 

C.  Jordan.     Rapport  sur  ce  memoire.    Brox.,  8.  sc.  vii.  a. 

49-50. 

Die  vorliegende  Arbeit,  welche  die  Fortsetzung  einer  früher 
besprochenen  Arbeit  desselben  Verfassers  bildet  (cf.  F.  d.  M. 
XlII.  1881.  567572),  behandelt  die  Krümmung  in  singulilren 
Punkten  von  krummen  Flächen.  Die  in  der  früheren  Arbeit  be- 
währte Methode,  die  darin  besteht,  stets  die  drei  Variabein  a;,j^,  2 
gleichmässig  zu  behandeln,  ist  hier  absolut  notwendig;  denn  es 
ist  unmöglich,  die  gestellte  Frage  mittels  der  gewöhnlich  benutz- 
ten Derivirten  p,q,r,Sji...  zu  lösen,  da  diese  Grössen  für  singu- 
lare Punkte  sämmtlich  unbestimmt  werden. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Krümmungen  der  verschiedenen 
ebenen  Schnitte,  welche  man  durch  einen  singulären  Punkt  einer 
Fläche  legen  kann.  Er  nennt  diese  Punkte  Nabelpnnkte  (om- 
bilics) in  weiterem  Sinne,  eine  Bezeichnung,  die  völlig  gerechtfer- 
tigt ist  wegen  der  vollkommenen  Analogie  der  KrUmmungsver- 
bältnisse  dieser  Punkte  mit  denen  der  Nabelpunkte  in  gewöhn- 
lichem Sinne.  Eine  analoge  Rolle,  wie  die  Flächennormale  bei 
der  Untersuchung  der  Krümmungsverhältnisse  der  nicht  singulä- 
ren Putikte,  spielt  in  der  vorliegenden  Frage  eine  andere  Linie, 
die  Axe  des  in  dem  singulären  Punkte  an  die  Fläche  gelegten 
Tangentenkegels.  Dasselbe  Verfahren,  das  in  der  früheren  Arbeit 
die  Krümmung  eines  Normalschnitts  ergiebt,  führt  hier  auf  die 
Krümmung  eines  durch  die  Kegelaxe  gelegten  ebenen  Schnitts. 
Um  den  Ausdruck  für  diese  Krümmung  zu  bilden,  muss  man, 
da  die  Zahl  der  vorkommenden  Terme  eine  sehr  grosse  ist,  eine 
abgekürzte  Bezeichnung  gebrauchen,  die  der  Verfasser  bereits 
in  seiner  früheren  Arbeit  benutzt  hat;  dieselbe  besteht  darin,  dass 
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überall  im  Zähler  und  Nenner  der  Difierentialquotienten  das 
Zeichen  d  fortgelassen  wird,  so  dass  im  Zähler  nur  die  zu  diife- 
rentiirende  Function  steht,  im  Nenner  die  Variable,  nach  der 
difiPerentiirt  wird.  Ausserdem  wird  von  der  häufig  benutzten 
Bezeichnung  höherer  DifiPerentialquotienten  mittels  symbolischer 
Potenzen  Gebrauch  gemacht;  und  diese  Symbole  werden,  zum 
Unterschiede  von  gewöhnlichen  Potenzen,  durch  doppelte  Paren- 
thesen kenntlich  gemacht. 

Es  seien  nun  x^^y'^z,'  neue  den  ursprünglichen  parallele 
Coordinaten,  deren  Anfangspunkt  der  betrachtete  singulare  Punkt 
Xjyjü  ist.  Dass  der  Punkt  ein  singulärer  ist,  wird  durch  die 
Gleichungen  ausgedrückt: 

(1)         <r(x,y,z)  =  0,    -|-  =  0,    -^  =  0,    -^  =  0. 

X  y  z 

Die  Gleichung  des  Tangentenkegels  ist  ferner,  wie  bekannt: 
((aj'.^+j,'.^  +  ,'.-|.))'=0,     oder    Fix',y',z')  =  0. 

Die  Bichtungscosiuus  p,9,r  der  Kegelaxe  sind  dann  durch  die 
Gleichungen  bestimmt: 

p'+^'+r'=  1, 

1  dF  1    dF  \_   ÄF 

2  öp  2    dq  2     ör 


P  q  r       ' 

wobei  p,  q  und  r  die  Argumente  von  F  sind.  Durch  die  Kegel- 
axe und  diejenige  Erzeugende  des  Kegels  (Tangente  im  siogu- 
lären  Punkte),  welche  die  Richtungscosinus  a,bjC  hat,  sei  nun 
ein  ebener  Schnitt  gelegt.  Dann  ist  der  Krümmungsradius  des- 
selben durch  die  Formel  bestimmt 

a—  4.&—  4  c  — 
«_   ,    3 dp dq     '        dr 

eine  Formel,  die  der  in  der  früheren  Arbeit  für  einen  Normal- 
schnitt  in  einem  gewöhnlichen  Punkte  der  Fläche  abgeleiteten 


9*    9' 

9'     V' 

V'    9»' 

zx    xy           q>^ 
9'        ~    »• 

xy    yz 

_    9 

yz    zx 
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GleicbuDg 

((«i+»f+«f))' 

ganz  analog  ist. 

Nachdem  der  Verfasser  die  eben  genannte  Formel  auf  die 
vier  Doppelpunkte  der  FresnePscben  Wellenfläche  angewandt 
hat,  untersucht  er  weiter  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  be- 
traebtete  singulare  Punkt  ein  conischer  Nabelpunkt  (ombilic  conique) 
sei,  d.  h.  dass  1)  der  Tangentenkegel  ein  Uotationskegel  sei, 
2)  die  durch  die  verschiedenen  Erzeugenden  des  Kegels  gelegten 
Schnitte  dieselbe  Krümuiung  haben.  Die  erste  dieser  Bedingun- 
gen erfordert,  dass 

yz  zx  xy 

ist.  Zum  Ausdruck  für  die  zweite  Bedingung  gelangt  der  Ver- 
fasser auf  genau  demselben  Wege,  auf  dem  er  in  der  früheren 
Arbeit  die  sphärischen  (d.  h.  gewöhnlichen)  Nabelpunkte  bestimmt 
hatte,  die  bisher  von  allen  Autoren  allein  in  Betracht  gezogen 
sind.  Nur  ist  das  frühere  Verfahren  hier  auf  höhere  Differential- 
qnotient^n,  resp.  auf  Terme  von  höherer  Ordnung  anzuwenden. 
Das  Charakteristische  der  Ableitung  besteht  in  einer  Ausdehnung 
der  berühmten  Lagrange'schen  Methode  der  Multiplicatoren,  die 
man  gewöhnlich  als  nur  auf  lineare  Gleichungen  anwendbar  an- 
sieht, auf  nicht  lineare  Gleichungen.  So  gelangt  der  Verfasser 
mit  einer  in  Anbetracht  der  scheinbaren  Complication  der  Formeln 
bemerkenswerten  Leichtigkeit  zur  Bestimmung  der  Goordinaten 
eines  conischen  Nabelpunktes,  sowie  der  Grösse  seines  Krüm- 
mungsradius R.  Die  Resultate,  die  ganz  analog  den  früheren 
in  Bezug  auf  sphärische  Nabelpunkte  sind,  sind  in  folgenden  acht 
gleichen  Verhältnissen,  oder  um  zu  addiren  in  sieben  völlig  sym- 
metrischen Gleichungen  enthalten: 
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In  einem  Schlassparagraphen  giebt  der  Verfasser  Anwendun- 
gen der  von  ihm  abgeleiteten  Formeln  auf  einige  Beispiele,  die 
zugleich  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Formeln  dienen.  Er 
wählt  zu  dem  Zwecke  drei  einfache  Fälle  derart  aus,  dass  man 
sich  von  der  Richtigkeit  der  für  diese  Fälle  durch  die  obige 
Theorie  gegebenen  Formeln  auch  a  priori,  oder  wenigstens  durch 
Betrachtungen,  die  von  jener  Theorie  unabhängig  sind,  leicht 
flberzeugen  kann.  Um  eine  Idee  von  dieser  Art  der  Bestätigung 
zu  geben,  genügt  es,  das  letzte  Beispiel  anzuführen.  Dasselbe 
betrifit  die  Fläche  dritter  Ordnung 

U^        ^^..4.*  -    ^(^*  +  y'  +  ^'  +  2ly»  +  2fizx  +  2vxy) 
W        «t-yi-»  cix'+ßy^+y^*+2dyz  +  2€!6x+2f)xy  ' 

deren  Gleichung  neun  unbestimmte  Constanteu  o,/9,^,d,6,i;,^,iU,v 
eothält,  während  m  ein  gegebener  linearer  Parameter  ist.  Der 
Verfasser  ist  auf  dies  Beispiel  durch  die  Ueberlegung  geführt, 
dass  die  Coordinaten  jedes  einzelnen  conischeu  Nabelpunktes 
zwölf  Gleichungen  genügen  müssen,  nämlich  den  obigen  mit(l),  (2) 
nod  (3)  bezeichneten  Gleichungen;  dass  also,  nach  Elimination  der 
Coordinaten,  noch  neun  Bedingungsgleichungen  für  die  in  der 
Flächengleichung  enthaltenen  Coefficienten  übrig  bleiben.  Die 
Aufgabe  ist  nun,  in  der  Fläche  (4)  die  unbestimmten  Gonstanten 
80  zu  bestimmen,  dass  die  Fläche  wenigstens  einen  conischen 
Nabelpunkt  besitzt.  Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  führen  auf  die 
Relationen 

(5)        a  =  /9  =  y=^,    d  =  €  =  f]  =  hj    A  =  ^  =  y  =  *; 

für  diese  Werte  der  Constanten  hat  die  Fläche  (4)  einen  co- 
nischen  Nabelpunkt  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  welche 
Werte  man  auch  den  Grössen  g^  h,  k  beilegen  mag.  Der  Krüm- 
nmogsradias  für  alle  ebenen  Schnitte,  die  durch  den  Nabelpunkt 
gelegt  sind,  hat  nach  der  letzten  Gleichung  (3)  den  Wert 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultats  aber  kann  man  sehr  leicht  direct 
nachweisen.     Denn  mit  Benutzung  von  (5)  kann  man  die  Glei- 
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chung  der  Fläche  folgendertnassen  schreiben: 

Aus  dieser  Form  aber  erkennt  man  sofort,  dass  die  Fläche  eine 
Rotationsfläche  ist,  deren  Rotationsaxe  diejenige  durch  den  An- 
fangspunkt gehende  Linie  ist,  welche  mit  den  positiven  Axen 
^^leiche  Winkel  bildet.  Daraus  ist  klar,  dass  der  Anfangs- 
punkt ein  singulärer  Punkt  ist  und  allen  Bedingungen  eines 
conischen  Nabelpunktes  genügt.  Bestimmt  man  ferner  die  Meri- 
diancurve  der  Rotationsfläche  und  berechnet  mit  Hülfe  derselben 
(lirect  den  Krümmungsradius  im  Anfangspunkt,  so  gelangt  man 
unabhängig  von  der|allgemeinen  Theorie  auf  den  Wert  (6). 

Die  allgemeine  Theorie  giebt  somit,  mit  Ausschluss  jedes 
Zweifels  und  jeder  Unsicherheit,  die  Grundlagen  zur  Bestimmung 
bemerkenswerter  Punkte,  die  als  conische  Nabelpunkte  bezeichnet 
werden  und  eine  Singularität  höherer  Art  darstellen.  Trotzdem 
können  dieselben  nach  dem  Obigen  bei  jeder  Oberfläche  auf- 
treten, deren  Gleichung  wenigstens  neun  unbestimmte  Constanten 
enthält.  Mn.  (Wn.). 


R.  LiPSCHiTz.  Untersuchungen  über  die  Bestimmuug 
von  Oberflächen  mit  vorgeschriebenen,  die  Krümmungs- 
verhältnisse  betreflFenden  Eigenschaften.    Berl.  Ber.  ib^2. 

1077-1087. 

Die  Untersuchung  wird  durchweg  für  eine  n-fache  Mannig- 
faltigkeit geführt,  auf  welche  sich  Überall  die  Raumbegriffe  leicht 
verständlich  erweitern  lassen.  Fläche  heisst  die  durch  die  Glei- 
chung (p{x^,x^, ...  jXn)  =  const.  zwischen  den  orthogonalen  Coor- 
dinaten  auf  (n  —  1)  Unabhängige  beschränkte  Mannigfaltigkeit. 
Mögen  hier  die  Summen  £  und  2'  sich  beziehungsweise  auf  die 
Zeigerwerte  1  bis  n  und  1  bisn— 1  erstrecken.  Durch  die  Fläche 
ist  die  Krümmung  eines  Normalschnitts 

Q  ^N2dx'  '  ^öx^ 
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bestimmt,  eio  Ausdrack,  der,  wenn  man  die  Riclitungscosinus  der 
Normale 


^ß  =  N 


dxß 


einführt^  fibergeht  in 


1  2dSdx 


Zar  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima,  also  der  Hauptkrüm- 
mnngen,  dienen,  wie  der  Verfasser  früher  nachgewiesen,  die 
nGIeichuugen: 

dl, — ^-dxß  =  0, 
woraus  nach  Elimination  der  dxß-. 


iL. 

dx,  ' 


iL 
dx,' 

iL. 


dl 


1 


■  • 


•  • 


51. 


dXn— 


n—t 


=  0. 


dx. 


dx,     ' 


•        •         • 


Q 


Der  von  —  freie  Term,  d.  i.  die  Functionaldeterminante,  drückt 

Q 
daher  das  Product  der  Hauptkrümmungen  aus.     Setzt  man 

^ß  =  VßSni 

80  lässt  sich  der  Zähler  in  (4)  in  doppelter  Weise  transformiren : 


(19) 


2:didx  =  I,  £'dvdx  =  ini:'£'  -^  dxadxß 

a      ß       OXß 


ox. 


Es  wird  nun  gesetzt: 

(16) 


a      (I      OVß 


§-^2:dx'  =  ^X^PafldyßY, 

aß 


(17) 


1 


i:'i:'-^dx.dxß  =  ^i±iJS'P.ßdrßy] 


;%       a      ß      dXß  '        •'  iX      ^Qa       ß 

Die  Möglichkeit  erhellt  aus  der  Bestininiung  der  P.    Betrachtet 
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man  die  dv  als  unabhängige  Grössen,  setzt  fUr  die  Linke  in  (17) 
die  Form  (19)  und  diflferentiirt  partiell,  so  ergiebt  sich 

(20)  -^  =  ^'  (-^  Z'Paßdvß), 

bn  a     ^    Qa       ß  ^ 

auch  gültig  (Wt  y  =  tiy  indem 

ß 

sein  muss.     Führt  man  die  Werte  der  dx  in  (16)  ein  und  setzt 

Aaß  =    -f^;       Anß   =  ^ß^ 

80  erhält  man 

IlAly  ==  1;    ZAayAßy  =0  (a^/J;     «,/?  =  !,..., n). 
y  y 

Demnach    sind    die    A    die    Richtungscosinus    eines    beliebigen 

Systems   orthogonaler  Geraden,    deren    letzte   als  Normale  der 

Fläche  allein  gegeben  ist,  und  es  folgt  auch 

£Aya     =     1   9  £AyaAyß     =     0« 

y  y 

Sind  nun  statt  der  Fläche  die  q  und  A  als  Functionen  der  f  ge- 
geben, so  gehen  aus  den  Gleichungen  (20),  die  nun  lauten: 

(27)        dxy  =  Z\qaA,yZAaßdlß), 

a  ß 

zunächst  die  Bedingungen  hervor,  unter  denen  eine  Fläche  existirt, 
nämlich  die  Relationen,  welche  die  rechte  Seite  von  (27)  zu 
einem  DifiPerential  machen,  dann,  wenn  diese  erfüllt  sind,  die 
Werte  der  x  durch  Integration.  Diese  Bedingungen  stellt  der 
Verfasser  in  der  Form  zusammen: 

S^^QaAay^Aaßd^ß)  =   d2\QaAay£Aaßd^ß)j 
a  ß  a  ß 

WO  d  und  d  zwei  willkürliche  DifiPerentiationsweisen  bezeichnen, 
und  die  Relation  ^§*  =  1  ausserdem  zu  berücksichtigen  bleibt, 
die  durch  Ausdruck  der  $  in  (n—  1 )  Unabhängigen  zu  erfüllen  ist. 


L.  BiANCHi.   Sulle  superficie  a  curvatura  costante  positiva. 

Batt.  G.  XX.  2b7-292. 
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Das  Gegenwärtige  scbliesst  sich  an  den  Aufsatz  im  selben 
Journal  XVII.  0.  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  546)  an  und  behandelt 
die  gleichen  Fragen  speciell  fttr  Flächen  constanter  Krümmung, 
zuD&chst  positiver.  Eine  solche  Fläche  S  ist  als  erste  Mittel- 
ponktsfläche  gegeben,  auf  ihr  ein  System  von  einem  Punkte  aus- 
gebender Kürzester  angenommen.  Die  Tangenten  derselben  werden 
dann  von  einer  Fläche  ^  normal  geschnitten,  deren  Mittelpunkts- 
flächen  S  und  ihre  complementäre  S'  sind.  Es  wird  bewiesen, 
dass  der  Meridian  der  Rotationsfläche,  auf  welcher  S'  abwickel- 
bar ist,  sich  als  Meridianschnitt  (^Profil")  der  Tangentenfläche 
einer  Schraubenlinie  („Helikoid'')  darstellt.  Aus  der  auf  der 
Kugel  abwickelbaren  Rotationsfläche  S  kann  man  so  eine  Klasse 
auf  gewissen  andern  Rotationsflächen  abwickelbarer  Flächen  ge- 
winnen Bezeichnet  z  =  q*(r)  den  Meridian  dieser  Rotationn- 
fläche,  so  ist  das  Linienelement  auf  dem  Helikoid  ausgedruckt 
durch 

wo  2nm  die  Steigung  der  Schraubenlinie,  l  willkürlich  constant 
ist.  Der  zur  Axe  normale  ebene  Schnitt  des  Helikoids  ist  eine 
Kreisevolvente.  Die  Meridianprofile  des  Helikoids  erzeugen  bei 
Rotation  um  die  Axe  eine  Klasse  auf  einander  abwickelbarer 
Flächen.  Die  Gleichungen  der  Rotationsfläche  und  der  auf  ihr 
abwickelbaren  Flächen  werden  dargestellt  in  der  Form 

X  =r  asntrcos^,  x,  =  ( acos^-f  Äsin^tg -r^-j, 

'  '         sntr   V  °    Ä  /' 

y  =  asniTsin^,  y^  =  (asin^  — Äsos^tg  — ^-), 

sn  IC   ^  Ä  / 

=  i/fi'^^E  (IT),     a.  =  a]/F^r^  _enirdnu_       ,^j—;  ^ 

sntr 


wo  R'^  das  constante  Krümmungsmass  der  Fläche  S  bezeichnet. 

H. 


R.  Hoppe.      Bestimmung    einer    Fläche   durch  die  eine 
ihrer  zwei  Mittelpunktsilächen.  Hoppe  Arch.  Lxviii.  256-273- 
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Diese  Arbeit  und  die  des  Referenten  ^Ueber  Flächen  mit 
gegebener  Mittel punktsfläche  und  über  KrUmmangsverwandtachail" 
(Referat  siehe  Seite  656  dieses  Bandes)  sind  in  Folge  einer 
im  Gespräch  erh<altenen  Anregung  von  beiden  Verfassern  gleich- 
zeitig ohne  Verabredung  ausgeftihrt  worden.  Die  ursprÜDglieh 
gestellte  Aufgabe  ist  beiden  gemein,  im  weiteren  Verlauf  beweg- 
ten sich  indessen  die  Untersuchungen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen. Herr  Hoppe  stellt  zunächst  die  Goordinaten  eines  Punk- 
tes X,  y,  Zj  einer  gegebenen  Mittelpunktsfläche  ii  durch  zwei  be- 
liebige Parameter  dar  und  kommt  zur  Lösung  des  Problems  auf 
folgende  Gleichungen:  Ist  für  die  Fläche  ii  das  Quadrat  des 
Linienelements 

ds'  =  e  du*  +  2fdu  dv  +  gdv\  ist  i*  =  eg  —  f , 
und  sind  p,  q^  r  die  Richtungscosinus  der  Normale,  werden  die  ent- 
sprechenden Grössen  fttr  die  gesuchte  Fläche  Si\  die  die  gegebene 
Q,  zur  einen  Mittelpunktsfläche  hat,  durch  Accente  bezeichnet, 
bezeichnet  ferner  q  den  zugehörigen  Hauptkrümmungsradius  der 
Fläche  il\  so  hat  man 

^,  ,         ÖQ  f  dx  dx  A        dg  /  dx  ^       dx     \ 

und  die  analogen  Gleichungen  und  daraus  durch  Quadriren  und 
Addiren: 

Dies  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  ^, 
mit  deren  Integration  das  Problem  gelöst  ist.  Man  ttbersiebt 
schon  hieraus,  dass  man  statt  q  stets  setzen  darf  ^-fconst.,  also 
dass,  wenn  eine  Fläche  D!  die  verlangte  Eigenschaft  hat,  alle 
ihr  parallelen  Flächen  dieselbe  Eigenschaft  haben,  was  von  vorn- 
herein evident  ist;  zweitens,  dass  das  allgemeine  Integral  eine 
willkürliche  Function  enthält.  Weil  endlich  nur  die  Fundamen- 
talgrössen  erster  Ordnung  vorkommen ,  ist  das  Problem  für  alle 
auf  einander  abwickelbaren  Flächen  Si  gelöst,  wenn  es  für  eine 
gelöst  ist.  Dieser  Ausspruch  lässt  sich,  wie  Referent  in  seiner 
Arbeit  gezeigt  hat,  noch  etwas  erweitern.  Man  kann  die  ge- 
gebene Fläche  ß,   nachdem  man  sie  gebogen  hat,  noch  eioer 
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^v^isscD  Dehnung  aussetzen,  ohne  dass  die  F.ttsung  des  Problems 
und  gewisse  Beziehungen  zwischen  den  gegebenen  Flächen  alte- 
rirt  werden.  Im  weiteren  Verlauf  entwickelt  nun  der  Herr  Ver- 
fasser eine  Reihe  von  Formeln,  durch  die  er  zur  Darstellung  der 
HauptkrüramuDgen  von  fl',  der  zweiten  Mittelpunktsfläche  fl,, 
der  KrQmmungslinie  von  fl  und  der  Curve  constanter  erster 
Hauptkrtlnimung  kommt.  Durch  diese  Betrachtungen  wird  er 
aaf  den  Gesichtspunkt  geführt,  den  Referent  in  der  citirten  Arbeit 
Ton  seinem  Ausgangspunkt  gleich  Anfangs  gewinnen  musste. 

Es  entsprechen  nämlich  der  ersten  Schaar  der  KrUmmungs- 
linie  und  der  Schaar  der  Curve  constanter  erster  HauptkrQm- 
roang  auf  Q*  eine  Schaar  geodätischer  Linien  auf  £>  und  die 
Schaar  der  Orthogonalen.  Wählt  man  diese  Linien  zu  Parameter- 
linien, so  ist  «  =  1,  f  =  0,  ^  =  /•.  Dann  ergiebt  sich  ^  =  —«, 
und  die  Cioordinaten  der  gesuchten  Fläche  werden 

X   =  0?  —  M  -7: —  etc. 

au 

Die  Coordinaten  der  zweiten  Mittelpunktsfläclie  ß,  werden 

i     dx 

du 

Resultate,  die  bis  auf  einen  formellen  Unterschied  mit  denen 
des  Referenten  öbereinstimnien.  Hierdurch  ist  das  vorliegende 
Problem  vollständig  darauf  zurückgeführt,  auf  der  gegebenen 
Fläche  ein  beliebiges  orthogonal-geodätisches  System  zu  suchen. 
Zuletzt  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  der  Integration  für 
»pecielle  Fälle,  indem  er  bei  orthogonal-geodätischen  Parametern 
setzt:  i  =  UV,  und  t  =  uV-^-V^^  die  bei  Rotationsflächen  und 
W  abwickelbaren  Flächen  zutreffen;  auch  für  Flächen  zweiten 
Grades  ist  das  Problem  als  vollständig  gelöst  zu  betrachten. 

Uebrigens  möge   dem  Referenten    gestattet    sein,    hier   auf 
folgende  Druckfehler  in  seiner  Arbeit  aufmerksam  zu  machen. 

Auf  Seite  322  in  der  Formel  XIII  muss  es  dreimal  heissen      ' 


dt 
statt  -5:f-;~auf  Seite  324  Zeile  5  v.  u.  ist  in  der  Formel  hinzu- 
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zufügen  das  Glied  —  /,  -^ ;  Seite  325  Zeile  5  v.  u.  muss  steheo 

t^  statt  t].  Endlich  sei  darauf  hingewiesen ,  dass  Herr  Bianchi 
in  der  Arbeit  Ricerche  sulle  superfieie  elicoidali  (Batt  6.  XVII. 
9-40,  8.  F.  d.  M.  XI.  1879.  546.)  die  Lösung  des  Problems  der 
Aufsuchung  der  Fläche  aus  gegebener  Mittelpunktsfläche  bereits 
mitteilt  und  auf  bestimmte  Fälle  anwendet.  A. 


F.  August.     Ueber  Flächen  mit  gegebener  Mittelpunkts- 
fläche und  über  Krümmungsverwandtschaft.   Hoppe  Arcb. 

LXVIII.  315-352. 

Eine  mit  zwei  Parametern  u,  v  yariirende  Tangente  einer 
gegebenen  Fläche  M^  ist  nur  dann  Normale  einer  constanten 
Fläche  Py  wenn  sie  mit  dem  einen  Parameter  u  längs  einer  Kürze- 
sten als  deren  Tangente  varürt.  Dann  aber  ist  stets  M^  Mittel- 
punktsfläche von  Pj  letztere  schneidet  also  auf  der  Tangente 
eine  Strecke  gleich  dem  einen  ihrer  HauptkrUmmungsradien  Q^  ab, 
und  der  Endpunkt  beschreibt  bei  Variation  von  u  eine  KrQm- 
mungslinie.    Die  Grösse  Q^  ist  durch  den  Ausdruck 

für  Variation  längs  der  Fläche  Jf,,  oder  in  u,  v  durch 

^>  =  - /()fe,du  +  J^  dt) 

anfänglich  bekannt,  wo  a^ß^y  Richtungscosinus  jener  Tangente 
an  die  Kürzeste  sind  und 

»  V    ÖM    /   ^        '     '«  du        OV      ^ 

ist,  und,  da  9,  einen  willkürlichen  constanten  Addenden  hat,  so 
gehört  zu  jeder  Schaar  Kürzester  eine  Schaar  paralleler  Flächen 
P,  mithin  ist  die  Aufgabe,  zu  einer  gegebenen  Mittelpunktsfläche 
die  Urflächen  zu  finden,  in  gleicher  Allgemeinheit  gelöst  durch 
die,  auf  ersterer  eine  Schaar  Kürzester  zu  construiren. 

Es  wird  nun  die  zweite  Mittelpunktsfläche  JV,  in  Betracht 
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gezogen,  und  zwar  direct  aus  der  ersten  hergeleitet  als  Ort  des 
Coincidenzpunktes  der  Tangenten,  welche  nicht  blos  mit  u  variiren. 
Es  ergiebt  sich,  dass  ein  Coincidenzpunkt,  ausser  für  dt  =  0, 
nur  bei  Variation  in  conjugirter  Richtung  mit  dieser  stattfindet, 
bestimmt  durch 

(IX)        E,du  +  F,dv  =^  Oy 
wo 

p„ . . .  Richtungscosinus  der  Normale  sind,  und  die  u  längs  den 
Kurzesten  variiren.  Die  Linien  (IX)  sind  es  dann,  welchen  die 
zweite  Scbaar  Krüromungslinien  auf  P  entspricht.  F'ür  die  Strecke 
auf  der  Tangente  bis  zur  zweiten  Mittelpunktsfläche  M^  wird  der 
Wert  gefunden: 

'•    df)      '^'    du 

Hat  man  also  auf  M^  ein  System  sich  in  conjugirten  Richtungen 
schneidender  Gurven,  dessen  eine  Schaar  Kürzeste  sind,  so  ent- 
spricht ihm  auf  M^  ein  eben  solches  System,  wo  die  andere  Schaar 
Kürzeste  sind,  und  auf  P  das  System  der  Krümmungslinien. 
Hierauf  werden  die  Fundamentalgrössen  der  Flächen  P  und  iKf, 
entwickelt  dargestellt  unter  Annahme  orthogonal  geodätischer 
Parameter  auf  M^, 

Krtlmmungsverwandt  nennt  der  Verfasser  Flächen  PyP\  die 
in  entsprechenden  Punkten  in  beiden  HauptkrQmmungen  be- 
ziehungsweise übereinstimmen,  und  bei  denen  mindestens  ein 
System  von  KrOmmungslinien  der  einen  Fläche  einem  solcheu 
der  anderen  entspricht.  Dieselbe  ist  im  Allgemeinen  unsymme- 
trisch oder  einseitig.  Entsprechen  sich  aber  beide  Systeme  von 
Krümmungslinien ,  so  heisst  die  KrOmmungsverwandtschaft  sym- 
metrisch oder  vollkommen.  Auf  einseitig  krUmmungsvcrwandte 
Flächen  kommt  man  durch  jede  Deformation  von  M^  in  ilf/,  wo- 
bei fi  =  1,  /*,  =  0;  ^i  =  t^V  wird.  Dieser  Bedingung  entspricht 
eine  Biegung,   zu  welcher   aber  noch   eine  Dehnung  hinzutreten 

Fortaetar.  d.  Matta.  XIV.  1.  42 
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kann.      Die   KrUmmungsverwandtscbaft   ist   vollkoinmen,    wenn 
ausserdem 

EiF'^-E'iFi  =  0. 
Bei  einfacher  KrQmmunggyerwandtschaft  bewahren  die  Linien 

(Ei  du  +  F\  dv)  ±  (EidM  +  Fidv)  =  0 
auf  P  und  auf  M^  ihre  Längen.  Es  wird  nun  die  Aufgabe  der 
Abbildung  nach  einseitiger  KrUmmungsverwandtscbaft  unter  An- 
nahme orthogonaler  geodätischer  Parameter  auf  M^  allgemein 
gelöst,  dann  die  Anwendung  auf  abwickelbare  und  Ganalflächen 
gemacht.  Ist  M^  abwickelbar,  und  lässt  man  eine  Ebene  mit 
einem  System  Gerader  und  orthogonaler  Trajectorien  auf  ihr 
rollen,  so  bildet  sich  das  System  als  ein  orthogonal  geodätisches 
System  ab,  und  die  Trajectorien  erzeugen  die  Fläche  P.  Sie  sind 
dann  die  normalen  Querschnitte  der  Ganalfläche  P.  Man  kann 
daher  die  Aufgabe,  alle  Urflächen  zur  abwickelbaren  Mittel- 
punktsfläche zu  finden,  als  identisch  betrachten  mit  der,  alle  in 
dem  genannten  Sinne  zugehörigen  Ganalflächen  zu  bilden.  Da 
nun  alle  Abwickelbaren  durch  Biegung  aus  einander  hervorgehen, 
so  sind  alle  Ganalflächen  einseitig  krUmmungsverwandt.  Die 
Biegung  von  M^  kann  man  bestimmt  denken  durch  Biegung  ihrer 
Gratlinie.  Aendert  man  blos  deren  Torsion,  so  bleibt  sich  die 
Ganalfläche  vollkommen  krUmmungsverwandt,  und  zwar  sind 
hierin  alle  vollkommen  krümmungsverwandten  Flächen  einer  Ganal- 
fläche enthalten.  Alle  bisher  behandelten  Fragen  werden  nun 
besonders  untersucht  für  den  Fall,  in  dem  M^  in  eine  Linie,  Mittel- 
punktslinie, degenerirt.  Einer  solchen  entspricht  als  Fläche  P  die 
Euveloppe  einer  Schaar  von  Kugeln,  und  die  zugehörigen  KrQm- 
mungslinien  sind  Kreise.  Die  allgemeinste  Fläche,  die  einer 
Fläche  mit  einer  Mittelpunktslinie  M^  derart  einseitig  krUmmungs- 
verwandt ist,  dass  den  cyklischen  Krümmungslinien  Krümraungs* 
linien  entsprechen,  ist  gleichfalls  eine  Fläche  mit  einer  Mittel- 
punktslinie ilfi,  welche,  von  gewissen  Singularitäten  abgesehen, 
ganz  beliebig  sein  darf.  Bei  vollkommener  Krttmmungsver- 
wandtschaft  sind  M^  und  Mi  gleichzeitig  doppelt  gekrümmt,  und  es 
giebt  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  P'  zu  P] 
gleichzeitig  eben,   und  die  Mannigfaltigkeit  der  P'  ist  grösser; 


Gapitel  3.    Analytische  Geometrie  des  RanmeB.  659 

gleichzeitig  gerade,  hier  sind  die  P  Rotationsflächen,  mithin  auch 
alle  P',  Schliesslich  werden  die  Rotationsflächen  nach  der  da- 
mit verbundenen  Vereinfachung  besonders  behandelt.  H. 


R.  Hoppe.  Nachtrag  zur  Flächentheorie.  Hoppe  Arch.  LXViii. 

439-440. 

Der  Nachtrag  schliesst  sich  an  den  §  27  der  Flächentheorie 
des  Herrn  Verfassers  an  (s.  auch  Grunert  Arch.  LIX.  262,  s. 
F.  d.  M.  Vni.  1876.  479);  es  werden  in  ihm  folgende  Sätze  be- 
wresen : 

1)  Die  orthogonalen  Trajectorien  derjenigen  Kürzesten  auf 
der  Mittelpunktsfläche,  welche  einer  Schaar  von  Krümmungslinien 
auf  der  Urfläche  entsprechen,  entsprechen  den  Curven  constanter 
zugehöriger  Hauptkrümmung  auf  der  Urfläche.  2)  Den  zwei 
Hauptkrümmungsrichtungen  auf  der  Urfläche  entsprechen  conju- 
girte  Richtungen  auf  jeder  der  beiden  Mittelpunly^flächen. 

A. 


R.  HopPK.     Ueber  das  Minimum  des  W^inkels  zwischen 
zwei   conjugirten  Tangenten   auf  positiv    gekrümmter 

Fläche.     Hoppe  Arch.  LXIX.  19-30. 

Ist  das  Quadrat  des  Linienelementes,  dargestellt  in  den  be- 
liebigen Parametern  u,  o, 

d«'  =  e  Jm'  +  2fdu  dv  +  gdf)^ ; 

sind  p,  qj  r  die  Richtungscosinus  der  Normale,  und  ist 

P=Ge  +  '2Ff+  Eg;     Q  =  EG-F% 

80  sind  die  beiden  Werte  von  — r-  =  k,  welche  den  charakteri- 

du 

sirten  Richtungen    entsprechen,    die  Wurzeln    der  quadratischen 

Gleichung 

(I)        (^GP-'2gQ)k'+  2{FP-2fQ)k  +  (EP-'2eO)  =  0. 

42* 
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Der  Krümmungsradius  jedes  der  beiden  durch  diese  Richtungen 
gelegten  Normalschnittes  ist 

und  der  Minimal- Winkel  ^  ist,  wenn  9,>9,,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

^»  +  ^1 

Geht  man  von  einem  Flächenpunkte  in  einer  der  eben  charak- 
terisirten  Bichtungen  zum  Nachbarpunkte,  und  so  fort,  so  erhält 
man  eine  durch  die  Differentialgleichung  (I)  charakterisirte  Cnrve, 
deren  also  durch  jeden  Punkt  zwei  hindurch  gehen,  welche  einen 
Winkel  bilden,  der  durch  die  Rrümmungslinien  halbirt  wird. 
Dieses  Curvensystem  nennt  der  Herr  Verfasser  ein  conjugirtes 
Minimalsystem.  Sollen  die  Parameterlinien  dasselbe  bilden,  so 
muss 

—  =  —     und     F  =  0  sein. 
«         9 

Geht  man  von  Erümmungsparametern  aus,  d.  h.  sind  die  Rrüm- 
mungslinien die  Curven  u  =  const.,  e  =  const,  so  wird  die 
Gleichung  der  conjugirten  Minimalcurven 

Edu^—Fdv^  =  0. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  der  conjugirten  Minimal- 
curven gelingt  u.  A.  bei  Rotationsflächen.  Ist  die  Rotationsfläche 
gegeben  durch  die  Gleichungen 

X  =  tcoBV]    y  =  <8int?, 

während  js  und  i  so   als  Functionen   von  u  gegeben  sind,  dass 

di  dz  .       .  . 

=  cosx,    -j—  =  sinr  ist, 


du  '     du 

so  sind  die  Curven  dargestellt  durch 

*  ^dx'du 


smr 

Ferner  gelingt  die  Integration  für  die*Flächen  zweiten  Grades, 
bei  welchen  man  auf  elliptische  Functionen  geführt  wird.  Das 
Ellipsoid  z.  B.  ist  in  Krümniungsparametern  dargestellt 
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i^    =  2 («-"0(«-^  ), 

Ä      =    ^ ^M  —  CX^^-C  ), 


WO 


ist.    Die  Differentialgleichung  der  Gurven  wird 

du  ,  de 


Aehnlich  ist  die  Gleichung  beim  zweischaligen  Hyperboloid.  Bei 
dem  elliptischen  Hyperboloid  kommt  man  auf  niedere  Trans- 
scendenten.  A. 


J.  Weingarten.      üeber  die    Verschiebbarkeit    geodäti- 
scher  Dreiecke    in    krummen    Flächen.     Beri.  Ber.  1882. 

453-456. 

Verschiebung  im  Sinne  dieses  Aufsatzes  ist  eine  solche  ohne 
Lineardehnung,  die  jedoch  auch  Biegung  zulässt.  Ferner  ist  zur 
Deutlichkeit  zu  bemerken,  dass  die  geodätischen  Dreiecke  nur 
als  specielle  Vertreter  beliebiger  Flächenstttcke  auftreten.  Die 
Untersuchung  beginnt  mit  der  Verschiebung  unendlich  kleiner 
Dreiecke  und  benutzt  den  von  Gauss  gegebenen  Ausdruck  der 
Differenz  eines  Dreieckwinkels  auf  der  Fläche  und  des  Winkels 
im  ebenen  Dreieck  von  gleichen  Seiten: 

wo  a^  den  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks,  a,ß,y  die  FlächenkrQm- 
muDgen  in  den  Eckpunkten  bezeichnen.  Hieraus  folgt  sofort  bei 
Anwendung  auf  alle  drei  Winkel,  dass  a,  /?,  y  bei  Verschiebung 
ihre  Werte  behalten  müssen.  Ein  unendlich  kleines  Dreieck 
kann  sich  also  nur  so  verschieben,  dass  seine  Ecken  auf  Linien 
Constanten  Krllmmungsmasses  fortrücken,  und  wenn  die  Bahn 
eines  Eckpunktes  beliebig  sein  soll,   so  muss  die  Fläche  selbst 
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constantes  Krtinmiungsmass  haben,  die  Möglichkeit  des  erstem 
Falles  zusaDimentreifend  nach  Christoffers  Einteilung  der  Flächen 
in  vier  Klassen  mit  der  zweiten,  der  letztere  Fall  mit  der  dritten 
und  vierten  Klasse.  Als  notwendige  Bedingungen  gelten  ftlr 
beide  Fälle  die  angeführten  oflFenbar  auch  fllr  endliche  Flächen- 
stticke.  Dass  sie  ausreichend  sind,  ergiebt  eine  leichte  Betrach- 
tung einer  Rotationsfläche,  sobald  folgender  Satz  bewiesen  ist: 
Jede  Fläche  von  nicht  constantem  Krüramungsmass,  welche  Linien 
constanter  Krümmung  hat,  ist  auf  einer  Rotationsfläche  abwickeU 
bar.  Der  Beweis  wird  in  folgender  Weise  geführt.  Wird  ein 
Flächenstock  auf  irgend  einem  Wege  verschoben,  so  müssen  die 
Biegungsinvarianten  (Grössen,  die  bei  Biegung  unverändert  blei- 
ben) jedes  Punktes  längs  seiner  Bahn  constant  sein.  Zu  diesen 
gehören  auch  die  von  Beltrami  so  genannten  zwei  Difi*ereDtial- 
Parameter  hyh^.  Wendet  man  nun  Parameter  an,  deren  einer  den 
Linien  constanter  Krümmung,  der  andere  den  rechtwinkligen 
Trajectorien  entspricht,  so  müssen  /i,  A,  reine  Functionen  der 
letzteren  sein,  und  es  zeigt  sich,  dass  der  Ausdruck  des  Linien- 
dementes  in  den  für  Rotationsflächen  übergeht.  Die  Resultate 
werden  in  der  Form  aufgestellt:  Wenn  zwischen  den  Seiten  und 
Winkeln  geodätischer  Dreiecke  eine,  bezw.  drei  Gleichungen 
bestehen,  so  ist  die  Fläche  auf  einer  Rotationsfläche  von  nicht 
constanter  Krümmung  abwickelbar,  bezw.  von  constanter  Krüm- 
mung.    Zwei  Gleichungen  allein  finden  nie  statt.  H. 


G.  Darboux.     Sur  la  repr^sentation  sph^rique  des  sur- 

fäces.     C.  R.  XCIV.  120-122,  158-160,  1290-1293,  1343-1345. 

Die  vorliegenden  Noten  behandeln  die  von  Bonnet  u.  A. 
untersuchte  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine  Kugel,  bei  welcher 
die  Tangentialebenen,  also  auch  die  Normalen  in  entsprechenden 
Punkten  parallel  sind.  Auch  Herr  Darboux  selbst  hat  sich  be- 
reits früher  mit  diesem  Gegenstande  beschäftigt  und  in  den 
Jahren  1868  und  1869  Noten  darüber  in  den  C.  R.  LXVII.  und 
LXVIII,  (siehe  F.  d.  M.  II.  1870.  550)  veröfiFentlicht.  Die  damals 
mitgeteilten  Resultate  werden  jetzt  vervollständigt  und  erweitert 
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Der  Grandgedanke  der  Entwickelung  ist  folgender:  Wir  be- 
traehten  eine  Ebene  mit  der  Gleichung 

W  ==  ux-^vy  •\-wz-\-p  =0, 

io  welcher  m,  t?,  tr, p  Functionen  zweier  Parameter  q  und  q^  sind; 
die  Enveloppe  dieser  Ebene  ist  eine  gewisse  Fläche,  und  zwar 
wird  durch  jedes  Paar  von  Parameterwerten  q  und  q^  ein  Punkt 
dieser  Fläche  bestimmt,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Para- 
meterlinien Q  =  const.  und  ^,  =  coust.  conjugirt  sind,  ist,  dass 

gleichzeitig  rl, — r — ,  — r^ —  und      ^  ^ —  verschwinden,  woraus 

^Q         dg,  dgdQ, 

ohne  Weiteres  folgt,  dass  die   vier    Functionen   fi,  ü,  tr,  p    einer 

Differentialgleichung  von  der  Form 

geDttgen.  Kennt  man  umgekehrt  fünf  Lösungen  dieser  Gleichung, 
tt,  V,  tr,  p,  p',  so  sind  die  Flächen  S  und  S',  welche  eingehüllt 
werden  von  den  Ebenen 

ux -\- vy  \- tcz -\- p  =  0 
und 

iia;  +  cy  +  ira  +  p'  =  0, 

durch  die  Parameter  g  und  q^  aufeinander  abgebildet,  und  die 
Parameterlinien  sind  iu  beiden  Flächen  conjugirt;  auch  sind  ent- 
sprechende Richtungen  auf  beiden  Flächen  parallel.  Ist  nun 
weiter  eine  dieser  beiden  Flächen  eine  Engel,  so  werden  die 
Parameterlinien  auf  dieser  orthogonal,  also  auch  auf  der  nicht 
sphärischen  Fläche;  folglich  sind  auf  der  letzteren  die  Parameter- 
linien die  Krümmungslinien.  Man  wird  also  zu  dem  Resultat 
geführt:  Ist  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (I)  gegeben, 
und  sind  n,  v,  tr,  p  vier  Integrale  derselben  von  der  Art,  dass 

(2)        fi'+©'-}-ii?'  =  p* 

ist,  so  definiren  die  Gleichungen 

U  V  IT 

"^"""p"'    *~7'  *""7" 

für  constantes  q  oder  q^  zwei  Schaaren  von  orthogonalen  Linien 
auf  der  Kugel;  und  die  allgemeinste  Fläche,  deren  KrUmmungs- 
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ÜDien  jenes  Orthogonalsystem  zum  sphärischen  Bilde  haben,  ist 
die  Enveloppe  der  Ebene 

ux -\- vy -\- WZ -{- P  =  0, 

wo  P  das  allgemeine  Integral  von  CO  ist.  Hiermit  ist  der  Gang 
für  die  allgemeinste  Behandlung  des  Problems  aufgefunden. 
Man  geht  z.  B.  von  der  Gleichung  aus: 

•  .X  ^r  V       d^d"  dd"  dd'  ^ 

Dieselbe  wird  befriedigt  durch  einen   Ausdruck  von  der   Form 


Nun  lassen  sich  vier  derartige  Ausdrücke  bilden,  indem  statt  der 
Constanten  Ai  die  Constanten  B»,  C,,  Z>,  gesetzt  werden.  Diese 
vier  Ausdrücke  mögen  der  Reihe  nach  gleich  u,  o,  tr,  p  gesetzt 
werden;  dann  können  die  Constanten  Aij  Bi^  Ci^  Dt  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Gleichung  (2)  erfüllt  wird.  Man  kommt  so  auf 
die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe,  alle  Flächen  zu  finden, 
deren  Krümmungslinien  zur  sphärischen  Abbildung  ein  System 
confocaler  sphärischer  Kegelschnitte  haben.  Dies  hatte  der  Ver- 
fasser früher  auf  andere  Weise  entwickelt.  Auch  Bonnet;hatte 
bereits  mit  Hülfe  eines  bekannten  Satzes  von  Joachimsthal  be- 
wiesen, dass  sich  jede  ebene  Krümmungslinie  sphärisch  als  ein 
Kreis  abbilden  muss,  woraus  sich  weiter  ergiebt,  dass  die  Auf- 
suchung der  Flächen  mit  zwei  Systemen  ebener  Krümmungs- 
linien auf  die  Untersuchung  derjenigen  Flächen  hinauskommt, 
deren  Krümmungslinien  sich  sphärisch  in  zwei  orthogonale 
Kreisschaaren  abbilden. 

Das  ist  der  Inhalt  der  ersten  Note.  Die  zweite  bespricht, 
wie  man  aus  gegebenen  Lösungen  des  Problems  ohne  neue  Inte- 
gration durch  eine  beliebige  Inversion  andere  Lösungen  herleiten 
kann.  Hervorzuheben  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Problems 
der  sphärischen  Abbildung,  welches  darin  besteht,  dass  man  eioe 
Fläche  2  auf  eine  Kugel  S  so  abbildet,  dass  beide  Flächen  in 
entsprechenden  Punkten  von  einer  veränderlichen  Kugel  berührt 
werden.     Aus   dieser   Abbildung   kann   leicht   die   frühere   als 
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specieller  Fall  hergeleitet  werden;  da  sie  aber  selbst  die  bemerkens- 
werte Eigenschaft  hat,  dass  den  ErQmmungslinien  auf  2  orthogo- 
nale Liniensysteme  auf  S  entsprechen,  und  da  sich  diese  Eigen- 
schaft bei  der  Transformation  durch  reciproke  Radien  erhält,  so  ist 
sie  in  vieler  Beziehung  interessant.  Auch  lässt  sich  hierbei  die 
Bildfläche  S,  welche  im  Allgemeinen  eine  Kugel  ist,  durch  eine 
EbeDc  ersetzen,  und  diese  Art  der  Abbildung  einer  Fläche  auf 
eine  Ebene  führt  ebenfalls  zu  bemerkenswerten  Beziehungen,  von 
denen  einige  besprochen  werden.  Die  beiden  letzten  Noten  ent- 
halten noch  eine  Reihe  von  Bemerkungen  über  die  Integration 
der  Gleichung  (3).  Wie  der  Herr  Verfasser  bereits  früher  be- 
wiesen hat,  lässt  sich  die  oben  aufgestellte  Bedingung  (2)  immer 
dann  erfüllen,  wenn  man  vier  particuläre  Integrale  der  Gleichung 
(3)  kennt,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades 
verbanden  sind.  Dies  kann  nun  auf  einen  speciellen  Fall  der 
Gleichung  (3)  angewendet  werden.  Ist  nämlich  A  =0  und  B  =  0, 
dagegen 

so  wird  die  Gleichung  (3): 

Bildet  man  nun  die  Differentialgleichungen 

(4)         P"  =.p{f(x)  +  tn]; 

(o)       (?"  =  C>[qp(^.)  +  ^]» 

wo  m  eine  Constante  bedeutet,  und  nennt  P,  und  P,  zwei  par- 
ticuläre Integrale  der  ersten  Gleichung,  in  welchen  für  x  gesetzt 
ist  (cf +/?•),  nennt  man  analog  Qi  und  0,  zwei  Integrale  der  zwei- 
ten, wo  fbr  x^  gesetzt  ist  (jx—ßi)^  so  erhält  man  die  vier  Lösungen 
der  Gleichung  (3) 

n  =  P,(?,  +  P.(?n      «?  =  P.  (?,-n(?., 

welche  die  Relation  (2)  erfüllen.  Wenn  die  Functionen  f  und  qp 
conjugirt  sind,  und  Q^  und  0,  bezüglich  zu  P,  und  P^  conjugirt 
sind,  dann  wird  das  so  definirte  sphärische  System  reell,  und  zwar 
isothermisch.     Dies    System    ist   durch    die   Function  f  und    die 
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CüDstantc  m  definirt.  Ersetzt  man  P^  und  P^  durch  zwei  andere 
particuläre  Integrale  der  Gleichung  (4),  so  erhält  man  Systeme, 
welche  aus  dem  ersten  durch  Inversion  hervorgehen.  Alle  diese 
Systeme,  welche  als  äquivalent  gelten  können,  nennt  der  Ver- 
fasser „correspondirend^^  der  Gleichung 

Auf  die  Form  (3)  lässt  sich  auch  eine  aus  der  Geometrie  und 
der  mathematischen  Physik  bekannte  Gleichung 

dh      ___        m(m-f-I) 

zurückführen.  Es  wird  angedeutet,  dass  man  auf  diese  Weise 
alle  Flächen  finden  kann,  welche  zur  sphärischen  Darstellung 
der  Krümmungslinien  die  Isothermensysteme  haben,  welche  den 
drei  Gleichungen  genügen: 

y'"  =  y[m(m  +  l)Fsin'x+Ä]. 

Hierin  sind  alle  bekannten  Fälle  enthalten.  Man  findet  so  un- 
endlich viele  algebraische  Flächen  mit  algebraischen  Krümmung»- 
linien.  Endlich  wird  noch  (in  der  letzten  Note)  gezeigt,  wie  noan 
aus  der  Gleichung 


dadß 

eine  unbjßgrenzte  Zahl  von  Gleichungen  derselben  Form  herleiten 
kann,  welche  alle  integrabel  sind,  wenn  die  Ausgangsgleichung 
es  ist.  A. 


H.   PoiNCARK.      Memoire    sur    les    courbes    d^finies  par 
une  öquation  difFörentielle.    R^ealJ.  (3)  Vlil.  251-296. 

Dieser  Artikel  ist  die  Fortsetzung  der  Abhandlung,  welche 
T.  VII.  375  beginnt  (s.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  591).  Der  nächste 
Gegenstand  ist  die  Theorie  der  „Consäquents."    Die  Discossion 
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der  Curvenforraen  schliesst  sich  an  die  Schnitte  der  Curven  mit 
einem  festen  Bogen  an.  Es  wird  gefragt,  ob  eine  in  einem 
Schnittpunkte  beginnende  Halbcharakteristik,  ohne  vorher  einen 
Knoten  gebildet  zu  haben,  den  Bogen  zum  zfveitenmal  und  öfter 
schneidet;  der  zweite  heisst  dann  der  „Consdquent'S  Dagegen 
werden  die  Doppelpunkte,  in  denen  Berührung  stattfindet,  nicht 
als  Endpunkte,  wie  die  Knoten,  sondern  als  Verzweigungs- 
punkte betrachtet,  so  dass  ihnen  zwei  Cons^quents  nachfolgen 
können.  Es  werden  viele  Sätze  über  den  Gurvengang  bewiesen, 
die  jedoch  nur  im  Zusammenhang  Bedeutung  haben.  Es  folgt 
die  Theorie  der  Grenzcykel,  dann  Beispiele,  dann  die  Unter- 
sucbang  der  Cjkel  ohne  Bertlhrung  und  Beispiele. 

H. 


Th.  Craig.     A  geometrical  theorem.  J  Hopkins  Oirc.  1882.  178. 

Der  Verfasser  stellt  ohne  Beweis  den  Satz  auf:  „Zieht  man 
parallel  allen  Hauptnormalen  einer  geschlossenen  Curve  im  Räume 
vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  Radien,  so  teilt  die  Curve  der 
Endpunkte  die  Oberfläche  in  zwei  gleiche  Teile.''  Dieser  Satz 
ist  jedoch  nicht  ohne  Einschränkung  richtig.  Stetigkeit  der  Ur- 
curve  bis  auf  die  zweite  Ordnung  muss  zunächst  vorausgesetzt 
werden,  damit  die  sphärische  Curve  überhaupt  Teile  der  Kugel- 
fläche begrenzen  kann.  Letztere  wird  dann  unter  Umständen  in 
mehr  als  zwei  Teile  geteilt.  Aber  auch  wenn  es  nur  zwei  sind, 
können  sie  jedes  beliebige  rationale  Verhältnis  haben.  Fügt  man 
hingegen  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  sphärische  Curve  keine 
Doppelpunkte  habe,  so  gilt  der  Satz  ohne  Ausnahme. 

H. 

8.  A.  Christensen.      Vindskjäve   Kurvers   Polarflade   og 

Evoluter.     Zeuthen  T.  (4)  VI.  17-19. 

Zusammenstellung  einiger  Sätze  über  Polarflächen  und  Evo- 
luten windschiefer  Curven.  Gm. 
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S.  LiE.  Bestimmung  aller  Raumeurven,  deren  Krüm- 
mungsradius, Torsionsradius  und  Bogenlänge  durch 
eine  beliebige  Relation  verknüpft  sind.    Chrisiiania  Verh. 

1?82.  No.  10   p.  1-6. 

Die  Aufgabe,  alle  Raumeurven  zu  bestimmen,  deren  Krüm- 
mungsradius g  und  Torsionsradius  r  gegebene  Functionen  von 
der  Bogenlänge  s  sind,  verlangt  nach  Hoppe  die  Integration  einer 
Riccati'schen  Gleichung  erster  Ordnung.  Aus  seinen  Unter- 
suchungen folgt  leicht,  obgleich  er  es  kaum  explicite  ausgespro- 
chen bat,  dass  man  alle  Raumeurven  angeben  kann,  die  eine  ge- 
gebene Relation  der  Form 

^  (••  /^.  /-)  =  0 

erfüllen.  Die  vorliegende  Note  giebt  die  allgemeine  Bestim- 
mung aller  Raumeurven,  die  eine  beliebig  gegebene  Relation  der 

Form 

W(s,  e,  r)  =  0 

befriedigen.  Hierbei  ist  indess  zu  bemerken,  dass  die  Formeln, 
welche  dieses  bemerkenswerte  Resultat  bieten,  mit  Imaginärem 
behaftet  sind,  welches  im  allgemeinen  Falle  kaum  weggeschafft 
werden  kann.  Die  angewandte  Methode  beruht  auf  der  alige- 
meinen Theorie  der  Differentialinvarianten.  L. 


A.  H.  CüRTis,     Solution   of  a  question   (6807).    Ed.  Times 

XXXVI.  104-105. 

Wenn  in  einer  Curve  die  Differenz  zwischen  den  Radien 
der  absoluten  und  der  sphärischen  Krümmung  constant  ist,  so 
haben  die  Orte  der  Mittelpunkte  der  absoluten  und  sphärischen 
Krümmung  zwischen  entsprechenden  Punkten  gleiche  Bogen- 
längen. Wn. 


A.  J.  C.  Allen.      Notes  on  solid  geometry.    Mesa.  ß)  xu. 

26-28. 

Beweise   bekannter   Sätze    1)   über   Regelflächen,    2)  aber 
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Raumcurven  tod  constanter  Erttmmung  und  Torsion,  3)  Über 
solche  Raumcurven,  bei  denen  KrQmnmngs-  und  Torsionsradius 
in  eoDstantem  Verhältnis  stehen.  Glr.  (Wn.). 


B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  und 

Raumcurven. 

A.  Cayley.     Determination  of  the  order  of  a  surface. 

MesB.  (2)  XII.  29-32. 

Eine  Ebene  OBC  und  eine  fest  mit  derselben  verbundene 
Linie  OA  mögen  um  den  Punkt  0  rotiren;  eine  variable  Ebene, 
die  darch  einen  festen  Punkt  w  geht,  möge  OA  in  A  und  die 
Ebene  OBC  in  BC  schneiden.  Beschreibt  dann  BC  eine  Regel- 
fläche von  der  Ordnung  n,  so  beschreibt  der  Punkt  A  eine  Fläche 
von  der  Ordnung  4fi.  Dieser  Satz,  dessen  Beweis  hier  mitge- 
teilt  wird,  ist  eine  Erweiterung  von  Newton's  organischer  Con- 
struction  von  Curven.  Der  Satz  wurde  zuerst  von  Herrn  C. 
Taylor  in  seiner  „Introduction  to  the  geometry  of  conics"  (1881) 
aufgestellt,  während  die  Bestimmung  der  Ordnungszahl  der 
Flächen  von  Herrn  Cayley  herrührt.  Glr.  (Wn.). 


W.L.  Tanner,  Ch.  Ladd.     Solution  of  a  question  (6998). 

Ed.  Times  XXXVII.  91. 

Entwickelung  der  Bedingungen  dafür,  dass  eine  gegebene 
Linie  auf  einer  Fläche  n*"  Ordnung  liegt.  Wn. 


M.  NöTHKR.      Zur  Grundlegung  der  Theorie  der   alge- 
braischen   Raumcurven.     Kronecker  J.  XCIII.  271-318. 

Diese  Abhandlung  bildet  einen  Auszug  aus  der  in  den  Ab- 
handlungen der  königlich  preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften  zu    Berlin    1883    erschienenen  Arbeit   von  Nother.     Zu 
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gleicher  Zeit  ist  eine  Arbeit  von  Halphen  in  dem  Journal  de 
r^cole  polytechnique  vol.  XXXIII.  p,  1-200  erschienen,  welche 
ganz  ähnliche  Resultate,  wie  die  Arbeit  von  Nöther,  gewinnt. 
Es  ist  hierin  ein  ganz  bedeutender  Schritt  in  der  allgemeioeD 
Theorie  der  Raumcurven  vorwärts  getan,  und  zwar  basiren  die 
Untersuchungen  auf  der  Anwendung  algebraisch- functionentbeo- 
retischer  Sätze,  wie  solche  Sätze  bei  den  ebenen  Curven  ja  eine 
so  hervorragende  Rolle  spielen.  Die  gewonnenen  Resultate  wer- 
den dann  zur  Aufstellung  der  verschiedenen  Species  aller  Curven 
bis  zur  siebzehnten  Ordnung  hin  verwendet;  auch  noch  einige 
allgemeine  Beispiele  sind  angegeben.  Die  ganze  Abhandlung 
zerfällt  in  drei  Teile. 

Der  erste  Teil  beginnt  mit  dem  Restsatz,  dem  Specialgrup- 
pensatz und  dem  Riemann-Roch'schen  Satz  für  ebene  Curven,  und 
stellt  im  Anschluss  daran  einen  Restsatz  für  Flächen,  einen  Rest- 
satz für  Raumcurven  und  einen  Specialgruppensatz  für  dieselben 
auf.  An  Stelle  der  adjungirten  Curven  (w— ä)^*""  Ordnung  bei 
ebenen  Curven  i}^^  Ordnung  treten  hier  adjungirte  Flächen 
(ju-f  y  — 4)*"  Ordnung,  wenn  die  Rauracurve  den  teilweisen  Schnitt 
zweier  Flächen  /i*",  resp.  v^"^  Ordnung  bildet.  Dann  wird  die 
Raumcurve  m*®^  Ordnung  als  Schnitt  eines  Kegels  m'^'  Ordnung 
mit  einem  Monoide  «"'  Ordnung  dargestellt  (welche  sich  ausser- 
dem   nur   noch   in   Geraden    schneiden)    und    die   Ungleichung 

«^—  gefolgert.     Aus  dieser  Darstellung    ergeben    sich   ferner 

die  drei  Sätze: 

I.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine 
ebene  Curve  die  Projection  einer  Raumcurve  von  der  Ordnung  m 
und  dem  Geschlechte  p  sei,  ist  für  p^m  — 2  die,  dass  alle 
adjungirten  Curven  («—4)*®'  Ordnung,  welche  h — 1  Doppelpunkte 
der  ebenen  Curve  passiren,  auch  durch  den  ä'®°  Doppelpunkt  hin- 
durch gehen.  Für  p<m  — 2  herrscht  keine  Bedingung.  (Die 
Doppelpunkte  der  ebenen  Curve  entsprechen  scheinbaren  Punk- 
ten der  Raumcurve,  da  letztere  immer  ohne  wirkliche  Doppel- 
punkte vorausgesetzt  wird.) 
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II.  Kann   man  durch  h — ö-O+O  Doppelpunkte  der  Pro- 
jeetioDSCurve    eine    adjungirte    Curve     m— i  — 3    legen;     wenn 

jn        1 

m— f— 3^ — 5 —  ,    80   geht  dieselbe  auch    durch    die    übrigen 

—  (t-f-l)  Doppelpunkte. 

III.  Sei 

P>«i~-^(t-hlX»+^^)(i+3)+l+*,  woÄ  =  0,l,2,.-,t=J,2,..., 

sein  kann.      Stellen    dann    die    h  Doppelpunkte    der    ebenen 
Curye  für  die  ajungirten  Curven  (m  — i  — S)*"  Ordnung  mehr  als 

A— --i(i4-l)(i4-2)  +  fc  lineare   Bedingungen   dar,    so  liegt  die 

0 

RaumeurTC  auf  wenigstens  sc*  Flächen  i^^'  Ordnung. 

Durch  eine  beliebige  eindeutige  Transformation  der  Raum- 
curven  in  ebene  Gurven  findet  der  Verfasser  noch  den  Satz:  Die 

Constantenzahl  der  Gesammtheit  aller  Raumcurven  von  der  Ord- 

3 
nung  m   und   dem    Geschlecht  p  ist  =  4t»   für  m>^—  (p  +  4), 

3 
dagegen  ^4ot    fhr  m<  —  (p  +  4). 

Der  zweite  Teil  stellt  zunächst  für  ebene  Curven  den  Satz 
auf:  Soll  auf  einer  ebenen  Curve  f^  von  der  Ordnung  [i  und 
ohne  vielfache  Punkte  die  Gruppe  Gaft-ß  (0^/?<iu)  von 
(o^<  —  /9)  Punkten  derart  sein,  dass  unter  Berücksichtigung  von 
f «  =  0  möglichst  viele  Curven  von  jeder  beliebigen  Ordnung 
y^a  hindurch  gehen,  so  ist  notwendig  und  genügend,  dass  Ga^M^ß 
eine  auf  einer  Geraden  liegende  Gruppe  von  /?  Punkten  zum 
Rest  hat. 

Dieser  Satz  wird  dann  auf  Flächen  übertragen  und  lautet 
dann:  Die  Raumcurven  m^^'  Ordnung,  welche  auf  einer  Fläche 
y^  Ordnung  liegen  sollen  und  das  grösstmögliche  Geschlecht  n 
haben,  müssen  eine  ebene  Restcurve  besitzen.     Und  zwar  ist 

wenn  die  Ordnung  der  Restcurve  ß  und  die  Ordnung  der  Fläche, 
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welche    die   Raunacurve   w**"'  Ordnung    und    die    Restcurve   aus- 
schneidet, gleich  a  ist. 

Nun  wird  die  Frage  aufgestellt,  wann  durch  eine  Rauracurre 
njter  Ordnung  vom  Geschlecht  p  eine  Fläche  ^**'  Ordnung  hindurch 
geht,  und  das  Resultat  gefunden,  dass  es  noch  eine  lineare 
cx^^-Schaar  von  Flächen  ß^^^  Ordnung  giebt,  wo  X  die  grösste 
Zahl  bedeutet,  welche  den  Ungleichungen 

iwm<2(JV^— A)     und    p>ium  — (JV^— X), 

genügt.    (Giebt  es  keine  positive  Zahl  ^,  so  giebt  es  auch  keine 
Flächen  fi*«'  Ordnung).     Speciell  giebt  es  eine  Fläche  /i**'  Ord 
nung  durch  die  Raumcurve  von  der  Ordnung  m  und  dem   Ge- 
schlechte p,  wenn  /iiii<:2iV^  und  p^fim  —  Nu-\'  \j    oder  weun 
fim^2Nf,  und  p>ßm—  N^^-}-  l  ist. 

Die  vorige  Fragestellung  führt  dann  unmittelbar  zu  der  neuen: 
Wann  geht  durch  eine  Raumcurve  m'" Ordnung  vom  Geschlecht;?, 
welche  bereits  auf  einer  Fläche  /u'"  Ordnung  liegt,  eine  Fläche 
yter  Ordnung  (y^^jti  — 3)?  Auch  hier  ist  die  Antwort,  dass  es 
noch  eine  lineare  cc^-Schaar  von  Flächen  v^^^  Ordnung  und  im 
Allgemeinen  keine  weitere  giebt,  welche  durch  die  Raumcurve 
m^"*' Ordnung  hindurch  geht;  wo  A  die  grösste  Zahl  ist,  die  den 
Ungleichungen 

vm<:2{Wy^u  —  X)     und    p>vm^Wy^f^-\-l 

genQgt.  Dabei  bedeutet  fKv,^  die  Mannigfaltigkeit  aller  Gurven 
^i—  i/ter  Ordnung,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche  /u**'  Ordnung 
von  allen  Flächen  i^^'  Ordnung  ausgeschnitten  werden;  es  ist 
also 

Es  giebt  speciell  eine  Fläche  y*"  Ordnung  durch  unsere  Curve, 
wenn 

vm<:2  Wy^u     und     p>vm—  Wy^^ 
ist.    Ist  die  letzte  Ungleichung  erfüllt,  aber  y/i^2fKy,^,  so  giebt 
es  durch   die  auf  der  Fläche  /u*"  Ordnung  gelegene  Raumcurve 
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fli*"  Ordnung  entweder  noch  eine  Fläche  y**'  Ordnang,  oder  die 
Flächen  v^®'  Ordnung  schneiden  die  Rauincurve  in  Specialpunkt- 
gruppen. Aus  vm^2Wy^ft  ergiebt  sich  auch  eine  obere  Grenze 
fftr  y. 

Wie  schon  gesagt  wurde,  giebt  es  für  vm^2Wy^u  noch  zwei 
Möglichkeiten,  und  so  wird  weiter  untersucht,  wann  die  eine 
oder  andere  eintritt,  wann  also  noch  eine  Fläche  v^*^  Ordnung 
durch  die  Curve  m^*'  Ordnung,  welche  sich  auf  einer  gegebenen 
ju^'  Ordnung  befindet,  hindurch  geht,  und  wann  nicht.  Dazu  kann 
entweder  die  Restmethode  benutzt  werden,  welche  die  Frage  fUr 
die  gegebene  Curve  auf  eine  solche  für  eine  corresiduale  Curve 
überführt,  oder  die  Methode  des  ebenen  Schnittes,  welche  mit 
Hülfe  des  zu  Anfang  des  zweiten  Teiles  gegebenen  Satzes  fUr 
ebene  Curven  die  Frage  entscheiden  lehrt. 

Der  Verfasser  setzt  nun  aus  einander,  wie  man  alle  irreduc- 
tiblen  Raumcurven  i»*"  Ordnung  voiir  Geschlechte  p  erhalten 
kann.  Man  nimmt  zunächst  an,  dass  die  Curve  auf  einer  Fläche 
yi^  Ordnung  liegt,  und  dass  diese  Fläche  die  Flüche  niedrigster 
Ordnung  ist,  welche  durch  die  Kaumcurve  hindurchgeht.  Dann 
wird  es  noch  eine  Fläche  i/'**"  Ordnung  geben,  welche  die  Raum- 
curve  m**'  Ordnung  ebenfalls  enthält,  und  welche  noch  eine  Rest- 
curve  von  der  Ordnung  m'  =  f,iv—m  ausschneidet.  Construirt 
man  also  umgekehrt  solche  Rcstcurven  von  der  Ordnung  m', 
welche  aus  der  Fläche  ju*"  Ordnung  durch  eine  Fläche  v'"  Ord- 
nung ausgeschnitten  werden,  so  erhält  man  die  gesuchten  Raum- 
curven m'"  Ordnung  als  Uestcurven  dieser  Curven.  Die  Aufstel- 
lung solcher  Restcurven  m''*'  Ordnung  erledigt  sich  aber  nach 
den  vorhergehenden  Sätzen.  Bei  angenommenem  jn  sind  für  v 
noch  verschiedene  Werte  zu  setzen,  die  Grenzen  für  v  bestimmen 
sich  den  früheren  Ungleichungen  gemäss.  Um  alle  Raumcurven 
w*"  Ordnung  und  vom  Geschlecht  p  zu  erhalten,  muss  man  dem 
H  nach  einander  die  Werte  2,  .-5, ...,  beilegen.  Der  höchste  Wert, 
den  ju  annehmen  kann,  ist  der  kleinste  Wert,  welcher  den  beiden 
Ungleichungen 

2JV^— iWjU>U    und    N^—mfi-\'p>0 
zugleich  Genüge  leistet. 

Fortichr.  d.  liath.  XIV.  3.  43 
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Der  Schluss  des  zweiten  Teiles  wird  noch  dazu  benutzt,  die 
Zahl  der  Gonstanten  einer  Raumcurve  m**'  Ordnung  vom  Ge- 
schlecbte  p  genau  zu  geben,  oder  doch  fttr  dieselbe  eine  genauere 
untere  Grenze  als  die  am  Ende  des  vorigen  Teiles  gegebene 
Zahl  4m  zu  finden.  Dazu  werden  folgende  Grössen  definirt. 
Afi,  resp.  Ay  sei  für  eine  Fläche  ^*«' Ordnung,  resp.  v^  Ordnung 
die  Zahl  der  Bedingungen,  um  durch  eine  gegebene  Raumcurve 
m**'  Ordnung  und  vom  Geschlechte  p  hindurch  zu  gehen.  Ferner 
sei  S^,y  die  Zahl  der  wirklichen  Doppelpunkte,  welche  der  voll- 
ständige Durchschnitt  zweier  Flächen  ^**'  und  y*®'  Ordnung  auf- 
weist, dessen  einer  Teil  eine  solche  Raumcurve  /i**'  Ordnung 
vom  Geschlecht  p  ist.  Endlich  sei  aju.r  die  Zahl  der  Bedingun- 
gen, damit  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen  pi^  und 
V**'  Ordnung  in  zwei  Curven  mit  S^^^  Schnittpunkten  zerfalle. 
Dann  ist 

und 

u  =  Af,+Ay—a^^y. 

Der  dritte  Teil  giebt  eine  Einteilung  der  Curven  und  eine 
Aufzählung  aller  Curven  bis  zur  siebzehnten  Ordnung  nach  die- 
sem Einteilungsprincip.  Das  Gesammtgebiet  der  Raumcurven 
von  gegebener  Ordnung  m  und  gegebenem  Geschlecht  p  bildet 
eine  algebraische  im  Allgemeinen  reducible  Mannigfaltigkeit. 
Die  Raumcurven,  welche  demselben  irreductiblen  Gebiete  ange- 
hören, bilden  eine  Curvenfamilie.  Ein  anderes  Einteilungsprincip 
giebt  uns  die  Ordnungszahlen  der  Flächen  niedrigster  Ordnung, 
auf  denen  die  Curven  liegen  können;  demnach  unterscheidet  der 
Verfasser  Curvenspecies.  Die  Species  sind  Unterabteilungen  der 
Familien.  Es  werden  dann  die  Aufzählung  der  Raumcurven 
bis  zur  siebzehnten  Ordnung  vorgenommen,  indem  bei  jeder 
Ordnung  zunächst  nach  den  Geschlechtszahlen  und  dann  weiter 
nach  den  Species  vorgegangen  wird.  Zugleich  wird,  so  weit 
möglich,  die  Zusammengehörigkeit  der  Species  zu  Familien  an- 
gegeben. Rn. 
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Weill.     Sur  des  polygones  dont  le»  c6tt5s  sont  tangents 
k  une   courbe   et  dont  tous  les  sommets  sont  sur  la 

COUrbe.    S.  M.  P.  Bull.  X.  127-131. 

Auf  einer  unicursalen  Curve  iii*~  Grades  werden  die  Punkte 
durch  die  Werte  eines  Parameters  t  ausgedrückt;  und  es  wird 
dann  durch  einfache  analytische  Betrachtungen  das  Theorem  be- 
wiesen: Zieht  man  in  einem  Punkte  /  einer  unicursalen  Curve 
m^  Grades  eine  Tangente ,  welche  die  Curve  in  den  Punkten 
7,,  r„  ...,  T|„.2  schneidet,  und  ist  die  Gleichung,  aus  welcher 
T„  T„...,T^_2  als  Function  von  t  gefunden  wird,  also  f(T^t)  =  0, 
homogen  für  T  und  t,  so  treffen  sich  die  Tangenten,  die  die  Curve 
in  den  Punkten  T,,  T,,...  hat,  paarweise  in  Punkten  £,  welche 
gleichfalls  auf  der  Curve  liegen;  die  Tangenten,  welche  die  Curve 
in  den  B  hat,  treffen  sich  zu  dreien  in  Punkten  C  der  Curve, 
u.  8.  w.  Wenn  man  ferner  von  einem  Punkte  einer  solchen 
Curve  an  dieselbe  Tangenten  zieht,  so  liegen  deren  Berührungs- 
punkte paarweise  auf  je  einer  Curventangente,  die  Berührungs- 
punkte dieser  letzteren  Tangente  zu  dreien  wieder  auf  Curven- 
tangenten,  u.  s.  w.  Der  Herr  Verfasser  betrachtet  dann  im  Be- 
sondern  Curven  von  der  Gleichung 

WO  a,  /?,  y  drei  lineare  Functionen  bezeichnen.  Nachher  wird 
eine  Raumcurve  betrachtet,  welche  die  Gleichungen 

bat;  construirt  man  in  einem  Punkt  dieser  Curve  die  Schmie- 
gUDgsebene,  welche  die  Curve  in  Punkten  T  trifft,  so  ist  die 
Gleichung  zwischen  t  und  T  homogen;  die  Schmiegungsebenen, 
welche  die  Curve  in  den  Punkten  T  hat,  bilden  ein  Polyeder, 
dessen  Kanten  die  Curven  treffen;  construirt  man  weiter  in  diesen 
Treffpunkten  an  die  Curve  die  Schmiegungsebenen,  so  treffen 
diese  sich  zu  dreien  wieder  auf  der  Curve  u.  s.  w.   Die  Gleichung 

T 

för  —  lautet  hier: 

43* 
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(zP^  l)?r(g-r)  +  C»*-l)rp(r-p)  +  (*-~l)pg(p-7)  =  0, 

T 

wo  —  =  »  gesetzt  ist. 

Mz. 


C.     Raumgebilde  ersten,    zweiten   und    dritten  Grades. 

Ch.  Brissk.      Application   des   propri^tös  des  polynöraes 
homogfenes  ä  la  discussion  de  l'^quation  en  S. 

Nouv.  Ann.  (3)  I.  193-207. 

Sind  A,/i,  V  die  Winkel,  welche  die  drei  positiven  Goordina- 
tenaxen  eines  beliebigen  Parallelcoordinatensystems  mit  einander 
bilden,  so  ist  der  Ausdruck 

a  =  ir'-}-y*4-Ä'  +  '^y5C08i-f-2»xcos^-|-2xyco8v, 

welcher  bekanntlich  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes 
X,  y,  2  vom  Anfangspunkt  ausdruckt,  gleich  einer  Summe  von  drei 
positiven  und  verschiedenen  Quadraten,  welche  für  keine  reellen 
Werte  von  a;,y,Ä  verschwindet,  ausser  für 

X  =  0,  y  =  0,  a  =  0. 
Ist  ferner 

eine  homogene  Function  zweiten  Grades  mit  reellen  Goefficienten, 
so  fragt  es  sich,  für  welche  Werte  des  Parameters  S  der  Aus- 
druck 

q>'-  Sa 

in  ein  Product  von  zwei  linearen  Factoren  zerfällt.  Hierzu  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dass  S  der  folgenden  Gleichung 
dritten  Grades  genltge: 

A—S  ,     B"-Scosv,     Ä'-Scos/M 

ß"-Scosv,     A'-S         ,     ß-ScosA     =0. 
JS'— .Scos/i,     Ä-ScosA  ,     A"-S 

Diese  Gleichung  (I)  ist  es,  mit  deren  Discussion  sich  die  Arbeit 
beschäftigt.  Als  Anwendung  knüpft  sich  daran  die  Glassifica- 
tion  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  Aufsuchung  ihrer  Kreis- 
scbnitte,    die    Aufstellung  der  Bedingung   für   die  UaidrehuDgs- 


(I)       J(S)  = 
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flächen  fhr  beliebige,  also  im  allgemeinen  schiefwinklige 
Parallelcoordinaten.  Die  Methode  der  Untersuchung  ist  etwa 
folgende. 

1.  Die  Gleichung  (l)  hat  nur  reelle  Wurzeln;  denn,  wäre 
eine  Wurzel  gleich  S  =  t«+tü,  so  wäre 

g)— Sa  =  g)— titf — iea  =  (P'\'iQ)R, 

Wählt  man  x,  y,  js  von  Null  verschieden,  so  dass  P  =  0,  Q  =  0, 
80  muss  va  =  0  sein;  a  ist  nicht  Null,  also  muss  die  Constante 
t  gleich  Null  sein. 

2.  Zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  (I)  geben  für 
{(p—Sa)  zwei  Zerlegungen  von  verschiedenem  Charakter,  wobei 
folgende  Charaktere  unterschieden  werden: 

P'+Q\  P'-Q'-P'-Q^  P^^-Q^  0, 

von  denen  aber  der  vierte  als  specieller  Fall  im  ersten  und 
zweiten,  der  fünfte  als  specieller  Fall  im  zweiten  und  dritten, 
der  sechste  endlich  in  allen  vorhergehenden  enthalten  ist.  Sind 
etwa  S  und  S'  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  (I)  und 
ist  S'>S,  so  kann  nicht  gleichzeitig  sein: 

q>^Sa    =r+0\ 

denn  sonst  wäre 

{S'-'Syi  =  P'  +  0'-  P'*-  (?"; 

dies  ist  unmöglich,  da  die  linke  Seite  stets  positiv  ist,  ausser  für 
x  =  0,  y  =  0,  Ä  =  0,  die  rechte  aber  negativ  wird,  wenn  P  =  0, 
0  =  0,  aber  nicht  a?  =  0,  y  =  0,  »  =  0. 

In  derselben  Art  lassen  sich  auch  die  übrigen  Teile  der  Be- 
hauptung beweisen. 

3)  Sind  nun  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (I)  ver- 
schieden, und  ist 

S<S'<:S'\ 

80  ergiebt  sich  leicht,  dass 

tp-Sa    =  P'  +  O', 
(p^S'a  =  P"-Q'% 


g78  ^^'  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

und  zwar  mit  Ausschluss  der  Charaktere  4,  5  oder  6.  Die  Fälle, 
in  welchen  zwei  oder  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  ergeben 
sich  hieraus  leicht  durch  Grenzbetrachtungen;  nämlich,  wenn 

S  =^S'<S", 


so  ist 


also 


Wenn 


so  ist 


also 


Wenn 


0  =  0'  =  0,  P=^  F; 


P'  =  P"  =  0;    (?'  =  0"; 


tp-Sa  =  P'4-(?';  9)-S"a  =  -(?"•. 


S  =  S'  =  S", 
so  müssen  alle  Ausdrücke  Null  sein,  also 

(pSa  =  0. 

4)  Ist  eine  und  nur  eine  der  drei  Wurzeln  von  (I)  gleich 
Null,  so  ist  (p  selbst  in  ein  Product  zerfällbar,  also  von  einer 
der  drei  Formen 

P'+O',  P •-(?',  — P'—O*. 

Sind  zwei  der  drei  Wurzeln  von  (I)  gleich  Null,  die  dritte  nicht, 
so  ist  (p  von  einer  der  beiden  Formen  P"  oder  —0'*.  Wenn 
die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (I)  Null  wären,  so  wäre  gt 
identisch  Null.  Diese  drei  Behauptungen  lassen  sich  auch  am- 
kehren. 

5)  Aus  diesen  Betrachtungen  kann  man  nun  Schlüsse  Ober 
die  Form  der  Function  q>  machen,  die  sich  folgendermassen  kurz 
zusammenfassen  lassen:  Bezeichnen  «,  c',  c"  die  Werte  -|- 1,-1,0, 
je  nachdem  die  Wurzeln  S,  S',  S"  positiv,  negativ  oder  Null  sind, 
und  bezeichnen  X,  F,  Z  reelle  homogene  Functionen  ereten  Grades 
von  x,y,2,  so  lässt  sich  q>  stets  in  die  Form  bringen: 

6)  Die  Anwendung  auf  die  Discussion  der  Fläche  zweiter 
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Ordnung  mit  der  allgemeingten  Gleichung 

f  =  q>+2Cxi'2C'y+2C"A+D  =  0, 

woftlr  man  Bchreiben  kann: 

€X'+«'y'+«"Z'+2Caj-f2C'y+2C"«+D  =  0, 

hat  nun  keine  Schwierigkeit  Hat  die  Gleichung  (I)  kein  Mal 
die  Wurzel  Null,  so  ergeben  sich  die  Flächen  mit  einem  einzigen 
Mittelpunkt,  im  Ganzen  sechs  Typen.  Hat  sie  einmal  die  Wurzel 
Kall,  so  ergeben  sich  die  Paraboloide,  die  elliptischen  und  hyper- 
bolischen Cylinder  und  die  imaginären  oder  zwei  sich  schneidende 
reelle  oder  imaginäre  Ebenen;  im  Ganzen  sieben  Typen.  Hat 
sie  zweimal  die  Wurzel  Null,  so  ergeben  sich  die  parabolischen 
Cylinder  oder  zwei  parallele  Ebenen  reell,  zusammenfallend  oder 
eoDJagirt,  im  Ganzen  vier  Typen. 

7)  Aufsuchung  der  Ereisschnitte.  Wenn  die  Gleichung  (I) 
lauter  verschiedene  und  von  Null  verschiedene  Wurzeln  hat,  so 
kann  tp,  wie  oben  gezeigt  ist,  in  folgende  drei  Formen  gebracht 
werden : 

Bei  Benutzung  der  zweiten  Form  ergiebt  sich  demnach  leicht 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Ebenen  parallel  den  Ebenen  P'+Q'  =  0 
die  Fläche  in  Kreisen  schneiden.  Ausser  diesen  beiden  Kreis- 
schaaren,  die  in  reellen  Ebenen  liegen,  giebt  es  entsprechend  der 
ersten  und  dritten  Form  noch  zwei  Kreisschaaren,  deren  Ebenen 
parallel  sind  den  Ebenen  P+iQ  =  0,  und  zwei  solche,  deren 
Ebenen  parallel  sind  den  Ebenen  P"±%Q"  =  0.  Dieser  Fall 
kann  eintreten  bei  den  ersten  der  oben  betrachteten  Typen.  Hat 
die  Gleichung  (I)  lauter  verschiedene  Wurzeln,  deren  eine  Null 
ist,  so  folgt,  wenn  etwa  die  mittlere  Wurzel  S*  Null  ist, 

(p  =  F'-O", 
also: 

•    f  =  (P'^0XP'-{-0')  +  2Cx  +  2C'y  +  2C'!&  +  D. 
Jede  Ebene  parallel  den  Ebenen  P'^Q*  =  0  schneidet  die  Fläche 
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in  einer  reellen  Geraden,  welche  als  Kreis  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkt  betrachtet  weiden  kann.  Die  vier  anderen  Kreis- 
schaaren,  welche  paarweise  Wurzeln  S  und  S"  entsprechen, 
bleiben  bestehen  und  liegen,  wie  oben,  in  imaginären  Ebenen. 
Dieser  Fall  kann  eintreten  beim  hyperbolischen  Paraboloid,  dem 
hyperbolischen  Cylinder  und  bei  zwei  sich  schneidenden  reellen 
Ebenen.  Ist  nicht  die  mittlere  Wurzel  Null,  sondern  eine  andere, 
so  ergeben  sich  statt  zweier  Kreisschaaren  zwei  Schaaren  imagi- 
närer Gerader,  zwei  andere  Kreisschaaren  werden  reell,  und  die 
beiden  letzten  werden  imaginär.  Dieser  Fall  kann  eintreten 
beim  elliptischen  Paraboloid,  dem  elliptischen  Cylinder,  dem 
imaginären  Cylinder  und  zwei  sich  schneidenden  imaginären 
Ebenen.  Sind  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (I)  gleich,  aber 
von  Null  verschieden,  so  ergeben  sich,  wie  man  sofort  erkennt, 
ümdrehungsflächen  der  sechs  ersten  Typen.  Sind  zwei  Wurzeln 
gleich  Null,  so  ergeben  sich  Flächen,  welche  man  ansehen  kann 
als  gewisse  Grenzgestaltcn  von  Ümdrehungsflächen;  dieser  Fall 
tritt  ein  bei  den  vier  letzten  Typen.  Zum  Schluss  ist  der  kurze 
Nachweis  zugefügt,  dass  ausser  den  durch  (I)  gefundenen  Kreis- 
schaaren keine  anderen  auf  der  Fläche  existiren.  A. 


Ch.  Brisse.      R^duction  de  T^quation  gdndrale  des  sur- 
faces  du  secoiid  ordre  en  coordonn^es  obliques. 

Nouv  Ann.  (3)  I.  207-217. 

In  dieser  Arbeit  wird  die  Reduction  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  in  schiefwinkligen  Coordinaten 
von  einem  anderen  Ausgau^»j)unkte  vorgenommen,  als  in  der 
vorigen,  nämlich  durch  Aufsuchung  der  Hauptrichtungen.  Unter 
Zugrundelegung  desselben  Coordinatensystems,  wie  in  der  vorigen 
Arbeit,  wird  zunächst  die  Einführung  neuer  Axen  (x',  y\  js')  be- 
sprochen. Schneiden  diesclbeu  eine  Kugel  mit  dem  Radius  l 
um  den  Anfangspunkt  in  denPunkten  fl,  6,  c;  a',  fc',  c';  a",  6",  c", 

so  wird 

X  =  ax'  -\-  f/'^'-j-a"a'^ 

z  =  ex'  i-c'y'  +c"ä', 
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und  die   Äxe  der  d/  bildet  mit  den   ursprfloglicben    Azen   die 

Winkel  a,  /?,  y,  wo 

cosof  =  a  +6  cosy  -f  c  cos/i, 

008/?  =  aco8/J+  6  +  ccosA, 

cos y  =  o  C08/U  4-  ^  cos!  +  c         ,  etc. 

Der  Winkel,  den  die  Richtungen  a,  6,  c  und  a',  6',  c'  mit  einander 
bilden,  ist  bestimmt  durch: 

cos  r  =  (aa'  -f  66'  +  c&)  +  (6c' +  6'c)  cos^ 
+  {ca'+  a'c)  cos/u  +  (a6'+a'6)  cos v 
Diejenige  Ebene,   welche  conjugirt  ist  zu  den  Geraden,   deren 
Richtung  bestimmt  ist  durch 

X-   y   __    * 

ist  parallel  zu  der  Ebene: 

(Aa  +  B"b  +  ffc)x  +  (F'a  +  A'b  +  Bc)y  +  (B'a  f  B6  -f  A"c)»  =  0, 

wenn  die  Coefficienten   der  Gleichung  der  Fläche  f  =  0  wie  in 
der  vorigen  Arbeit  bezeichnet  werden.    Sollen  jene  Geraden  auf 
der  conjugirten  Ebene  lotrecht  stehen,  so  müssen  die  Coefficienten 
der  Gleichung  der  Ebene  den  Cosinus  der  drei  Winkel  propor- 
tional sein,  welche  die  Gerade  mit  den  drei  Axen  bildet,  also: 
ii  a  +  B"6  +  ß'  c  =  S(a  +  6  cosv  +  c  cosfi), 
B"a  +  4'6  +  B  c  =  5(a cos»  +  6  +  ccosA), 
F  a  +  B  6  +  il"c  =  S(a  cos^w  +  6  cosi  +  c) 
oder 

/(i4-S)a  +  (Ä"— Äco8»)6+(Ä'-Sco8/u)c  =  0. 

(II)         (B"— Sco8F)a  +  (/4'-S)6  +  (B-Sco8A)c  =  0. 

(B'  -S  cos /i)a  +  (B-S  cos  A)  6  +  (/t'-  .S)  c  =  0. 

Da  nicht  zugleich  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0   sein  kann,   führt  die 
Elimination  von  a,  6,  c  wieder  auf  die  Gleichung 

d{S)  =  0 
der  vorigen  Arbeit,  woran  nun  die  weiteren  Folgerungen  leicht 
geknüpft  werden.  Namentlich  zeigt  sich,  dass  eine  einfache 
Wurzel  der  Gleichung  in  S  eine  bestimmte  Hauptrichtung  ergiebt; 
eine  doppelte  Wurzel  dagegen  ergiebt  unzählig  viele  Hauptrich- 
tuogen,  welche  sämmtlich  einer  Ebene  parallel  sind.    (Rotations- 
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flächen).  Eine  dreifache  Wurzel  giebt  für  die  Hauptrichtung  jede 
beliebige  Richtung.    (Kugeln). 

Sehr  einfach  findet  man  auch  den  Nachweis,  dass  zwei  ver- 
schiedene Wurzeln  der  Gleichung  in  S  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Hauptrichtungen  ergeben,  wenn  man  die  beiden  Wurzeln 
S  und  S'  in  die  drei  Gleichungen  (II)  einsetzt,  sie  das  eine  Mal 
mit  a',6',  c\  das  andere  Mal  mit  — a,  —b,  —c  multiplicirt  und  dann 
addirt.  Ebenso  ergiebt  sich  leicht  der  Zusammenhang  zwischen 
den  drei  Hauptrichtungen  und  den  Stellungen  der  Ebenen  der 
Kreisschnitte.  Nach  diesen  Vorbereitungen  wird  nun  die  Reduc- 
tion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  in  schiefwinkligen 
Parallelcoordinaten  durchgeführt;  indem  die  Gleichung  erst  auf 
drei  beliebige  conjugirte  Richtungen  als  Axen  transformirt  wird, 
dann  specieller  auf  die  drei  Hauptrichtungen. 

Das  Interesse,  welches  die  Arbeit,  ebenso  wie  die  vorige, 
beansprucht,  liegt  wohl  wesentlich  darin,  dass  durch  sie  gezeigt 
ist,  wie  auch  bei  schiefwinkligen  Coordinaten  sich  die  Discussion 
der  Flächen  zweiten  Grades  nicht  wesentlich  complicirter  gestal- 
tet, als  bei  rechtwinkligen.  A. 


A.  J.  C.  Allen.     On  the  general  equation  of  the  second 
degree  referred  to  tetrahedral  coordinates.    Lond.,  M.  S. 

Proc.  Xin.  165-172. 

Die  Arbeit  enthält  eine  kurze  und  sehr  elegante  Discussion 
der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  in  tetraedrischen  Coor- 
dinaten, ein  Problem,  mit  welchem  sich  fast  gleichzeitig  auch, 
wie  der  Herr  Verfasser  bemerkt,  Herr  Hart  (Lond.,  M.  S.  Proc 
XII.  p.  135,  siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  522)  beschäftigt  hat,  in- 
dessen unter  Anwendung  einer  anderen  Methode.  Sind  a,  6,  c 
drei  in  einer  Seitenfläche  liegende  Kanten  des  Coordinatentetraeders, 
a\  b\  c*  die  drei  ihnen  bezüglich  gegenüberstehenden  Kanten, 
a,  /?,  y^  i  die  Coordinaten  eines  Punktes  P,  nämlich  die  Volumina 
der  Tetraeder  mit  der  Spitze  P  und  den  Grundflächen  a'6c,  ab% 
ahc\  abcj  jedes   dividirt  durch    das  Volumen    des    Coordinaten- 
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tetraeders,  ebenso  a^,  ß^,  /o,  d^  die  Coordinaten  eines  Punktes  P, 
etc.,  und  ist  P^  P  =  r,  so  ist 

and 
Ist  dann 

die  Gleichung  einer  Geraden,  so  ist 

X^^^V+Q =0 

and 
Nun  sei 

iii,ia"  +  tt2,?/J*  +  tt3^y*+t«4.4d'+2Mi,?a/J  +  --  =  ff'(aßyd)  =  0 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  a^^ß^^y^jd^^  ihr  Mittel- 
punkt, r  ein  Halbmesser,  welcher  zur  Richtung  Xfit^Q  gehört, 
dann  ist 

^.  ^  _    <P(^.ßoYo^.)    . 
d<]p  dg>  d(p  d(p 

und  die  Bedingung,  dass  r*  ein  Maximum  oder  Minimum  werde, 
kommt  darauf  hinaus,  dass  9>(>tjuy^)  ein  Minimum,  resp.  Maximum 
werde.    Hieraus  leitet  der  Verfasser  die  Gleichung  ab: 


«M 


c'cp  6*0)  a'V 


«1,3  -h-^,      «2^+"g^J      «3,3 


,      «^3,4  +  -^^,        1 


«'1.4  +  -^,      «2.4+-^,      113,4-}--^,      M4.4 


l 


1 


1 


1 


0 


=  0. 


Dies  ist  eine  cubische  Gleichung  für  qp  =  <)r'(A,iM,  y,  ^);   die  ent- 
sprechenden Werte  von  r  sind  dann  die  Quadrate  der  Halbaxen, 
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deren  Richtungen  alsdann  auch  leicht  bestimmt  werden  können. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  Axen  eines  Schnittes  mit  einer 

Durchmesserebene  bestimmt.    Es  wird  q>  zu  einem  Maximum  oder 

Minimum  gemacht,  indem  zu  den  übrigen  Bedingungen  tritt: 

lX-\'mii'\-nv-\'PQ  =  0, 
wobei 

/a4-»w/J4-ify-f-pd  =  0 
die  Gleichung  der  Durchmesserebene  ist. 

Hieraus  wird  in  einfacher  Weise  zur  Bestimmung  von  fp  die 
quadratische  Gleichung  abgeleitet: 

6V 


«1,1 


Wl,2  + 


«1,3  + 


"1.4  + 


2    ' 


«*l,2+-d^, 


2 


tt2;i 


6'V 


«2,4  + 


2 


1 
m 


«1,3  + 
«2^  + 

«*3.S  + 

«3,4  + 
1 

n 


2 
"2 


I 


2 


»1.4  + 
««».4  + 
«3,4  + 


«4.4 

1 
P 


"2"' 
a  ' 


1,   i 

1,    m 


l, 


1,    P 


0, 
0, 


0 
0 


=  0. 


Eine  andere  Aufgabe  ist  die  Aufsuchung  des  Kegels,  welcher 
die  Fläche  längs  eines  Kegelschnittes  berührt,  dessen  Ebene  die 
Gleichung  hat 

/a  +  iii/J  +  #i;'  +  pd  =  0. 
Die  Gleichung  desselben  ist 

9)(a/J/(J)  +  A(/a  +  m/J  +  wy  +  pJ)*  =  0, 
wo  k  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung  ersten  Grades: 

i    «i.i+^r     ,       Wi,2+Ä/m.        W,,3  +  W«    ,       Mi,4  +  */p,    . 

wi,2  +  Um  ,  ti2,2  +  km' ,  «2,3  +  kmn ,  «2.4  +  kmp 
wi,3  +  kln  ,  ti2,3  +  kmn ,  «3.3  +  kn*  ,  «3,4  +  knp 
«1,4  +  klp  ,     W2,4  +  *mp,     W3,4  +  knp  ,     114,4  +  fcp*    ' 

Es  werden  ausserdem  noch  manche  Aufgaben  gelöst,  die  hier 
nicht  besprochen  werden  können.  Nur  das  letzte  Resultat  möge 
noch  Platz  finden.    Ist  die  Gleichung  eines  ElUpsoides 

Ml,l  a'  +  «2,2/^'  +  «3,3  y'  +  «4,4  d*  =  0, 


i  =0. 
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ist  also  das  GoordiDatentetraeder  demselben  conjugirt,  so  ist  das 
Volumen  des  EUipsoids 

wo  a,  /?,  Yj  dj  die  Coordinaten  des  Centrums  sind,  also 

«1.1«  =   «2,2 />  =  «3,3/   =  «4,4*, 

und  V  das  Tetraedervolumen  bedeutet. 

Demnach  ist  der  Ort  der  Centra  aller  Ellipsoide,  welche 
dem  Coordinatentetraeder  conjugirt  sind  und  constantes  Volumen 
haben,  bestimmt  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  l  eine  Constante  bedeutet.  A. 


G.  F.  Walker,  Ch.  Ladd.    Solutions  of  a  question  (6601). 

Ed.  Times  XXXVI.  25-26. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  u  =  0  ist  ihre  eigene  reciproke 
Polare  in  Bezug  auf  eine  Fläche,  deren  Gleichung  ist 

r      du    ,       du    ,        du    ^        du  \* 

2««.=  («.-d7+y.-d7+».-5r+«''Är)' 

wo  u  eine  homogene  Function  von  a;,y,i6,tr  und  u^  dieselbe  Func- 
tion von  ar^^,y„J5^,iro  ist.  0. 


A.  Mannheim.     Sur  les  surfac^s  homofocales  du  second 

ordre.    Lood.,  H  8.  Proc.  XXXIII.  3-22-331. 

Ist  ein  Ellipsoid  0  gegeben,  und  legt  man  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  des  Raumes  die  drei  zu  dem  Ellipsoid  confocalen 
Flächen  zweiter  Ordnung,  so  existiren  zwischen  0  und  jenen 
drei  Flächen  gewisse  geometrische  Beziehungen,  die  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  entwickelt  werden.  Dieselben  führen  zur  Be- 
stimmung der  HauptkrOmiuungsradien  der  confocalen  Flächen. 
Den  Scblass  der  Arbeit  bildet  ein  vom  Verfasser  gefundener 
Satz,     der    sich    auf    einen     einem    Ellipsoid    umschriebenen 


6g6  IX.  Abecfanitt.     Aoalytiscbe  Geometrie. 

Winkel  von   gegebener  Grösse  bezieht  (cf.  F.  d.  M.  XIII.  1881 
p.  627).  Cly.  (Wn.). 


A.  Mannhkim.     Siir   las  centres  de  courbure  principaux 
des  surfaces  homofocales  du  second  ordre.   Lond.,  R.  s. 

Proc.  XXXiri.  421-425 

Diese  Fortsetzung  der  obigen  Arbeit  enthält  geometrische 
Beziehungen  zwischen  den  sechs  HauptkrQmniungsmittelpunkten 
dreier  confocaler  Flächen,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen.  Cly.  (Wn.). 


0.  Staudk.     Ueber  Fadenconstructionen  des  Ellipsoides. 

Klein  Ann.  XX.  147-185. 

O.  Staude.      Ueber  geodätische  Bogenstücke  von  alge- 
braischer Läiigeudifferenz  auf  dem  Ellipsoid.  Klein  Ann. 

XX.  185-186. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  einer  Aufzählung  der  zahlreichen 
Untersuchungen,  welche  die  Uebertragung  von  Focaleigenschaften 
der  Kegelschnitte  auf  Flächen  zweiten  Grades  zum  Ziel  habeo, 
und  welche  sich  an  die  Namen  Jacobi,  Joachimsthal,  Darboux, 
Chasles,  PlUcker,  MacCullagh,  Amiot  knüpfen.  Diesen  Unter- 
suchungen, deren  analytische  Hulfsmittel  wesentlich  algebraischer 
Natur  sind,  stehen  Untersuchungen  gegenüber,  welche  an 
Ellipsen-Constructionen  wie  die  Graves'sche  aus  einer  confocaien 
Ellipse  mittels  eines  geschlossenen  Fadens  anknüpfen,  und  welche 
ebenso  wie  diese  Construction,  die  ja  ihrer  Natur  nach  mit  der 
Längenbestinunung  des  Ellipseubogens  operirt,  transcendenten 
Charakter  haben.  Bekannt  ist  die  Chasles'sche  Construction  der 
Krünnnungscurve  auf  dem  Ellipsoid  aus  einer  andern  Krümmungs- 
curve  derselben  Art  durch  einen  geschlossenen  Faden,  sowie  die 
ebenfalls  von  Chasles  herrührende  Construction  der  Krümmungs- 
curve  auf  einer  von  zwei  gegebenen  confocaien  Flächen  zweiten 
Grades  mittels  eines  Fadens,  dessen  Enden  auf  der  andern 
befestigt  sind.    An  diese  transoendenten  Constructionen  schliesst 
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sich  auch  die  in  der  yorliegendea  Abhandlung  untersuchte  Faden- 
constrnction  des  Ellipsoides  aus  zwei  gegebenen  confocalen 
Flächen  an.  Die  bei  der  analytischen  Behandlung  auftretenden 
Transcendenten  sind  hyperelliptische  Integrale  vom  Geschlecht 
p  =  2.  Die  ersten  Paragraphen  besprechen  die  zur  Ableitung  der 
gesuchten  Construction  nötigen  HUlfsmittel,  namentlich  die  ellip- 
tischen Coordinaten,  Sätze  über  Krttmmungscurven  und  geodä- 
tische Linien  auf  den  Flächeu  zweiten  Grades,  sowie  Qber  die 
gemeinsamen  Tangenten  zweier  confocaler  Flächen.  Diese  HUlfs- 
mittel fuhren  den  Verfasser  dann  zu  folgender  Construction: 
Man  schlinge  einen  geschlossenen  Faden  um  die  Combination 
zweier  confocaler  Flächen,  eines  Ellipsoids  und  eines  einschali- 
gen Hyperboloids,  und  spanne  den  Faden  durch  einen  beweg- 
lichen Punkt  P  derart,  dass  er  beständig  jedes  der  beiden  durch 
das  Ellipsoid  getrennten  Stücke  des  Hyperboloids  berührt.  Dann 
beschreibt  P  ein  den  gegebenen  Flächen  confocales  Ellipsoid  und 
die  Halbirungslinie  des  Winkels  der  bei  P  zusammenstossenden 
Fadenstücke  ist  die  Normale  des  Ellipsoids.  Hieran  schliesst 
der  Verfasser  die  Angabe  der  Relation,  die  zwischen  der  Länge 
des  Fadens  und  dem  Parameter  des  construirten  Ellipsoids  be- 
steht Aus  diesem  Resultate  wird  dann  die  Chasles'sche  Faden- 
construction  der  Krümmungscurve  auf  einer  von  zwei  gegebenen 
confocalen  Flächen,  sowie  die  oben  erwähnte  Graves'sche  Con- 
struction abgeleitet.  Dann  werden  noch  die  Fadenconstruction 
des  Ellipsoids  aus  einem  confocalen  Ellipsoid  und  seiner  Focal- 
hyperbel  und  aus  einem  confocalen  einschaligen  Hyperboloid 
und  seiner  Focalellipse  besonders  und  ausführlich  behandelt, 
weil  diese  Specialfälle  der  allgemeinen  Construction  noch  be- 
sondere Eigentümlichkeiten  bieten.  Den  Schhiss  der  ersten  Ab- 
handlung bildet  eine  Uebersicht  über  diejenigen  F'ocaleigenschaf- 
ten  der  drei  centrischen  Flächen  zweiten  Grades,  auf  welche  die 
Fadenconstruction  des  Ellipsoids  aus  seinen  Focaleurveu  unmittel- 
bar überleitet. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  aus  der  allgemeinen  Faden- 
construction des  Ellipsoids  ein  Satz  abgeleitet,  der  sich  auf  Län- 
gendiflferenzen  geodätischer  Linienstücke  auf  dem  Ellipsoid  be- 
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zieht  und  eine  VerallgemeineruDg  des  folgenden  bekannten  Satzes 
ist.  Betrachtet  man  zwei  confocale  Ellipsen  in  der  Ebene,  und 
zieht  von  zwei  beliebigen  Punkten  der  äusseren  Ellipse  die  Tan- 
gentenpaare  an  die  innere,  so  ist  die  Differenz  der  von  diesen 
Tangentenpaaren  überspannten  Bögen  der  inneren  Ellipse  alge- 
braisch ausdrttckbar^  nämlich  gleich  dem  Ueberschuss  der  Summe 
der  Tangentenlängen  des  einen  Paares  über  die  Summe  der  Tan- 
gentenlängen des  andern  Paares.  Seht 


A.  McMüRCHY,  Ch.  Ladd,  J.  Hammond,  Matz.    Solutions 

of  questions   (6537,5099).   Ed.  Times  XXXVII.  53-54,  122-123, 

Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  Ellipsoidpunktes  vom  Mittel- 
punkte, p  das  vom  Anfangspunkt  auf  die  Tangentialebene  ge* 
Tällte  Lot,  fi  die  Länge  des  Stücks  der  Normale,  welches  inner- 
halb des  EUipsoides  liegt,  (p  den  Winkel  zwischen  den  Tangential- 
ebenen in  den  Endpunkten  jenes  Normalenstücks,  so  ist 

'>a'b'c' 

Wn. 


MoRKT  Blanc.     Solution  d'une  question  (1369).    Nouv.Add. 

C3)  I.  422-423. 

Durch  den  Mittelpunkt  eines  EUipsoides  ziehe  man  recht- 
winklige Ebenen  A,  B,  C  Sind  dann  a,  /?,  y  die  Winkel,  welche 
diese  Ebenen  mit  einer  festen  Diametralebene  P  bilden,  a  und  b 
die  Axen  des  Schnittes  der  Oberfläche  mit  der  Ebene  P,  a,,  6„c, 
endlich  die  halben  Durchmesser  dieses  Schnittes  in  den  Gera- 
den (4,  P),  (Ä,  P),  (C,  P),  so  ist 


sin'a    ,    sin*/?        sin'y         II 


2 


+ -TT^  + -^T^  =  ^  + 


a:  o:  c 


o«  ^  b* 


0. 
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G.  Pfeiffer.     Formeln   für  den   Inhalt  der  Kegelfläche. 

Pr.  Berlin. 

Der  Herr  Verfasser  specialisirt  zuerst  die  alIg;eroeiDe  Flächen- 
formel  für  die  Kegelfiächen  Überhaupt,  dann  für  diejenigen  mit 
elliptischer  Basis,  wenn  der  Fusspunkt  der  Höhe  des  Kegels  zu- 
nächst noch  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Basisebene  ist,  und  dann 
weiter,  wenn  dieser  Höhenfusspunkt  in  einer  der  beiden  Axen 
der  Basis  gelegen  ist  Dies  fllhrt  auf  ein  Integral  von  der 
Form: 


/ 


welches  mit  aller  erforderlichen  Sorgfalt,  wobei  die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  Functionen  volle  Anwendung 
findet,  ausgewertet  wird.  Auch  wird  gelegentlich  auf  den  Kegel 
mit  Kreisbasis  und  auf  anderweitige  Berechnungsweisen  hinge- 
deutet. Mz. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufojaben  Ober 
Flächen  zweiter  Ordnung  von  W.  .).  C.  Sharp,  M.  S. 
Meyer,  W.  H.  Blythe,   Cürtis,    J.   Hammond  finden 

sich     Ed.  Times  XXXVI.  124;    XXXVII.  86-87,  108,  124. 

Wn. 

A.  V.  Braünmühl.  Geodätische  Linien  und  ihre  Enve- 
loppen  auf  dreiaxigen   Flächen  zweiten  Grades. 

Klein  Ann.  XX.  507-587. 

Der  Herr  Verfasser  leitet  zunächst  die  Weierstrass'schen 
Formeln  fQr  eine  geodätische  Linie  ab  und  bringt  dieselben, 
namentlich  auch  die  dabei  auftretenden  Gonstanten,  in  eine  für 
die  Berechnung  mögliebst  bequeme  Form.  Alsdann  teilt  er  die 
Resultate  einer  solchen  numerischen  Berechnung  mit,  um  ein 
wirklich  durchgeführtes  Zahlenbeispiel  für  die  Rechnung  mit 
hyperelliptischen  Functionen  zu  haben.  Daran  schliessen  sich 
Formeln,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  geodätischen  Linie,  welche  von   einem  Nabelpunkte  aus- 

Fortochr.  d.  llatb.  XIV.  2.  4^ 
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gehen,  durch  einen  Parameter  darstellen.     Der  folgende  Teil  der 
Arbeit  schliesst  sich  eng  an  eine  frdhere  Arbeit  des  Verfasserg 
(Clebsch  Ann.  XIV.  557,  s.^F.  d.  M.  XI.  1879.  5  9)  und  an  eine 
Arbeit  des  Herrn  von  Mangoldt  (Kronecker  J.  XCI.  28-54,  siebe 
F.  d.  M.  XIII.  1881.  578)  au.     um  festzustellen,  bis  zu  welchem 
Punkte  hin  eine  geodätische  Linie,    die   von   einem  gegebenen 
Punkte  ausgeht,  die  Eigenschaft  hat,  wirklich  Kürzeste  zu  sein, 
werden  die  Enveloppen  der  geodätischen  Linie  ftlr  das  dreiaxige 
Ellipsoid    untersucht,    ihre    Integralgleichungen    angegeben   und 
Grenzen    bestimmt,  zwischen  denen   der   Berührungspunkt  einer 
geodätischen  Linie  mit  ihrer  Enveloppe  liegt.    Zum  Zweck  dieser 
Untersuchungen  wird  der  Begriff  der  halben  Perioden  eingeführt 
und  die  Gestalt  der  Enveloppen  discutirt.     Nach  einer  Betrach- 
tung   der   Hauptschnitte    wird   die   analytische    Darstellung   der 
Enveloppen  durch  hyperelliptische  Functionen  durcligeführt    Die 
letzten  Teile  der  Arbeit  beschäftigen  sich  im  Wesentlichen  mit 
demselben  Gegenstand,    den   die    citirte    Arbeit  des    Herrn  von 
Mangoldt  behandelt.     Ks  handelt  sich  um  die  Untersuchung  des 
dreiaxigen  zweischaligen  Hyperboloids  und  namentlich  der  Grenz- 
curve,  welche  die  Punkte  erster  und  zweiter  Art  nach  der  Defini- 
tion des  Herrn   von  Mangoldt   trennt.     (Punkte  erster  Art   sind 
solche,  für  welche  die  von  ihnen  ausgehenden  geodätischen  Linien 
nie  aufhören,   Kürzeste    zu    sein.)    Der  Herr  Verfasser    vervoll- 
ständigt die  einschlägigen  Betrachtungen  in  mehrfacher  Beziehung 
besonders  dadurch,  dass  er  jene  Grenzcurve  wirklich  analytisch 
darstellt.     Dies  ist  der  in  der  Einleitung  vom  Herrn  Verfasser 
selbst   im   Wesentlichen    dargestellte  Gedankengang   der  Arbeit. 
Die   geometrischen  Resultate   sind   durch    mehrere    Figuren  er-  . 
läutert. 

Eine  Mitteilung  des  Formel-Apparates  ist  in  diesem  Referate 
untunlich.  Es  genüge  die  Bemerkung,  dass  die  Rechnung  ihren 
Ausgangspunkt  von  Krümmungslinienparametern  in  einer  von 
Liouville  gewählten  Form  nimmt,  und  dass  unter  Benutzung  der 
Methode  von  Weierstrass  zur  Anwendung  des  Jacobi'schen  Um- 
kehr-Problems auf  die  Summe  der  beiden  Abel'schen  Integrale 
(p  =  2)  und  der  Rosenhain'schen  Formeln  die  Darstellung  durch 
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^-Functionen  erreicht  wird.    Die  Darstellung  ist  in  hohem  Grade 
durch  Klarheit  und  Eleganz  ausgezeichnet.  A. 


Battaglini  e  Cremona.  Sulla  memoria  del  prof.  R.  de 
Paolis:  „Sopra  alcune  priucipali  forme  invariative  della 
superficie  di  3"  ordine«.    Rom.,  Acc.  l.  (3)  VI.  12. 

Eine  ganz  kurze  Inhaltsangabe,  an  deren  Schluss  gesagt  ist, 
dass  die  Arbeit  viele  interessante  neue  Besultate  enthalte,  sowohl 
io  geometrischer  als  in  algebraischer  Beziehung,  und  deshalb  der 
Akademie  zur  Einreihung  in  die  Atti  delF  Accademia  empfohlen 
wird.  A. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 

L.  BaiLL.      Nachtrag  zum  Catalog   mathematischer  Mo- 
delle.   Darmstadt.    L.  Brill. 

In  diesem  Nachtrag  wird  Mitteilung  von  neueren  Modellen 
gemacht,  welche  in  dem  Institut  des  Herrn  L.  Brill  verfertigt 
und  käuflich  zu  beziehen  sind.    Es  sind  dies 

1)  Elf  Drahtgestelle  zur  Darstellung  von  Minimalflächen 
mittels  Seifenlösung. 

2)  Zwei  Modelle  für  Fadenconstructionen  des  Ellipsoids  (aus 
Focalcurven  und  confocalen  Flächen)  von  Herrn  Staude. 

3)  Dreiaxiges  EUipsoid  aus  Gyps,  längs  eines  Kreisschnittes 
zerlegbar. 

4)  Fläche  vierter  Ordnung  mit  zwei  sich  schneidenden  Dop- 
pelgeraden von  Herrn  Finsterwalder. 

5)  Einige  Dupin'sche  Cycliden;   von  demselben. 

6)  Flächenstreifen  mit  constanter  positiver  Krümmung,  bieg- 
sam aus  dünnem  Messingblech. 

7)  Zwei  die  Wellenfläche  betreffende  Modelle. 

44* 
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8)  Catenoid  aus  biegsamem  Messingblech,  in  eine  Schrauben- 
fläche  zu  biegen.  A. 


E.  HuNYADY.     Ueber  den  geometrischen  Ort  der  Kegel- 
spitzen der  durch  sechs  Punkte  gehenden  Kegelflächen 

zweiten    Grades.     Kronecker  J.  XCII.  304-306. 

Die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes    ist  von  Cayley  (^C.  R. 
1861.  I.  p.  1216)  folgendermassen  aufgestellt: 

^7j  y]y  ^]y  p'U   ^aVm  ^y^y  ^iPp  y.-i»  ytPn  ^xPx 
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2x,    0,    0,    0,  y  , 

0,  2y,    0,    0,  X  , 

0,    0,  28,    0,  0  , 

0,    0,    0,  2p,  0  ,      0  , 

wo  rr,  y,  J5,  p  die  Coordinaten  der  Kegelspitzcn,  x, 
Xg,  y,,  *^,  pg,  die  der  sechs  gegebenen  Punkte  bezeichnen.  Die 
Gleichung  desselben  Ortes  hat  Hierholzer  (Clebsch  Ann.  IL  bb2j 
s.  F.  d.  M.  IL  1870.  570)  in  einer  anderen  Form  gegeben.  In  der 
Note  ist  der  algebraische  Zusammenhang  beider  Formen  aufge- 
deckt. Der  sich  anschliessende  Zusatz  enthält  weitere,  dasselbe 
Problem  betreffende  Ausführungen  und  Vereinfachungen  einiger 
Rechnungen,  welche  der  Herr  Verfasser  früher  (Borch.  J.  LXXXIIl 
p.  76,  s.  F.  d.  M.  IX.  1877.  494)  über  diesen  Gegenstand  ver- 
öffentlicht hat.  A. 


J.  Valyi.      Die    Flächen,    deren    sämmtliche    Normalen 
eine  Kugelfläche  berühren.    Hoppe  Arch.  LXVIIL  217-219. 

Dieser  specielle  Fall  des  allgemeinen  Problems,  eine  Fläche 
zu  suchen,  welche  eine  gegebene  Fläche  zur  Mittel punktsfläche 
bat,  ist  bereits  mehrfach  gelöst,  wie  auch  der  HeiT  Verfasser  an- 
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giebt.  U.  Ä.  findet  sich  eine  Lösung  in  Monge's  „Application 
d'analjge  älag6oui6trie",  eine  andere  hat  Herr  Enneper (Gott. Nachr. 
1872,  8.  F.  d.  M.  IV.  873)  veröflFentlicht.  Der  Verfasser  benutzt 
eine  von  Caucby  herrührende  Methode  zur  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichung,  auf  welche  die  Lösung  des  Problems 
hinauskommt.  A. 


Th.  Craig.     The  couiiter-pedal  surface  of  the  ellipsoid. 

Sylv.,  Am.  J.  IV.  358-379. 

Th.  Craig.      Note  on    the  counter-pedal   surface  of  an 

ellipsoid.     SyW.,  Am  J.  V.  76-79. 

Unter  der  Contra-Pedale  (counter-pedal)  einer  Fläche  in  Be- 
zug auf  einen  Pol  versteht  der  Herr  Verfasser  den  Ort  des  Schnitt- 
punktes einer  veränderlichen  Normale  der  Fläche  mit  einer  Ebene 
durch  den  Pol,  welcher  der  Tangentialebene  parallel,  also  zur 
Normale  selbst  lotrecht  ist.  Die  Contra- Pedale  des  Ellipsoids 
fQr  den  Mittelpunkt  als  Pol  wird  untersucht,  und  zwar  wird  zu- 
nächst die  Goordinaten-Gleichung  der  Fläche  ohne  Parameter  auf- 
gestellt, was  eine  umständliche  Elimination  erfordert.  Die  Durch- 
fährung dieser  Elimination,  sowie  einige  andere  Resultate  ver- 
dankt der  Verfasser,  wie  er  selbst  hervorhebt,  Herrn  Cayley. 
Die  Gleichung  der  bezeichneten  Fläche  ist  vom  zehnten.  Grade. 
Dieselbe  wird  benutzt,  um  einige  Gestaltsverhältnisse  der  Fläche 
zu  untersuchen.  Im  weiteren  Fortgang  der  Arbeit  werden  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des  gegebenen  Ellipsoids, 
sowie  diejenigen  des  entsprechenden  Punktes  der  Gontra-Pedale 
durch  die  Krümmungsparameter  des  Ellipsoids  dargestellt  und 
die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  zu  untersuchenden 
Fläche  in  Bezug  auf  diese  Parameter  aufgestellt,  wobei  sich  noch 
mancherlei  Eigenschaften  der  Fläche  ergeben. 

In  der  Note  weist  der  Verfasser  auf  folgende  Beziehung  hin : 
CoDstruirt  man  zu  einem  Punkte  der  Hauptfläche  in  Bezug  auf 
den  Pol  den  entsprechenden  Punkt  der  Fusspunktfläche  und 
in  beiden  Flächen  in  diesen  Punkten  die  Normalen,  so  schneiden 
sich   dieselben,    und   zwar   in  dem  entsprechenden    Punkte   der 
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Contra- Pedale.  Am  Schlüsse  der  Note  macht  der  Herr  Verfasser 
noch  auf  eine  Klasse  von  Flächen  aufmerksam,  die  er  ^Contra- 
Centrenfläche'^  nennt  und  folgendermassen  definirt:  Zieht  man 
von  einem  festen  Punkte  aus  Strecken  parallel  den  Normalen 
und  gleich  den  Hauptkrümmungsradien-Strecken,  so  liegen  deren 
Endpunkte  auf  der  Contra- Centrenfläche  der  gegebenen  Fläche. 
Indessen  ist  ausser  der  Aufstellung  dieser  Definition  nichts  über 
diese  Flächen  mitgeteilt.  A. 


Th.  Craig.     On  the  parallel  surface  to  the  ellipsoid. 

Kronecker  J.  XCIII.  251-270. 

Die  Arbeit  enthält  nach  einigen  historischen  Notizen  über 
die  Vorarbeiten  von  Cayley,  Roberts,  Clebsch  und  Salmon  eine 
Discussion  der  Parallelflächen  des  EUipsoids.  Die  Fläche  ist 
vom  zwölften  Grade  und  hat  eine  Cuspidallinie  vierundzwanzig- 
sten Grades.  Nachdem  die  Coordinatengleichung  aufgestellt  ist, 
wird  die  Fläche  in  KrUmmungsparametern  dargestellt,  wobei  sieb, 
wie  leicht  zu  erkennen  ist,  die  Coordinaten  wie  folgt,  dar- 
stellen: 

wo  OykjC  die  Halbaxen  des  Ellipsoides  bedeuten,  und  a  =  6— c, 
ß  =  c  —  aj  y  =  a  —  b  sind.  Die  weitere  Discussion  erstreckt  sich 
auf  die  Untersuchung  der  Hauptschnitte,  auf  die  drei  Nodal- 
kegelschnitte,  deren  einer  nur  reell  ist.  Auch  der  unendlich  ent- 
fernte Kegelschnitt  des  EUipsoids,  der  unendlich  entfernte  Kreis 
und  sechzehn  seiner  Tangenten  gehören  zur  Nodalcurve.       A. 

0.  ßöKLEN.      Ueber   die    Wellenfläche   zweiaxiger  Kry- 

Stalle.    SchlömilchZ.  XXVII.  160-175. 

Die  Arbeit  behandelt  den  merkwürdigen  Zusammenhang, 
welcher  zwischen  der  Fresnel'schen  Wellenfläche  und  den  Träg- 
heitsmomenten eines  starren  Massensystems  besteht.  Ist  m  die 
Masse  des  Systems  und  mk  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  aof 
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irgend  eine  Axe,  8o  wird  Yk  der  sogenannte  Trägheitsradius  für 
dieselbe  Axe  genannt,  weil  die  ganze  Masse,  in  einen  Punkt  ver- 
einigt, die  Entfernung  ^k  von  der  Axe  haben  mUsste,  um  das- 
selbe Trägheitsmoment  zu  ergeben.  Wählt  man  nun  als  Coor- 
dinatenanfang  den  Schwerpunkt  0,  als  Axen  die  Hauptträgheits- 
axen  für  0,  und  sind  a>b>'C  die  Quadrate  der  entsprechenden 
Hauptträgheitsradien,  ist  ferner  x,  y,  z   ein  beliebiger  Punkt  M 

und  OM  =  \^j  also  x^  +  y^  +  z*  =  r,  dann  sind  die  Quadrate 
der  drei  Hauptträgheitsradien  für  M  folgendermassen  bestimmt: 
Man  berechne  X  aus  der  cubischen  Gleichung 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  giebt  für  variirendes  l  ein 
System  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung;  jeder  der  drei 
Werte,  die  dem  gegebenen  Punkt  entsprechen,  bestimmt  eine  der 
drei  durch  M  gehenden  Flächen  dieses  Systems,  und  die  Nor- 
malen dieser  Flächen  l^y  >l,,  l^  sind  die  Hauptträgheitsaxen  für 
M;  die  entsprechenden  Hauptträgheitsradien  sind 

Die  cubische  Gleichung,  welche  direct  die  drei  Werte  k  liefert, 
ist  also 

(^)         7ZTF=^  "^  r-(*-6)  +  r-(*^  ""  ^' 
Sieht  man  hierin  k  als  gegeben,  ar,y,Ä,  r  =  ic'+y'+**  ^Iß  varia- 
bel an,  so  stellt  die  Gleichung  eine  Fläche  dar.     Uiese  Fläche 
erhält  man  aber  aus  dem  Ellipsoid 

(HI)        ^  +  -J-j-  +  -^  =  1, 
^     '         Ä— a         k — 0  k—c  ' 

indem  man  auf  jedem  Centralschnitte  im  Mittelpunkte  Lote  er- 
richtet gleich  den  Halbaxen  des  betreffenden  Schnittes.  Der  Ort 
der  Endpunkte  dieser  Lote  ist  die  Fläche  (II),  d.  h.:  der  Ort  der 
Paukte  Af,  für  welche  das  Quadrat  eines  Hauptträgheitsradius 
gleich  k  ist,  ist  die  aus  dem  Ellipsoid  (III)  in  der  beschriebenen 
Weise  abgeleitete  Fresnersche  Wellenfläche.  Ist  in  (II)  r  con- 
stant,  so  stellt  die  Gleichung  die  eine  der  Flächen  des  confo- 
calen  Systems  (I)  dar,  woraus  folgt,  dass  alle  Kugeln  um  0  die 
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Wellenfläcbe  in  sphäriscbeD  Kegelschnitten  schneiden,  deren  jeder 
zugleich  auf  einer  Fläche  des  confocalen  Systems  (I)  liegt.  Es 
wird  weiter  gefolgert,  dass  eine  Fläche  dieses  Systems,  welche  den 
einen  Mantel  der  Wellenfläche  in  einem  solchen  sphärischeu 
Kegelschnitt  schneidet,  den  andern  in  einer  von  ihren  Krttm- 
mungslinien  trifi't.  (Dies  Resultat  wäre  übrigens  unvereinbar  mit 
einer  Bemerkung  von  Herrn  Darboux  (C.  B.  XCVII.  1 133;  Ref.  im 
nächsten  Bande),  wonach  die  KrUmmungslinien  der  Wellenfiäche 
nicht  algebraisch  sein  können.  Ä.).  Im  Anschluss  an  diese  Be- 
trachtungen entwickelt  der  Herr  Verfasser  noch  eine  Reihe  inter- 
essanter geometrischer  Beziehungen  der  Wellenfläche.  Diese  Be- 
trachtungen bilden  den  ersten  Paragraphen  der  Arbeit.  In  drei 
darauf  folgenden  Paragraphen  werden  andere  Eigenschaften  der 
Wellenfläche  untersucht,  welche  hier  nur  kurz  angedeutet  werden 
können.  In  §  2  wird  der  Complex  der  Geraden,  durch  welche 
zwei  zu  einander  rechtwinklige  Tangentialebenen  eines  Ellipsoids 
hindurch  gehen,  in  seiner  Beziehung  zur  Wellenfläche  betrachtet, 
wie  solche  in  ähnlicher  Weise  bereits  von  Mannheim  und  Painvin 
untersucht  sind,  deren  Resultate  der  Verfasser  durch  anderweitige 
Betrachtungen  wieder  gewinnt  und  erweitert.  Im  §  3  wird  u.  A. 
bewiesen,  dass  bei  den  EUipsoiden  von  gemeinsamem  Central- 
schnitt,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  grossen  und 
einer  der  beiden  anderen  Axen  constant  ist,  die  Endpunkte  des 
dem  Centralschnitte  conjugirten  Durchmessers  eine  Wellenfläcbe 
beschreiben.  Der  vierte  Paragraph  enthält  eine  kurze  Bemer- 
kung über  die  Focaleigenschaften  der  auf  der  Wellenfläche  be- 
findlichen sphärischeu  Kegelschnitte.  In  einer  Schlussbemerkong 
wird  auf  die  Bedeutung  der  Wellenfläcbe  in  optischer,  mechani- 
scher und  rein  geometrischer  Beziehung  resUmirend  hingewiesen. 

A. 


Abonne.     G^nöralisation    d^ine  propriötö   de  la  surfVice 

de   Ponde.     Nouv.  Add.  (3)  I.  29-32. 

Es  sei  m{Xjy^z)  ein  Punkt  eines  Ellipsoids  und  lo  die  Ebene, 
welche  durch  die  Normale  in  m  und  das  Centrum  o  des  Ellipsoids 
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bestimmt  ist.  Führt  man  in  dieser  Ebene  senkrecht  zu  om  eine 
Gerade  o^i  =  ow,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  ^{a^ß^y)  eine  Wellen- 
fläche, und  die  Normalen  in  den  entsprechenden  Punkten  m  und 
/i  liegen  in  derselben  Ebene.  Diese  letztere  Eigentümlichkeit 
findet,  wie  in  vorliegender  Arbeit  gezeigt  wird,  auch  noch  statt, 
wenn 

gesetzt  wird;  es  liegen  also  auch  in  diesem  Falle  die  Normalen 
in  correspondirenden  Punkten  m  und  pt  in  derselben  Ebene. 
Für  den  Fall  der  Wellenfläche  schneiden  sich  die  Normalen 
nach  MacCulIagh,  welcher  obige  Relationen  zuerst  dargelegt 
hat,  unter  rechtem  Winkel.  Dies  trifft  in  dem  generellen  Falle 
nicht  mehr  zu,  vielmehr  nur  unter  der  besonderen  Annahme, 
dass  f(u)  =  h'U  gesetzt  wird,  wo  k  irgend  eine  Constante  be- 
deutet. Sehn. 


E.  PiCARD.  Sur  un  th^orfeme  relatif  aux  surfaces  pour 
lesquelles  les  coordonudes  d'un  j)oint  quelconque 
s'expriment    par    des    fonctions    aböliennes    de    deux 

param^treS.     Kleio  Aod.  XIX.  569-578. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  Flächen,  welche  keine  andere 
Singularität  haben,  als  Doppeicurven  (Selbstschnitte),  bei  denen 
aber  die  beiden  Tangentialebenen  in  jedem  Punkt  der  Doppel- 
eurve  verschieden  sind.  Er  versteht  nach  Glebsch  unter  dem 
Geschlecht  einer  Fläche  n*"  Ordnung  die  Zahl  der  Coefficienten, 
welche  in  einer  durch  die  Doppelcurve  gelegten  Fläche  von  der 
Ordnung  (n— 4)  willkürlich  bleiben.  Wenn  sich  nun  die  Coordina- 
ten  einer  solchen  Fläche  durch  AbeFsche  Functionen  zweier 
Parameter  et  und  ß  ausdrücken  lassen,  so  kann  das  Geschlecht 
der  Fläche  die  Einheit  nicht  überschreiten.  Der  Beweis  dieses 
Satzes  bildet  den  Inhalt  der  Arbeit;  demselben  ist  ein  kurzer 
Beweis  des  analogen  Satzes  für  ebene  Curven  vorausgestellt. 
Dieser  Satz  lautet:  „Wenn  sich  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  einer  irreductiblen  ebenen  Curve  w**"  Grades  F{x^  y)  —  (» 


698  1^  Abschnitt.    Aoalytische  Geometrie. 

durch  doppelt- periodische  Functionen  einer  Variablen  s  aus- 
drücken lassen,  so  kann  das  Geschlecht  der  Gurve  die  Einheit 
nicht  übersteigen/'  Der  Gedankengang  bei  diesem  Beweise  ist 
folgender.    Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  F(x,y)  =  0 

in  Bezug  auf  y  vom  m*"*  Grade  sei,   und  dass  —   für  x  gleich 

unendlich  m  endliche  und  verschiedene  Werte  habe. 
Ist  dann 

f(x,y)dx 


f 


ein  AbeVsches  Integral  erster  Gattung  in  Bezug  auf  die  Gleichung 
F(x,y)  =:  0,  so  muss  der  Ausdruck 

constant  sein.  Denn  zunächst  folgt  aus  der  gemachten  Voraus- 
setzung, dass  er  doppelt -periodisch  ist;  dann  aber  lässt  sich 
weiter  beweisen,  dass  er  keine  Pole  hat.  Wäre  nun  das  Ge- 
schlecht der  Curve  höher  als  Eins,  so  würde  mindestens  noch 
ein  zweites  Integral  erster  Gattung  existiren,  etwa 


l'fj(x^y)dx^ 


also  wäre  auch 

dx 


fi(^^y) 


dz 


n{x,y) 
constant,  und  deshalb  auch  der  Quotient 

K^7  y) 

constant.  Die  Punkte  der  Curve  würden  also  einer  Gleichung 
niederen  Grades  genügen.  Dies  ist  gegen  die  Voraussetzung. 
Einen  ganz  analogen  Gedankengang  verfolgt  der  Verfasser  bei 
dem  Beweise  des  zuerst  ausgesprochenen  Satzes,  und  zwar  geht 
er  hierbei  von  homogenen  Coordinaten  aus.  A. 
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J.  Hammond,   G.  Eastwood.      Solutions   of  a  question 

(5244).     Ed.  Times  XXXVII.  74-76. 

Bestimmung  der  sechzehn  singulären  Punkte,  sowie  der  sech- 
zehn singulären  Tangenten  einer  speciellen  Fläche  vierter  Ord- 
nung. Wn. 

W.  Spottiswoodb.    On  the  polar  planes  of  four  quadrics. 

Lond.,  M.  S.  Proc.  XIII.  28-32. 

Der  Ort  der  Punkte  P,  dessen  Polarebenen  sich  in  Bezug 
auf  vier  Flächen  dritten  Grades  in  einem  Punkte  P'  schneiden, 
ist  bekanntlich  die  Jacobi'sche  Fläche  vierter  Ordnung  des 
Systems.  Es  wird  die  Frage  erörtert,  unter  welchen  Umständen 
P'  unbestimmt  wird.  Wäre  indessen  der  Verfasser  davon  aus- 
gegangen, dass  auch  P'  auf  der  Jacobi'schen  Fläche  liegt,  so 
würde  sich  hieraus  in  Verbindung  mit  den  Elementen  der  Polaren- 
theorie grösstenteils  unmittelbar  der  Inhalt  dieser  Note  ergeben 
haben.  V. 


L.  DE  LA  RiVE.     ^fitude  sur   la   projection  des   angles. 

Gen.,  M^m.  XXVIIl.  No.  2. 

Die  Projection  eines  Winkels  auf  eine  beliebige  Ebene  kann 
folgendermassen  betrachtet  werden.  Denkt  mau  sich  um  den 
Scheitel  0  des  Winkels  LOV  eine  Kugel  mit  dem  Radius  l  ge- 
schlagen und  vom  Scheitel  0  aus  das  Lot  auf  die  Bildebene  ge- 
fällt, welches  die  Kugel  in  M  trifft,  so  ist  im  sphärischen  Dreieck 
LMV  der  Winkel  M  die  Projection  des  Winkels  LOV  oder  der 
Seite  LV.  Die  Beziehung  ist  also  wesentlich  die  der  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks  zu  dem  ihr  gegenüber  liegenden  Winkel. 
Die  Bildebene  ist  die  Tangentialebene  im  Scheitel  des  Winkels 
oder  eine  ihm  parallele  Ebene. 

Die  Hauptaufgabe,  mit  welcher  sich  der  Herr  Verfasser  be- 
schäftigt, ist  die  Aufsuchung  des  geometrischen  Ortes  des  Punk- 
tes auf  der  Kugel,  auf  dessen  Tangentialebene  sich  ein  gegebe- 
ner Winkel,  dessen  Scheitel  im  Kugelcentnim  liegt,  mit  constanter 
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Grösse  projicirt;  mit  anderen  Worten,  er  untersucht  den  Ort  der 
Spitzen  aller  sphärischen  Dreiecke  über  derselben  Basis,  welche 
einen  constanten  Winkel  an  der  Spitze  haben.  Int  dieser  constante 
Winkel  M  ein  rechter,  so  ist  die  Curve  ein  sphärischer  Kegel- 
schnitt, mit  welchem  sich  übrigens  bereits  Binet  und  Steiner 
beschäftigt  haben  (Steiner  System.  Eutw.  §  ö8,  6).  Für  variirenden 
Wert  von  M  erhält  man  eine  Schaar  von  Curven,  und  eine  zweite 
Schaar  von  Curven  ist  dazu  orthogonal;  diese  beiden  Scbaaren 
haben  grosse  Analogie  mit  zwei  conjugirten  Kreisschaaren  der 
Ebene.  Die  Discussion  dieser  Curven,  namentlich  mit  Rücksicht 
auf  die  Wendepunkte,  welche  bei  den  Curven  der  ersten  Schaar 
auftreten  können,  und  die  Betrachtung  gewisser  Projectionen  der- 
selben bilden  den  Inhalt  der  Arbeit.  Die  Rechnung  bietet  keine 
Schwierigkeiten  dar,  sie  ist  fUr  viele  Fälle  sogar  numerisch  bis  zu 
Ende  geführt.  Gegenüber  der  grossen  Menge  von  Rechnungsdetail 
wäre  freilich  eine  mehr  von  geometrischen  Gesichtspunkten  her- 
geleitete Gesammtübersicht  sehr  erwünscht  gewesen,  zumal  sich 
dieselbe  sehr  einfach  gewinnen  lässt.  Zum  Schluss  ist  eine  An- 
wendung der  betrachteten  Curven  auf  die  Bestimmung  des  siebt- 
baren Schattens  einer  beleuchteten  geraden  Cylinderfläche  ge- 
macht. A. 


S.  Kantor.  Bemerkung  zu  Herrn  Durfege's  Abhand- 
lung: üeber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter 
Ordnung   mit   drei    Doppelpunkten.    Wien.  Anz    1852.  234; 

Wien.  Ber.  LXXXVI.  1051-1053 

Herr  Dur^ge  betrachtet  das  oo*- fache   System   von   Curven 
der  betrachteten  Art  (CJ),  deren  Gleichung  ist: 

wobei  die  a  constant,  die  r  variirende  Parameter  sind,  und  leitet 
daraus  die  Gleichungen,  Doppeltangenten  und  mancherlei  Eigen- 
schaften der  Curven  ab. 

Der  Herr  Verfasser  weist  auf  die  geometrische    Bedeutung 
dieser  Untersuchungen  hin,   welche  im  Zusammenhange  mit  ge< 
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wissen  von  ihm  selbst  vorgeDommenen  Arbeiten  stehen,  und  zeigt 
namentlich,  dass  für  die  sämmtlichen  Gurven  das  aus  den  vier 
Doppeltangenten  gebildete  Vierseit  in  ein  festes  vollständiges 
Viereck  auf  bestimmte  Art  eingeschrieben  ist.  Am  einfachsten 
ergiebt  sich  der  geometrische  Zusammenhang  aus  folgender  Be- 
trachtung: Projicirt  man  die  sämmtlichen  ebenen  Schnittcurven 
einer  Steiner'schen  Fläche  aus  dem  dreifachen  Punkte  A  auf 
eine  Ebene  £,  so  erhält  man  Curven  C\  mit  drei  Doppelpunkten 
aaf  den  drei  Doppelgeraden  und  mit  vier  Doppeltangenten,  welche 
die  Projectionen  der  Schnittlinien  von  £  mit  den  vier  doppelt 
berührenden  Ebenen  (conische  Tangentenebenen)  sind. 

A. 


ü.  Masoni.     Sopra  alcuue  curve  del  quarto  ordine  do- 
tate  di  punti  di  ondulazione.    Nap.,  Rend.  xxi.  45-69. 

Das  Auftreten  von  Undulationspunkten,  d.i.  Punkten  einer 
Curve,  welche  mit  ihrer  Tangente  einen  vierpunktigen  Goutact 
dritter  Ordnung  haben,  ist  eine  Singularität,  da  der  betreffende 
Punkt  ausser  der  Curvengleichung  zwei  Bedingungen  erfüllen 
muss.  Zum  Zwecke  der  Untersuchung  der  Curven  vierter  Ord- 
nung mit  Undulationspunkten  werden  zunächst  einige  allge- 
meinere Sätze  entwickelt,  welche  zum  Teil  von  Cayley,  Kantor 
und  Salmon  ausgesprochen  sind.  Cayley  hat  den  Satz  aufgestellt, 
dass  eine  Curve  in  einem  Undulatiouspunkte  von  ihrer  Hesse'- 
sehen  Curve  berührt  wird.  Der  Herr  Verfasser  beweist  ferner 
den  Satz,  dass  die  erste  Polare  einer  Curve  vierter  Ordnung 
mit  einem  Undulattonspunkt  0  für  0  als  Pol  aufgelöst  ist  in  die 
Undulationstangente  und  einen  Kegelschnitt,  und  dass  dieser  Satz 
sich  umkehren  lässt.  Dieser  Kegelschnitt  wird  der  harmonische 
Kegelschnitt  des  Punktes  0  genannt.  Er  ist  nicht  erste  Polare 
TOD  0;  dieselbe  ist  vielmehr  aufgelöst  in  die  Tangeutc  und  die 
Polare  jenes  harmonischen  Kegelschnittes. 

Es  wird  weiter  gefolgert,  dass  durch  einen  Undulationspunkt 
folgende  Curven  gehen: 

I)  Der  Ort  eines   Punktes,  dessen  polare  Gerade  in  Bezug 
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Grösse  projicirt;  mit  anderen  Worten,  cg'elschnitt  in  Bezug  auf 
Spitzen  aller  sphärischen  Dreiecke  U^ 

einen  constanten  Winkel  an  der  Spi'.^en  polare  Gerade  in  Bezug 
Winkel  M  ein  rechter,  so  ist  ^„  Folarkegelschnitt  in  Bezug  auf 
schnitt,  mit   welchem    sich    *" . 

beschäftigt  haben  (Steiner  K  >en  üadulationspunkt  eine  gewisse 
Wert  von  M  erhält  mar.^Jtfflgspunkte  der  Doppeltangenten  ent- 
Schaar  von  Curven  'y^^ioes  Undulationspunktes  vermindert  die 
haben  grosse  Anr^,y^/en  um  Eins. 

Ebene.  Die  D'^V^^eraeinen  Betrachtungen  werden  nun  die 
auf  die  We^  'jV/'^/wre  für  verschiedene  Fälle  aufgestellt,  und  es 
auftreten  '  V''.-'!  ron  Eigenschaften  der  Curven  entwickelt.  Ist 
selben  *  ^'^^f/^^  pspunkt  vorhanden,  so  kann  man  die  Gleichung 
Schv  "^^^"^  WeiBe  aufstellen.  Da  nach  einem  bekannten  Satze 
Ep  /^/^^julationspunkte  ausgehende  Strahlen  die  Curve  noch 
V  fifT  '^^.DöDkten  schneiden,  welche  auf  einer  Curve  dritter  Ord- 
/>;  '^..geni  so  '^^st  sich  die  Gleichung  in  die  Form  bringen: 

^  0  Gleichung  der  Undulationstangente ,  jT  =  0  die  Glei- 

^g  jener  Curve  dritten  Grades;    0=0  die   Gleichung  des 

n  gietxiB  der  vier  vom  Undulationspunkte  ausgehenden  Strahlen 

.^l    Diese  Gleichungsform  wird  noch  durch  speciellere  Annahmen 

Jas  Coordinatendreiecks  vereinfacht.    Für  eine  Curve  mit  zwei 

[Jodulationspunkten  wird  die  Gleichungsform  aufgestellt: 

M,  M,  C  =  B\ 

wo  C  =  0,  £  =  0  Gleichungen  von  Kegelschnitten  sind,  und 
lij  =  0,  Mg  =  0  Tangenten  von  B,  Es  werden  für  solche  Curven 
noch  einige  interessante  Eigenschaften  festgestellt,  die  hier  über- 
gangen werden.  In  ähnlicher  Weise  werden  dann  die  Curven 
mit  drei  und  mit  vier  Undulationspunkten  untersucht,  wobei  auch 
auf  die  Realität  der  Punkte  Rücksicht  genommen  wird.  Ks  wird 
gezeigt,  dass  nicht  mehr  als  vier  Undulationspunkte  reell  sein 
können,  und  dass  diese  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher 
die  Curve  in  ihnen  vierfach  berührt.  Ferner  wird  nachgewiesen, 
dass,  wenn  vier  reelle  Undulationspunkte  vorhanden  sind,  ent- 
weder  kein   oder  acht  imaginäre  Undulationspunkte  vorhanden 
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tzteren  Falle   kann  die  Gleichung  in  die  Form  ge- 

ene  Punktcoordinaten  bedeuten.    Dieser  Fall, 
lellste  ein  besonderes  Interesse  hat,  wird  noch 
.enden  Discussion  unterworfen.  A. 


U.  M.  Jkffery.     üii  spherical  curves  of  the  fourth  class 
witli  quadruple  foci.    Quart.  J.  xvili.  270-311. 

Im  Anschlnss  an  eine  lange  Reihe  ähnlicher  Untersuchungen 
(F.d.  M.  VIII.  1876.  512.  476,  IX.  1877.  560,  X.  1878.  482, 
XI.  1879.  513,  XIL  1880.  566.  610,  XIII.  1881.  534),  speciell 
an  die  zuletzt  bezeichneten,  werden  in  dieser  Arbeit  die  sphäri- 
schen Gurven  vierter  Klasse  mit  vierfachen  Brennpunkten  einer 
äusserst  eingehenden  Discussion  unterzogen.  Es  werden  dabei 
acht  Hauptfälle  unterschieden.  Die  Gesichtspunkte  des  Herrn 
Verfassers  sind  in  früheren  Referaten  genügend  gekennzeichnet. 

A. 


U.  M.  Jeffkry.      Ün    spherical   cycloidal  and  trochoidal 

curves.     Quart.  J.  XIX.  44-66. 

In  einer  kurzen  historischen  Einleitung  werden  die  den 
Gegenstand  betreffenden  Arbeiten  von  Hermann  (Act.  Petrop. 
1726),  Johann  BeruouUi,  Clairaut,  Nicole  (alle  drei  acad.  des 
Sciences  1736)  Lexel  (Act.  Petrop.  1779)  und  Gudermann  (1830) 
aufgezählt.  Darauf  werden  die  Eigenschaften  der  sphärischen 
Cycloiden  und  Epicycloiden  und  Epitrochoiden  entwickelt.  -Die 
Resultate  sind  zum  grossen  Teil  bereits  in  den  genannten  Ar- 
beiten enthalten.  Es  kam  dem  Herrn  Verfasser  wesentlich  auf  eine 
zusammenhängende,  seinen  Methoden  entsprechende  Darstellung 
an;  doch  ergeben  sich  dabei  auch  einige  neue  Lehrsätze  und 
Formeln  über  die  betrachteten  Curven.  Die  Betrachtungen  er- 
strecken sich  auf  die  Aufstellung  der  Gleichungen  in  sphärischen 
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Polarcoordinaten  und  anderen  Coordinaten,  auf  Quadrataren, 
Rectiiicationen,  Untersuchungen  der  Krümmung  und  der  Evoluten, 
auf  die  Aufsuchung  solcher  Fälle,  wo  die  Curven  algebraisch 
werden,  und  solcher,  wo  der  Bogen  sich  durch  niedere  Trans- 
scendenten  ausdrückt.  Zum  Schluss  werden  nach  dem  Vorgange 
ßernoullis  einige  astronomische  Anwendungen  besprochen. 

A. 


H.  Easton,  D.  Edwardks.    Solutions  of  a  question  (6078). 

Ed.  Times  XXXVI.  104. 

Ableitung  der  bekannten  Resultate  über  die  Lage  der  Haupt- 
und  Binormale  einer  Schraubenlinie.  Wn. 


C.  Hknry.      Solution   d'une  question  d'analyse  propos^e 
au  concours  d'agr^gation  de  1880.  Nouv.  Ann.  (3)  i.  220-230. 

Ist  M  eine  gegebene  Function  von  a;  q>{ß)  eine  solche  von 
ß,  so  wird  eine  Fläche  S  deiinirt  durch  die  Gleichungen 

X  =  («+j^)co8of  — tt'sina, 
y  =  (M -1-/5?)  sin  a  +  ?i' cos  a, 
z  =  (p(ß), 

wo  Xj  t/j  2  die  rechtwinkligen  Coordinaten  bedeuten. 

1)  Es  ist  zu  beweisen,  dass  die  Projectionen  der  ebenen 
Schnitte  parallel  der  ^^j^Ebene  auf  die  xj^-Ebene  selbst  dieselbe 
Evolute  haben,  also  parallel  sind.  2)  Es  ist  zu  beweisen,  dass 
die  Normalen  der  Fläche  S  längs  eines  jener  Schnitte  eine  ab- 
wickelbare Fläche  erfüllen,  und  es  ist  die  Gratlinie  derselben 
zu  bestimmen.  3)  Uie  Krtlmmungslinien  und  die  Hauptkrttm- 
mungsradien  der  Fläche  S  zu  bestimmen. 

Die  Lösung  ist  durchgeführt,  hätte  sich  aber  freilich  aus 
allgemeinen  Betrachtungen  der  Flächentheorie  einfacher  und  durch- 
sichtiger ergeben.  Die  betrachtete  Fläche  ist  nämlich,  wie  man 
sofort  aus  den  Gleichungen  erkennt,  eine  Ganalfläche,  wie  sie 
eine  beliebige  Curve  beschreibt,  wenn  ihre  Ebene  sich  auf  einer 
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beliebigen  CyliDderfläche  abrollt.  Die  betrachteten  ebenen  Schnitte 
sind  räumliche  Parallelcurven,  u.  s.  f.  A. 


A.  Enneper.     Ueber  Flächen  mit  besonderen  Meridian- 

curven.    Gott.  Abh.  XXIX. 

Die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  einer  Fläche  bilde 
mit  einer  bestimmten  Richtung,  die  zur  positiven  J5-Axe  gewählt 
ist,  den  Winkel  u,  und  ihre  Projection  auf  die  o^^-Ebene  bilde 
mit  der  a;-Axe  den  Winkel  v;  dann  kann  man  u  als  Polhöhe, 
V  als  Länge  des  betrachteten  Punktes  deiiniren,  ebenso  wie  auf 
der  Erdoberfläche.  Die  Curven  u  =  const.  und  v  =  const.  sind 
dann  das  Analogon  der  Parallelkreise  und  der  Meridiane.  Die 
letzteren  werden  vom  Verfasser  Meridiancurven,  die  ersteren 
Gurren  gleicher  Polhöhe  genannt.  Mit  jenen  Meridiancurven  be- 
schäftigt sich  nun  die  Arbeit  besonders.  Referent  möchte  be- 
merken, obwohl  dies  in  der  Arbeit  nicht  hervorgehoben  ist,  dass 
die  Meridiancurven  zu  den  sogenannten  Contourlinien  gehören. 
Eine  Contourlinie  auf  einer  Fläche,  iHr  einen  beliebigen  Punkt  P 
als  Projectionscentrum,  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  der 
von  P  an  die  Fläche  gelegten  Tangenten;  sie  bildet  also  im  ein- 
fachsten Falle  die  Bchattengrenze  auf  der  Fläche,  wenn  die  Licht- 
strahlen von  P  ausgehen.  Rückt  der  Punkt  in's  Unendliche,  so 
geht  der  Berührungskegel  in  einen  Cylinder  über,  und  die  Con- 
tourlinie wird  zu  einer  Meridiancurve.  Die  Schaar  der  Meridian- 
curven, welche  in  der  vorliegenden  Arbeit  betrachtet  wird,  ist 
eine  solche,  für  welche  die  Schaar  der  Projectionscentra  auf  einer 
unendlich  entfernten  Geraden  liegt.  Nimmt  man  nun  noch  einige 
allgemeine  Gesetze  der  Flächentheorie  zu  Hülfe,  so  ergiebt  sich 
eine  Reihe  der  in  der  Arbeit  durch  nicht  ganz  einfache  Rech- 
nungen gewonnenen  ^Resultate  sehr  einfach  ohne  jede  Rechnung, 
und  es  lassen  sich  die  Resultate  sogar  ohne  Weiteres  wesentlich 
allgemeiner  formuliren. 

Nach    Aufstellung    allgemeiner   Rechenformeln   und    Unter- 
suchung   der    Krümmungen     einer    Meridiancurve    werden     die 

FortKhr.  d.  Math.  XIV.  3.  45 
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Flächen  mit  planen  und  die  mit  geodätischen  Meridianeniren 
allgemein  analytisch  dargestellt.  Namentlich  werden  in  beiden 
Fällen  die  Minimalflächen  untersucht,  und  es  werden  folgende 
Sätze  gewonnen. 

Eine  geodätische  Meridiancurve  ist  die  Helix  (geodätische 
Linie)  einer  Cylinderfläche,  nämlich  des  Bertthrungscy linders 
(siehe  oben).  Die  Ebene  einer  planen  Meridiancurve  bildet  einen 
Constanten  Winkel  mit  der  Ebene,  welche  die  Normale  zur  Fläche 
enthält  und  einer  festen  Geraden  parallel  ist.  Eine  Fläche  mit 
einem  System  geodätischer  Meridiancurven  ist  eine  Schale  der 
Krttmmungscentra  einer  Fläche  mit  einem  System  planer  KrQm- 
mungslinien,  deren  Ebenen  einer  festen  Geraden  parallel,  also 
Tangentialebenen  eines  Cylinders  sind. 

Den  Schluss  der  Arbeit  bilden  vermischte  Untersuchungen. 
Dieselben  handeln  von  Flächen,  deren  Meridiancurven  die  Linien 
des  grössten  Abfalls  in  Beziehung  auf  eine  feste  Ebene  sind,  von 
solchen,  welche  von  den  osculatorischen  Kugelfläehen  ihrer 
Meridiancurven  berührt  werden,  und  endlich  von  der  windschiefen 
Fläche  der  Normalen  längs  einer  Meridiancurve.  A. 


A.  Ennkper.  Beiträge  zur  Theorie  der  Flächen,  mit 
besonderer  Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Minimal- 
flächen.   Gott.  Nachr.  1882.  34-47,  b9-120. 

Der  erste  der  Beiträge  enthält  den  Beweis  eines  früher  von 
dem  Herrn  Verfasser  bereits  ohne  Beweis  mitgeteilten  Satzes. 
Zwei  Flächen  S  und  S'  mögen  sich  so  entsprechen,  dass  die 
Normalen  in  zwei  correspondirenden  Punkten  parallel  sind.  Soll 
den  Krümmungslinien  der  Fläche  S  auf  S^  ein  orthogonales 
System  entsprechen,  so  können  zwei  Fälle  stattfinden.  Erstens: 
Den  KrUmmungslinien  der  Fläche  S  entsprechen  auf  S^  ebenfalls 
Krümmungslinien.  Zweitens:  In  jedem  Punkte  der  Fläche  S,  ist 
die  Summe  der  Hauptkrümmungshalbmesser  constant,  d.  b.  S,  ist 
eine  Minimalfiäche. 

Sind  S  und  S^  zwei  Minimalflächen,  so  entspricht  allgemein 
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einem  orthogonalen  System  auf  der  einen  Fläche  anch  ein  ortho- 
gonales System  auf  der  anderen.  In  dem  zweiten  Beitrag  wird 
die  Ton  Herrn  Bonnet  im  Jahre  1860  behandelte  Aufgabe,  die 
Minimalfläehen  mit  planen  Krttmmungslinien  aufzusuchen,  noch 
einmal  aufgenommen,  da  in  der  Bonnet'schen  Entwickelung  ge- 
wisse Fälle  nicht  berücksichtigt  sind.  Namentlich  ist  eine  von 
Herrn  Enneper  gefundene  algebraische  Hinimalfläche  von  Herrn 
Bonnet  übersehen.  Die  Flächen  werden  schliesslich  in  folgender 
Weise  dargestellt: 

k  r        sinnt/cosnvt  \       1   /     ,    sinitucosnmN 
'^=       ■;j^C" n ;-4Ä^"+ n h 

hf        cosniisinnm\       1    /  cosnusinnm  \ 

M  == j-[  t? -, )'—Tr\^  H : )i 

^  n    V  m  '      ^k^  m  /' 

1  — cos  nti  cosnvt 


s  = 


«• 


Durch  eine  Umformung  kommt  man  auf  die  Bonnet^schen  Glei- 
chungen, die  indessen  weniger  allgemein  sind. 

Der  dritte  Beitrag  enthält  weitere  Ausführungen  des  in  (I) 
aufgestellten  Theorems.  Sind  u  und  t?  sogenannte  Abbildungs- 
parameter; so  dass  das  Linienelement  die  Form  hat: 


so  nennt  der  Verfasser  die  Parametercurven  isometrische  und  be- 
weist den  Satz:  „Zwei  Flächen  S  und  S,  entsprechen  sich  so,  dass 
die  Normalen  in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind  (I).  Sollen 
sich  dann  isometrische  Krümmungslinien  gegenseitig  entsprechen, 
so  ist  das  Qaadrat  des  Krttmmungsverhältnisses  für  entsprechende 
Punkte  gleich.  Ist  die  eine  Fläche  eine  Kugel,  so  ist  die  andere 
entweder  eine  Kugel  oder  eine  Minimalfläch e.^  Dieser  Satz  wird 
benutzt,  um  alle  möglichen  „isometrischen  Goordinatensysteme" 
auf  der  Kugel  anzugeben,  eine  Aufgabe,  die  übrigens  bekannt- 
lich durch  die  Theorie  der  conformen  Abbildung  bereits  gelöst  ist. 
Der  vierte  Beitrag  giebt  einige  Vereinfachungen  der  Formeln, 
welche  in  der  Arbeit  des  Verfassers:  „Ueber  eine  Erweiterung 
des  Begriffs  der  Parallelflächen"  (Gott.  Nachr.  1870-72,  s.  F.  d.  M. 
U.  1869.  534)  vorkommen. 

45* 
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In  dem  fünften  werden  Formeln  entwickelt,  welche  die  ana- 
lytischen Definitionen  der  Minimalflächen  durch  Krttmmangslinien 
od^r  asymptotische  Linien  als  specielle  Fälle  enthalten. 

Im  sechsten  Beitrag  endlich  werden  andere  Parameter- 
curven  auf  der  Kugel  zu  Grunde  gelegt,  namentlich  Meridiane 
und  Parallelkreise,  und  es  werden  noch  einige  Eigenschaften  der 
Minimalflächen  besprochen,  besonders  der  Satz:  „Sind  Q^  und  g^ 
die  Krümmungsradien,  r^  und  r,  die  Torsionsradien  der  beiden 
Krilmmungslinien  in  einem  Punkte  einer  Minimalfläche,  so  ist] 

r.Q]  =  r,Ql^ 
Endlich  wird  folgende  Bemerkung  gemacht:  Nach  einem  Satze 
von  Bonnet  lässt  sich  eine  Hinimalfläche  so  biegen,  dass  die 
KrQmmungslinien  in  asymptotische  Linien  übergehen.  Ist  ^!  und 
r\  KrümmungS'  und  Torsionsradius  der  daraus  durch  die  Biegung 
entstandenen  asymptotischen  Linie,  so  ist: 

Q] "  q';  "^  r': ' 

A. 


A.  RiBAUCOUR.     Etüde  des  elassoides  ou  surfaces  h  cour- 
bure  moyenne  nulle.    Brux.,  M6m.  cour.  in  4°  XLV. 

Diese  wichtige  Arbeit  enthält  im  strengen  Sinne  der  Theorie 
der  Elassoiden  1)  die  Lösung  des  Problems  von  Monge,  welche 
gleichzeitig  von  Herrn  S.  Lie  gefunden  ist;  2)  die  vollständige 
Lösung  des  Problems  von  Björling  im  geometrischen  Sinne,  d.  h. 
die  Lösung  wird  auf  die  Abwickelung  einer  abwickelbaren  Fläche 
zurückgeführt.  Ausserdem  enthält  die  Arbeit  eine  Menge  spe- 
cieller  bemerkenswerter  Resultate  und  verschiedene  neue  An- 
sichten, die  für  das  Studium  der  Elassoiden  und  anderer  damit 
verknüpfter  Fragen  vielversprechend  zu  sein  scheinen.  Hier  die 
kurze  Inhaltsangabe  der  einzelnen  Capitel. 

L  Definitionen  und  Methode.  Die  angewandte  Methode  stützt 
sich,  unter  Benutzung  der  Formeln  von  Codazzi,  auf  den  Ge- 
brauch variabler  Axen,  deren  Anfangspunkt  sich  auf  der  Ober- 
fläche verschiebt.   Diese  Methode  nennt  der  Verfasser  Perimorphie. 
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Der  mittlere  Punkt  (point  moyen)  einer  Geraden  einer  Congruenz 
ist  der  Mittelpunkt  der  Geraden,  welche  die  beiden  Brennpunkte, 
die  auf  der  Geraden  liegen,  verbindet;  die  mittlere  Fläche  (sur- 
face  moyenne)  ist  der  Ort  der  mittleren  Punkte.  Die  Ombilicale 
ist  der  allen  Kugeln  gemeinsame  imaginäre  Kreis  in  der  Ebene 
im  Unendlichen;  eine  isotrope  Gerade  ist  die,  welche  die 
Ombilicale  schneidet,  eine  isotrope  Ebene  die,  welche  sie  be- 
rührt; eine  isotrope  Developpable  die,  welche  sie  enthält;  ihre 
Rückkehrkante  wird  eine  isotrope  Linie  oder  von  der  Länge 
Null  sein.  Eine  isotrope  Congruenz  ist  die,  deren  Brennpunkts- 
Oberflächen  (Tangenten  an  alle  Gerade  der  Congruenz)  isotrope 
Developpable  sind.  Die  Bezeichnungen  ^mittlere  Fläche^  und 
„isotrope  Congruenz^  sind  neu. 

II.  Geometrischer  Beweis  der  Riemann'schen  Formel  für  den 
Flächeninhalt  des  Teils  des  Elassoids,  welcher  durch  eine  ge- 
gebene Umgrenzung  bestimmt  ist. 

IIL  Geometrische  Integration  der  partiellen  Differentialglei- 
chung der  Minimalflächen.    (Problem  von  Monge.) 

IV.  Isotrope  Congruenzen.  Als  Hauptresultat:  Die  Ein- 
hallende  der  Ebenen,  welche  senkrecht  durch  die  mittleren  Punkte 
der  Geraden  einer  Congruenz  gezogen  sind,  oder  mittlere  Ein- 
gehüllte (envelopp6e  moyenne)  ist  ein  Elassoid,  genannt  mittle- 
res Elassoid  (Glasseide  moyenne). 

Y-VII.  Construction  der  isotropen  Congruenzen,  die  ein  und 
dasselbe  mittlere  Elassoid  liefern.  Ihre  Zahl  ist  dreifach  unend- 
lich, und  sie  können  aus  einer  von  ihnen  abgeleitet  werden. 
Umgekehrt  kann  man  das  mittlere  Elassoid  einer  isotropen  Con- 
gruenz aus  der  elementaren  Oberfläche  ableiten,  welche  diese 
Congruenz  bestimmt.  Verschiedene  Folgerungen,  darunter  be- 
sonders die:  Das  mittlere  Elassoid  und  die  mittlere  Fläche  sind 
Focalen  ein  und  derselben  Congruenz. 

VIII.  Eigenschaften  der  mittleren  Flächen.  1)  Die  mittlere 
Fläche  einer  isotropen  Congruenz  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte 
von  unter  sich  gleichen  Sehnen,  deren  Endpunkte  Flächen  be* 
schreiben,  welche  auf  einander  abwickelbar  sind;  und  reciprok. 
2)  Nimmt  man  die  Centralpunkte  (points  centraux)  der  Geraden 
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einer  isotropen  Congruenz  und  die  abbildenden  Punkte  dieser 
Geraden  auf  einer  Engel  als  sich  entsprechend  an,  dann  ent- 
sprechen sich  die  mittlere  Fläche  und  die  Kugel  orthogonal. 
3)  Die  asymptotischen  Linien  des  Elassoids  und  der  mittleren 
Fläche  entsprechen  sich.  4)  Wenn  das  mittlere  Elassoid  und 
die  mittlere  Fläche  zusammenfallen,  so  ist  es  eine  Begelfläche 
und,  nach  dem  Satz  von  Catalan,  ein  Helicoid  mit  einer  Leit- 
ebene. 

IX -X.  Von  jedem  isothermen  orthogonalen  System  der  Kugel 
kann  man  unendlich  viele  isotrope  Congruenzen  ableiten,  deren 
mittlere  Elassoiden  als  zu  einer  Gruppe  gehörig  bezeichnet  wer- 
den. Sie  sind  auf  einander  abwickelbar  und  können  auf  unend- 
lich viele  Arten  in  conjugirte  Elassoide  zerfallen,  d.  h.  in  solche, 
bei  denen  nach  Bonnet  das  Bild  der  asymptotischen  Linien  der 
einen  zum  sphärischen  Bilde  die  Krtlmmungslinien  der  andern 
hat.  Der  Verfasser  stellt  für  diese  conjugirten  Elassoide  folgen- 
den neuen  Satz  auf:  Ihre  Elemente  entsprechen  sich  orthogonal, 
und  den  reciproken:  Damit  zwei  Elassoide  conjugirt  seien,  ge- 
nfigt die  ErfttUung  zweier  der  folgenden  Bedingungen:  1)  Die 
Tangentialebenen  sind  parallel.  2)  Die  Elemente  sind  gleich. 
3)  Die  Elemente  sind  orthogonal.  Von  einer  isotropen  Con- 
gruenz  kann  man  Elassoide,  die  der  Verfasser  geschichtete  (stra- 
tifiöes)  nennt,  ableiten,  die  eine  Familie  bilden,  welche  nur  ein 
Paar  conjugirter  Elassoide  umfasst.  Diese  geschichteten  Elassoide 
stehen  in  enger  Beziehung  zu  den  zu  einer  Gruppe  gehörigen 
Elassoiden  (group^s). 

XL  Geometrische  Lösung  des  Problems  von  Björling  (Con- 
struction  eines  Elassoids  längs  einer  bestimmten  Begrenzung,  das 
einer  gegebenen  Developpabeln  eingeschrieben  ist).  Man  sucht 
eine  Begrenzung,  welche  durch  Gleichheit  und  Orthogonalität  der 
Elemente  der  ersten  conjugirt  ist.  Man  kann  zwei  solcher  con- 
jugirter Contouren  mittels  einer  bekannten  Fläche  ableiten. 
Daraus  entspringt  das  wichtige  Resultat:  Die  Kenntnis  einer  will- 
kürlichen Fläche  umfasst  die  von  unendlich  vielen  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  oder  geschichteten  Elassoiden.  Verschiedene 
Fälle,  wo  die  Elassoide  algebraisch  sind. 
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XII-XIV.  Isotrope  CoDgraenzen  und  von  einer  Ebene  abge- 
leitete Elassoide«  Transcendente  Elassoide  mit  algebraischen 
Linien.  Krttmmangslinien  der  Elassoide,  die  von  einer  Ebene 
abgeleitet  sind.  Der  Fall,  in  dem  sie  von  elliptischen  oder  al- 
gebraischen Functionen  abhängen.  Specieller  Fall,  in  dem  das 
Elassoid  zwei  Reihen  von  ebenen  Gurven  besitzt,  deren  Erttm- 
mungsradius  ein  grosseres  oder  kleineres  ganzes  Vielfaches  der 
Normale  ist.  (Beispiele:  Die  Catenoide  oder  Alysseide,  Um- 
drehungselassoid  und  das  parabolisch -cycloidische  Elassoid  von 
Cataian.) 

XV-XVI.  Neue  Eigenschaften  der  von  der  Ebene  abgeleite- 
ten isotropen  Congruenzen  und  neue  Definition  der  Elassoide 
mittels  der  Linien  grösster  Neigung  einer  gewissen  Fläche.  An« 
schauliche  Discassion  einer  Fläche  von  Schwarz;  Niveaulinien  der 
Elassoide. 

XVII-XX.  Charakteristische  Eigenschaften  der  isotropen 
Congruenzen,  die  aus  den  Generatricen  von  homofocalen  Flächen 
zweiten  Grades  gebildet  sind.  Algebraische  Elassoide,  die  durch 
einen  Kreis  gehen;  es  giebt  deren  so  viele,  dass  man  algebrai- 
sche Epicycloiden  davon  construiren  kann.  Elassoide,  von  homo- 
focalen Paraboloiden  abgeleitet.  Elassoide,  die  auf  Umdrebungs- 
fiächen  abwickelbar  sind.  Gleichung  der  Elassoide  neunter  und 
zwölfter  Ordnung. 

XXI.  Verschiedene  Eigenschaften  der  Elassoide.  Dies  Capitel 
ist  wichtig,  da  es  neue  Verallgemeinerungen  oben  bezeichneter 
Resultate  enthält.  Folgende  Sätze  mögen  hervorgehoben  werden : 
1)  Die  Axen  einer  Congruenz  von  Kreisen,  welche  nur  zwei 
Focale  in  endlicher  Entfernung  hat,  bilden  eine  isotrope  Con- 
gruenz; man  kann  unendlich  viel  andere  und  daher  unendlich 
viele  Elassoide  davon  ableiten,  indem  man  die  Kreiscongruenz 
durch  reciproke  Radiivectoren  transformirt.  2)  Es  seien  {A),(A*) 
zwei  auf  einander  abwickelbare  Flächen,  (0)  die  Oberfläche, 
welche  der  Ort  der  Mittelpunkte  0  der  Geraden  AA'  ist,  welche 
die  entsprechenden  Punkte  verbinden.  Es  giebt  ein  anderes 
Paar  (B)j(B')  von  abwickelbaren  Flächen  und  eine  Fläche  (.Q), 
welche  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Geraden  BB*  ist,  welche  die 
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entsprechenden  Punkte  verbinden.  Diese  Flächen  BB'  haben  die 
Eigenschaft,  dass  (0)  alle  Ebenen  senkrecht  zu  den  Geraden 
BB'  in  fl  berührt.  Die  Flächen  (0),  (fl)  sind  Focalen  derselben 
Congruenz,   AÄ'  ist  parallel    zur  Normale   von  fl  an  (fi),   und 

uian  hat 

AA'.BB'smV  =  kOÜ, 

wo  V  den  Winkel    der  Normalen   an  (0)   und  (fl)    bezeichnet, 

und  k  constant  ist.    3)  Es  seien  (0)  und  (Ä)  zwei  Flächen,  die 

sich  in  ihren  Elementen  orthogonal  entsprechen.    Legt  man  durch 

die  Punkte  von  (M)  Parallelen  zu  den  Normalen  von  (0),  dann 

bilden  dieselben  eine  Congruenz,   deren  mittlere  Fläche  {M)  ist, 

und  deren  Hauptebenen,  welche  Tangentialebenen  zu  den  Focal- 

flächen  sind,  senkrecht  zu  den  Asymptoten   der  Indicatrix  in  O 

an  (0)  sind.  Mn.  (0.). 


Capitel  4. 

Liniengeometrie  (Complexe,  Strahlensysteme). 

W.  FiKDLER.     Geometrische  Mitteilungen.     IL  Zur  pro- 
jectiven  Verbindung  der  Gebilde  höherer  Stufen. 

WolfZ.  XXIV.  180-189. 

Ergänzung  zu  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  595.  Der  Verfasser 
behandelt  algebraisch  und  aligemein  die  projective  Verbindoog 
von  Gebilden  beliebiger  Stufe  behufs  Erzeugung  neuer  Ge- 
bilde, erhält  dadurch  die  Erzeugungsarten  der  Flächen,  dann 
aber  auch  die  der  Strahlencomplexe.  Es  ergeben  sich  zu- 
nächst für  den  Complex  zweiten  Grades  drei  projective  Er* 
Zeugungen,  und  zwar  aus  oc'  linearen  Congruenzen,  aus  oc'  Regel- 
schaaren  und  aus  oo*  Strahlengruppen.  Diese  Erzeugungen 
werden  dann  auf  alle  algebraischen  Complexe  ausgedehnt  und 
als  Grundlagen  einer  Classification  derselben  hingestellt.  Die 
Erzeugung  der  Complexe  zweiten  Grades  aus  ex'  Regeischaaren 
hatte  zwar  schon  vorher  Herr  Schur  in  seiner  Berliner  Disser- 
tation  (1879)    sehr    ausfuhrlich   synthetisch    discutirt.     Doch  ist 
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Fiedler's  Entdeckung  schon  deshalb  unabhängig  von  der  von 
Schur,  weil  Herr  Fiedler  diese  Erzeugung  schon  bei  Gelegenheit 
der  Bearbeitung  der  dritten  Auflage  der  Salmon-Fiedler'schen 
^Analytischen  Geometrie  des  Raumes^  (1878)  erkannt  hatte, 
ohne  sie  freilich  sofort  zu  publiciren.  Was  aber  die  Hauptsache 
ist,  die  Entwickelung  von  Herrn  Fiedler  liefert  drei  projective 
Erzeugungen  der  Gomplexe  und  fnhrt  nicht  blos  zu  denen  zwei* 
teD,  sondern  auch  zu  denen  n^^'^  Grades.  Ferner  muss  hervor- 
gehoben werden,  dass  die  vorliegende  Arbeit  des  Herrn  Fiedler 
vor  der  neuen  Auflage  der  Reye*schen  „Geometrie  der  Lage", 
wo  diese  Dinge  berührt  werden,  erschienen  ist.  Seht. 


G.  Battaglini.      Sui  connessi  teniarii  di  1"  ordine  e  di 

1'  classe.     Batt.  G.  XX.  230-249. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  elementarer  Weise,  bei  welcher 
nur  das  Princip  der  symbolischen  Schreibweise  benutzt  wird, 
einige  der  Haupteigenschaften  der  Connexe  (1,1)  und  der  Goin- 
cidenzen  zweier  solcher  Connexe.  Dass  der  Gonnex  und  sein 
Conjugirter  von  vornherein  als  völlig  gleichwertig  durch  die 
Gleichungen  (ilx)(6Y)  =  0,  (aX)(%)  =  0  eingeführt  werden,  ist 
an  und  für  sich  wohl  von  Interesse;  die  Uebersichtlichkeit  der  Dar- 
stellung, die  sich  in  manchen  Punkten  auch  vielleicht  hätte  kür- 
zer fassen  lassen,  scheint  indessen  nicht  dadurch  zu  gewinnen, 
dass  gleichzeitig  immer  die  verschiedenen  Formen,  in  denen  dem- 
zufolge jede  Relation  auftreten  muss,  aufgestellt  werden. 

V. 


A.  Weiler.     Die  Erzeugung  von  Complexen  ersten  und 
zweiten  Grades  aus  linearen  Congruenzen.    SchlömilcL  z. 

XXVII.  257-288. 

Von  den  58  verschiedenen  Complexen  zweiten  Grades,  welche 
der  Verfasser  zuerst  in  seiner  Dissertation  (Clebsch  Ann.  VII. 
s.  F.  d.  M.  V.  1873.  416)  beschrieben  hat,  haben  38  eine  Regel- 
fläche   zur   Singularitätenfläche.     Lässt    sich    nun    der   Complex 
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durch  lineare  Gongruenzen  erzeugen,  so  bilden  die  Directricen 
derselben  eine  Regelfläche,  welche  notwendig  zur  Singularitäten- 
fläche  gehört,  und  umgekehrt  muss  auch,  sobald  die  Singulari- 
tätenfläche windschief  ist,  jede  Erzeugende  derselben  Directrix 
eine  dem  Complexe  angehörigen  linearen  Congruenz  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  nun  die  folgende  analytische  Methode  zur  Bestim- 
mung dieser  Gongruenzen:  Man  drücke  die  Lage  zweier  Punkte 
P,Q  auf  der  Singularitätenfläche  durch  Parameter  a,/?;  y^d  aus, 
bestimme  die  Goordinaten  des  Strahles  PQ  und  stelle  die  Be- 
dingung dafür  auf,  dass  derselbe  dem  Gomplexe  angehört.  Sind 
nun  a,y  die  Parameter  der  Erzeugenden,  auf  der  P  liegt,  so 
müssen  die  Goefßcienten  der  Glieder  mit  ß,d  einen  nur  voua,/ 
abhängigen  Factor  besitzen,  dessen  Verschwinden  aussagt,  dass 
jene  Erzeugende  Directrix  einer  linearen  Gongruenz  des  Com- 
plexes  ist.  Auf  diesem  Wege  leitet  der  Verfasser  für  die  38 
Gomplexe  die  Gonstruction  der  Directricenpaare  der  erzeugenden 
linearen  Gongruenzen  her;  in  einigen  Fällen  werden  auch  rein 
synthetische  Betrachtungen  zur  Bestimmung  derselben  angewandt. 

V. 


Genty.     Memoire  de  göomötrie  vectorielle  sur  les  com- 
plexes  du  second   ordre   qui  ont  un  centre  de  figare. 

Resal  J.  (3)  VIII.  299-335. 

Nachdem  in  der  Einleitung  an  einigen  Beispielen  die  Auf- 
stellung von  Gleichungen  verschiedener  Gomplexe  mittels  der 
Quaternionentheorie  gezeigt  worden  ist,  giebt  der  Verfasser  Glei- 
chung und  Einteilung  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Gom- 
plexe und  untersucht  dann  eingehend  die  erste  Art  derselben, 
welche  durch  das  Auftreten  zweier  conjugirter  linearer  Vector- 
functionen  in  der  Gleichung  gekennzeichnet  ist.  Besonders  aus- 
führliche Behandlung  erfahrt  die  mit  diesem  Gomplex  zusammen- 
hängende Eummer'sche  Fläche.  Schg. 
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Gapitel  6. 

Verwandtschaft ,   eindeutige   Transformationen, 

Abbildungen. 

A.     Verwandtschaft,    eindeutige    Transformation    und 

Abbildung. 

F.  AscHiEBi.      La  trasformazione    quadratica  doppia   di 
spazio;     e  la   sua   applicazione    alla  geometria    dello 

spazio   non    Euclideo.     Lomb.,  Ist.  Rend.  (2)  XIV.  673-683;  XV. 
66  77,  147-154,  247-250. 

Charakteristisch  für  diese  Untersuchungen  ist  die  Einführung 
des  Begriffes  des  „Abstandes'*  zweier  linearer  Coniplexe  X,yim 
Sinuc  der  nicht-euclidischen  Geometrie,  wie  folgt.  In  dem  Com- 
plexbüschel  (X,F)  befinden  sich  zwei  specielle  Complexe,  deren 
Axen  bekanntlich  die  Directricen  der  den  Complexen  des  Btlschels 
gemeinsamen  Congruenz  sind.  Irgend  eine  Ebene  trifit  diese 
beiden  Directricen  in  einem  Punktepaar,  auf  dessen  Verbindungs- 
linie sich  noch  ein  zweites  ausgezeichnetes  befindet:  Das  der  Pole 
der  Ebene,  bez.  der  beiden  Complexe  X,F.  Dann  wird  unter 
dem  Logarithmus  des  Doppelverhältnisses  des  zweiten  Punkte- 
paares zum  ersten,  noch  multiplicirt  mit  — ,  der  gewünschte  Ab- 

Stand  definirt.  Dies  wird  im  Besondern  auf  den  Fall  angewandt, 
wo  die  beiden  Complexe  dem  vierfach  ausgedehnten  Gebiet  Sl^*^ 
der  zu  einem  festen  linearen  Complex  d  in  Involution  stehenden 
Complex  angehören.  Die  speciellen  Complexe  dieses  Gebiets  bilden 
ein  dreifach  ausgedehntes  Gebiet  ^C^).  Dann  kann  man  auch  sagen: 
Der  Abstand  zweier  (linearer)  Complexe  X,y  des  Gebietes  flW 
nnterliegt  der  üblichen  Definition  eines  nicht-euclidischen  Abstan- 
des,  wenn  man  den  Raum  £1^^^  als  einen  nicht-euclidischen,  mit 
dem  Raum  JS^^  als  absolutem  Grundgebilde,  auffasst. 

Dies  findet  zunächst  seine  Anwendung  auf  den  gewöhnlichen 
Linienraum  Y^^),  indem  dieser  zum  Räume  Q^^^  in  eine  ein-zwei- 
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deutige  Correspondenz  (1,2)  gesetzt  wird,  so  dass  jeder  Geraden  Y 
ein  bestimmter  Complex  Ü,  und  umgekehrt  einem  Complexe  £2  das 
Paar  von  Geraden  Y,  Y'  zugeordnet  wird,  die  bezüglich  des  festen 
Complexes  6  conjugirt  sind.  Es  geschieht  dies  mittels  der  von  den 
Herren  Lie  und  Schur  begründeten  Abbildung  eines  linearen 
Complexes  (6)  auf  den  -Punktraum  (cf.  z.  B.  Schur,  Clebsch 
Ann.  XV.,  s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  591)  in  rein  geometrischer  Weise, 
aber  auch  ganz  unabhängig  davon  analytisch;  einem  speciellen 
Complex  2  entsprechen  dabei  zwei  in  eine  einzige  (und  zwar 
dann  immer  mit  einer  Geraden  des  Complexes  6)  coincidirende 
Gerade.  Damit  ist  dann  der  Begriff  des  Abstandes  auf  den 
Linienraum  übertragen,  woraus  eine  Reihe  von  Sätzen  fliesst; 
z.  B.:  alle  Geraden,  die  von  einer  festen  Geraden  einen  festen 
Abstand  bewahren,  bilden  einen  linearen  Complex,  etc.  Der  Ab- 
stand zwischen  zwei  Geraden  ist  dabei  immer  der  gleiche,  wie 
der  zwischen  ihren  (bez.  6)  conjugirten.    Besonders  wichtig  sind 

die  beiden  Fälle,  wo  der  Abstand  gleich  Null,  resp.  —  ist.    Im 

ersteren  Fall  haben  die  beiden  Complexe  eine  Congruenz  mit 
doppelt  zählender  Directrix  gemein  (und  die  entsprechenden  Ge- 
raden treffen  sich),  im  zweiten  sind  sie  in  Involution,  so  dass 
die  beiden  Worte  „orthogonal"  und  „in  Involution"  dasselbe  aus- 
sagen. Dieser  Abbildung  steht  zur  Seite  eine  ein-eindeutige  Zu- 
ordnung zwischen  den  ComplexbUscheln  (C)  und  Complexnet/.en 
jd^^)}  (des  Raumes  ß^^^),  die  dadurch  völlig  bestimmt  ist,  dass 
jeder  Complex  eines  Büschels  mit  jedem  Complex  des  zugeord- 
neten Netzes  in  Involution  steht.  Die  Directricen  der  Congruenz 
(C)  gehören  dem  festen  Complex  0  slü;  6  hat  mit  dieser  Con- 
gruenz (C)  eine  Regelschaar,  v(^)  gemein,  deren  Leitschaar  wieder 
d^^)  ist;  d.  i.  die  den  Complexen  des  Netzes  \d^^^  gemeinsame 
Regelschaar.  Die  gewonnenen  Ergebnisse  kann  man  auf  die 
Kugelgeometrie  übertragen  und  erhält  dadurch  eine  grosse  Reihe 
von  Sätzen  über  Kugeln,  die  andere  unter  festen  Winkeln  schnei- 
den etc.,  mit  einem  Schlage.  Diese  Uebertragung  vermittelt  sich 
wieder  mittels  der  Lie-Schur'schen  Abbildung  der  Geraden  des 
Complexes  6  auf  die  Punkte  eines  (gewöhnlichen)  Raumes  S'^^\ 
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indem  man  speciell  als  FundamentalkegeUchDitt  dieser  Abbil« 
dang  den  imaginären  Kugelkreis  C'^^^  des  Raumes  S'^^^  nimmt. 
Dann  entspricht  jeder  linearen  Googruenz  in  d  eine  Kugel  £' 
jenes  Raumes,  und  umgekehrt;  oder  auch,  da  irgend  eine  lineare 
Congruenz  in  0  sich  als  gemeinsame  Congruenz  des  BQschels 
(öß)  darstellen  lässt,  (wo  ß  ein  Complex  des  Gebietes  fl^*^),  jedem 
linearen  Complex  Q  von  ii^*^  eine  Kugel  2'j  und  umgekehrt. 
Insbesondere  entspricht  einer  Congruenz  (6Q)  mit  doppelt  zählen« 
der  Directrix  ein  Kugelkegel,  d.  i.  ein  solcher  Kegel,  der 
ttber  dem  Kugelkreis  C'(^)  steht.  Das  Wesentliche  dieser  Ab- 
bildung des  Complexraumes  ß(*)  auf  den  Kugelraum  (P(*)  =  S'(^>) 
besteht  darin,  dass  der  Abstand  zweier  Complexe  X,  Y  (in  Q^*^) 
übergeht  in  den  gewöhnlichen  euclidischen  Winkel  der  beiden 
entsprechenden  Kugeln.  Von  den  so  erhaltenen  Sätzen  sei 
angeftihrt:  „Zwei  (gewöhnliche)  Kugeln  bestimmen  ein  Büschel, 
dem  zwei  „Kugelkegel^  angehören.  Die  sämmtlichen  durch  die 
zwei  Spitzen  dieser  Kegel  gehenden  Kugeln  bilden  ein  Netz  von ' 
zum  gegebenen  Büschel  orthogonalen  Kugeln.^  Aehnlich  fUr  drei 
und  yier  Kugeln  etc. 

Der  übrige  Teil  der  Arbeit  des  Herrn  Verfassers  wird  ge- 
bildet durch  eine  mit  Hülfe  des  Obigen  hergestellte  eigentüm- 
liche Combinirung  der  Theorie  der  „nicht-euclidischen^  Kugeln 
mit  der  der  gewöhnlichen  euclidischen.  Unter  einer  nicht-eueli- 
dischen  Kugel  wird  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  verstanden, 
die  eine  feste  solche  Fläche  S(')  längs  eines  Kegelschnitts  be- 
rührt; ihr  Centrum  heisst  das  Centrum  einer  solchen  Kugel;  zwei 
solche  Kugeln  schneiden  sich  in  zwei  „nicht-euclidischen^  Krei- 
sen etc.  Dann  kann  man  zwischen  den  Kugeln  2*  =  sf^  eines 
Raumes  S'  und  den  nicht-euclidischen  Kugeln  S)!^  eines  Raumes 
S  eine  Correspondenz  (1,2)  in  folgender  Weise  bilden.  Aus  den 
Kugeln  des  Raumes  S'  wird  eine  feste  S'^-^  herausgegriffen,  durch 
die  zugleich  eine  bestimmte  Inversion  J  festgelegt  ist.  Dieser 
festen  Kugel  S'^'>  entspreche  im  Räume  ß^*^  ein  Complex  ß. 
Damit  correspondiren  dann  (vermöge  der  Abbildung  des  Raumes 
fl<*>  auf  den  Linienraum  Y^*^  und  zugleich  des  Complexes  6  auf 
den  Raum  S')  irgend  einem  Punktepaar  der  Inversion  J  ein  Paar 
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von  Geraden  des  Complexes  0,  die  bezüglich  des  Complexes  i2 
conjugirt  sind.  Sämmtlicben  linearen  Gomplexen  von  ^2^'^^,  die 
durch  die  Directricen  der  Congruenz  (i2d)  gehen,  entsprechen 
die  in  J  sich  selbst  conjugirten  (und  daher  zur  festen  S'^*>  ortho- 
gonalen) Kugeln.  Damit  sind  die  Elemente  der  Correspondenz 
(1,2)  zwischen  den  euclidischen  Kugeln  in  S'  und  den  nicht- 
euclidischen  Kugeln  in  S  (indem  man  diesen  Raum  als  nicht- 
euclidischen  mit  der  absoluten  Fläche  S(^>  auffasst)  gegeben, 
nämlich:  Jeder  nicht  euclidischen  Kugel  in  S  entsprechen  zwei 
euclidische  in  S\  die  dann  in  der  Inversion  J  zu  einander  con- 
jugirt sind ;  umgekehrt,  jeder  nicht- euclidischen  Kugel  in  S'  ent- 
spricht eine  einzige  euclidische  in  S.  Zugleich  entsprechen 
dann  den  Ebenen  des  nicht-euclidischen  Raumes  S  die  zur  festen 
Kugel  S'^'^^  orthogonalen  euclidischen  Kugeln;  umgekehrt  den 
Ebenen  des  euclidischen  Raumes  S'  die  nicht-euclidischen  Ku- 
geln, die  durch  einen  festen  (Fundamental-) Punkt  gehen,  das 
Centrum  der  der  festen  Kugel  S'^'^^  entsprechenden.  Von  den 
daraus  entspringenden  Sätzen  wollen  wir  hier  folgende  an- 
fuhren: „Der  Winkel,  unter  dem  sich  zwei  nicht- euclidische 
Kugeln  längs  ihrer  beiden  Schnittkreise  treffen,  ist  flir  jeden  der 
beiden  Kreise  constant,  aber  im  Allgemeinen  für  beide  Kreise 
ein  verschiedener.  Er  ist  dann  und  nur  dann  der  gleiche,  wenn 
das  Centrum  der  einen  Kugel  auf  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
liegt,  indem  die  andere  die  absolute  Fläche  S(^)  berührt.^ 

„Die  nicht-euclidischen  Kugeln,  die  eine  feste  Kugel,  wenig- 
stens in  den  Punkten  eines  und  desselben  Kegelschnitts  unter 
constantem  Winkel  treffen,  bilden  ein  solches  (dreifach  unend- 
liches) System,  dass  durch  irgend  drei  Punkte  im  Allgemeinen 
sechzehn  solcher  Kugeln  gehen.^  etc. 

Aehnliche  Betrachtungen  fär  die  Ebenen  hatte  schon  Herr 
de  Paolis  angestellt.  Zum  Schlüsse  sei  angedeutet,  dass  die 
Entwickelungen  des  Herrn  Verfassers  über  lineare  Complexe 
(abgesehen  von  dem  Zusammenhang  mit  der  nicht-euclidischen 
Geometrie)  im  engsten  Verhältnis  stehen  zu  dem  Uebertragongs- 
princip  des  Referenten  (cf.  z.  B.  Clebsch  Ann.  XVI.  p.  125.  Ref. 
im  nächsten  Bande  dieser  Fortschritte),  sofern  man  dieses  an- 
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wendet  auf  die  AbbilduDg  der  linearen  Complexe  auf  die  Kegel- 
schnitte in  der  Ebene,  wie  sie  der  Referent  in  seiner  Schrift  über 
Apolarität  durchgeführt  hat.  My. 


E.  Bbrtini.    Costruzioni  geometriche  della  trasfonnazione 

univoca   di    3"   ordine.    Lomb.,  ist.  Rend.  (3)  XV.  154-158. 

Eine  ein-eindeutige  Transformation  dritten  Grades  zwischen 
den  Punkten  zweier  Ebenen,  die  zugleich  mit  Httlfe  einer  Gol* 
Hneation  stets  in  die  allgemeinste  Transformation  ihrer  Art  über- 
gefQhrt  werden  kann,  kann  immer  auf  eine  von  den  folgenden 
zwei  Weisen  hergestellt  werden.  Entweder  trifft  die  Verbindungs- 
linie je  zweier  entsprechender  Punkte  zugleich  eine  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt  (im  Räume),  die  einen  Punkt  gemein  haben, 
oder  es  werden  je  zwei  entsprechende  Punkte  durch  einen  varia- 
beln  Kegelschnitt  ausgeschnitten,  der  durch  je  einen  festen  Punkt 
beider  Ebenen  geht  und  ausserdem  einen  festen  Kegelschnitt  (im 
Räume)  zweimal  trifft.  My. 


M.  Nöther.  Note  über  die  algebraischen  Curven,  welche 
eine  Schaar  eindeutiger  Transformationen  in  sich  zu- 
lassen.   Klein  Ann.  XX.  59-63. 

M.  NöTHER.     Nachtrag    zu    dieser  Note.    Klein  Ann.  xxi. 

138-140. 

Algebraischer  Beweis  des  Satzes,  dass  keine  algebraischen 
Curven  von  einem  Geschlecht  p>l  existiren,  die  durch  unend> 
lieh  viele  rationale  eindeutig  umkehrbare  Transformationen  in 
sich  Obergehen.  Zu  Grunde  gelegt  werden  einmal  die  algebrai- 
schen Entwickelungen  der  Herren  Brill  und  Nöther  (Clebsch  Ann. 
VII.,  s.  F.  d.  M.  VI.  1874.  251)  über  eindeutige  Transformationen 
und  die  9)-Functionen,  sodann  insbesondere  der  Satz  (dessen 
algebraischen  Beweis  der  Herr  Verfasser  später  an  anderer  Stelle 
geliefert  hat),  dass  es  auf  einer  algebraischen  (irreductibeln)  Gurve 
f(SjZ)  =  0  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  „specieller^^  Punkte 
(«,,?,)   giebty  in   denen   eine   rationale    Function  von   «,  z    von 
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der  Ordnung  fi<p  verschwindet,    ohne   sonst  zu  verschwinden. 
Für   p>l    ist  die   Anzahl    dieser  Stellen  >0,    nämlich  gleich 

(P-1)P(P+1). 

Zunächst  wird  nachgewiesen,  dass  die  Parameter  der  unend- 
lich vielen  Transformationen  (falls  solche  existiren),  die  f  =  0 
in  sich  überfuhren,  in  die  Transformationsforroeln  algebraisch 
eingehen.  Irgend  einer  der  Parameter  ^,  (die  übrigens  als  con- 
stant  betrachtet  werden),  ist  dann  repräsentirt  durch  einen  varia- 
beln  Punkt  einer  Curve  F(q,q')  =  0  von  derselben  algebraischen 
Classe  wie  /*  =  0.  Die  Gesammtheit  der  zu  diesem  Parameter  q 
gehörigen  Transformationen  führt  dann  einen  beliebigen  (nicht 
speciellen)  Punkt  («',«')  von  f  in  alle  Punkte  von  f  über;  das 
Analoge  gilt  von  den  umgekehrten  Transformationen.  Mithin 
kann  ein  solcher  Punkt  («',  z')  auch  in  einen  der  speciellen 
Punkte  («o,3So)  übergeführt  werden;  die  umgekehrte  Transforma- 
tion führt  also  den  letzteren  Punkt  in  den  ersteren,  d.  i.  einen 
beliebigen  Punkt  der  Curve  über.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da 
ein  specieller  Punkt  (s^jZ^)  der  Curve  vermöge  einer  der  Trans- 
formationen (oder  ihrer  Umkehrung)  immer  wieder  nur  in  einen 
speciellen  übergehen  kann.  Die  gemachte  Annahme  ist  also 
unstatthaft,  was  zu  beweisen  war.  Für  die  Fälle  p  =  0,1  ge- 
lingt es  ohne  Mühe,  die  Existenz  von  unendlich  vielen  Trans- 
formationen der  gemeinten  Art  einzusehen.  In  dem  Nachtrage 
widerlegt  der  Herr  Verfasser  den  Einwand,  dass  die  Ueberfüh- 
rung  eines  speciellen  Punktes  (s^jzj  der  Curve  in  einen  beliebi- 
gen («',  z')  doch  vielleicht  möglich  sei,  nämlich  durch  eine  singu- 
lare unendlich  vieldeutige  Transformation,  deren  sich  ja  in  der 
angenommenen  unendlichen  Schaar  von  eindeutigen  Transfor- 
mationen immer  einige  vorfinden  müssen.  Wäre  dieser  Einwand 
richtig,  so  käme  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  sich  auf  der  Curve 
/•=:0(p>l)  höchstens  zwei  specielle  Punkte  («o»*o)  befänden, 
was  nicht  der  Fall  ist.  Der  Herr  Verfasser  zeigt  endlich,  wie 
dieser  Einwand  noch  auf  zweite  Weise  zu  entkräften  ist,  indem 
er  diejenige  Schaar  der  q  bestimmt,  die  bei  allen  Transformationen 
(der  angenommenen  Art)  unverändert  bleiben.  My. 
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A.  Caylky.     On  two  cases  of  the  quadric  transformation 

between    two    planes.    J-  Hopkins  Circ.  1882.  178-179. 

Die  Aufgabe,  den  dritten  Schnittpunkt  der  ebenen  cubiseben 
Curve 

mit  der  Verbindungsgeraden  zweier  ihrer  Punkte  zu  suchen,  er- 
giebt  für  seine  Coordinaten: 

^i'-Vi-h  =  P  +  21A:0  +  21B:R  +  '21C  =  P:Q\R  =  A.BiC, 

wo  die  P,Q,RjAyB,C  in  den  Coordinaten  der  beiden  gegebenen 
Punkte  Yon  zweitem  Grade  sind.  Denkt  man  sich  hier  einen 
der  beiden  Punkte  als  fest,  den  anderen  als  beweglich  und  dem 
Pankte  {z)  entsprechend ,  und  sieht  man  von  der  Entstehung  der 
beiden  Darstellungen 

^s  •  i^3  •  »I  =  ^  •  ö  :  ß;     x^.y^iz^  =  A:  B:C 

YoUständig  ab,  so  kommt  man  zu  zwei  (auch  in  der  Form)  um- 
kehrbaren quadratischen  ein-eindeutigen  Transformationen  zwi- 
schen zwei  Ebenen.  My. 

Piazza.     Sulla  corrispondenze  (1^  2)  ed  (1,  3).    Torino,  Atti. 

XV  IL  431-447. 

Die  einfachsten  Elemente  beider  Correspondenzen  bis  zur 
Aufstellung  ihrer  Yollen  Systeme  werden  inYarianten-theoretisch 
entwickelt  und  eine  Anwendung  gemacht  auf  die  Segmente,  die 
aaf  einer  Geraden  Yon  correspondirenden  Punkten  begrenzt 
werden.  My. 

G.   Peano.       Formazioni    invariantive    delle    corrispon- 
denze.   Batt  G.  XX.  79-101. 

Sind  zwei  doppelt  binäre  Formen 

f  =  üjca^j    g  —  b^ßc 
(Correspondenzen  (m^),  (nv))  gegeben,  deren  Väriabele  von  einander 
unabhängigen  linearen  Transformationen  unterworfen  werden,  so 
liefert  der  Process  der  doppelten  Ueberschiebung 

fortachr.  d.  Math.  XIV.  2.  46 
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ersichtlich  covariante  Formen.  Aber  auch  umgekehrt  gilt  der 
Satz,  dass  jede  Govariaute,  welche  die  Goefficienten  der  einen 
Form  f  im  Grade  h  enthält,  durch  Ueberschiebungen  von  f  mit 
Covarianten  von  niederem  Grade  in  diesen  Goefficienten  sich  er- 
zeugen lässt.  Der  Verfasser  benutzt  denselbeo,  um  die  vollstän- 
digen Formensysteme  von  n  Formen  (1,1),  sowie  von  (1,2)  und 
(2,2)  anzugeben.  V. 


Laguerre.     Transformation  par  semi-droites  rdciproques. 

NoQV.  Ann.  (3)  I.  542-556 

Diese  Transformation  ist  eine  Art  dualistischen  SeitenstQcks 
zur  Inversion  (in  der  Ebene)  und  wird  mit  Hülfe  des  Begriffes 
der  Richtung  (des  Sinnes),  in  dem  eine  Gurve  durchlaufen  wird, 
aufgebaut.  Eine  in  einem  bestimmten  Sinn  zu  durchlaufende 
Gerade,  resp.  Kreis  heisst  Halbgerade,  resp.  Gykel.  Auch  die 
Tangenten  eines  Cykels  werden  demgemäss  als  Halbgerade  be- 
trachtet. Damit  vereinfachen  sich  die  elementaren  Sätze  über 
die  Lagenbeziehungen  zwischen  Geraden,  resp.  Kreisen  und  Krei- 
sen z.  B.  wie  folgt:  An  einen  gegebenen  Gykel  kann  man  zu 
einer  gegebenen  Halbgeraden  nur  eine  Parallele  legen.  Zwei 
(aus  einander  liegende)  Gykel  haben  nur  zwei  Tangenten  gemein. 
Der  Abstand  zwischen  den  resp.  Berührungspunkten  ist  der 
„Tangentialabstand^  beider  Gyklen.  Zwei  Halbgerade  besitzen 
nur  eine  Halbirungslinie,  den  Ort  der  Gentra  der  sie  berühren- 
den Gyklen.  Zwei  Gyklen  haben  nur  ein  Aehnlichkeitscentrum. 
Es  giebt  nur  einen  Gykel,  der  drei  gegebene  Halbgerade  be- 
rührt etc.  Dann  lässt  sich  die  gemeinte  Transformation  so  charak- 
terisiren,  dass  das  Analoge  zur  Inversion  sofort  erkennbar  ist: 
„Die  Halbgeraden  (der  Ebene)  lassen  sich  eindeutig  so  zuord- 
nen, dass  sich  immer  zwei  entsprechende  (reciproke)  Halbgerade 
auf  einer  bestimmten  Geraden,  der  Transformationsaxe,  schnei- 
den, sowie  dass  irgend  zwei  Paare  reciproker  Halbgeraden  Tan- 
genten desselben  Gykels  sind.'^  Die  Transformation  hängt  von 
einem  Parameter  ab.    Die  Tangenten  eines  Gykels  gehen  wieder 
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in  die  Tangenten  eines  Cykels  über.  Im  Besondern  giebt  es 
einfach  unendlich  viele  Cyklen,  deren  reciproke  Bilder  Punkte 
(Strahlbüschel)  sind.  Der  Tangentialabstand  zweier  Gyklen  ändert 
sich  durch  die  Transformation  nicht,  ein  Satz,  der  auf  Tangen- 
tialabstände  irgend  welcher  Curven  ausgedehnt  werden  kann. 
Als  Anwendung  erscheint  z.  B.  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes: 
^Die  drei  Aehnlichkeitscentra  dreier  Gyklen  (zu  je  zweien)  liegen 
in  einer  Geraden.^  Femer  eine  einfache  Lösung  des  Apolloni- 
scben  Problems.  Zum  Schluss  weist  der  Herr  Verfasser  auf  den 
Vorteil  hin,  den  eine  geschickte  Combinirung  obiger  Transfor- 
mation mit  der  der  Inversion  bietet.  My. 


J.   S.    Vanecek.      Sur    Tinversion    g^n^rale.    C.  R.  xciv. 

1042-1044. 

Herr  Hirst  hatte  eine  Verallgemeinerung  der  gewöhnlichen 
Inversion  (in  der  Ebene)  angegeben,  nach  der  zwei  Punkte  x^y 
Bilder  von  einander  sind,  wenn  sie  in  Bezug  auf  einen  festen 
Kegelschnitt  conjugirt  sind,  und  wenn  noch  ihre  Verbindungs- 
linie durch  einen  festen  Punkt  geht.  Der  Herr  Verfasser  will 
eine  Idee  von  einer  Verallgemeinerung  dieser  Hirsfschen  Trans- 
formation geben,  es  entgeht  ihm  aber,  dass  seine  Transformation 
mit  der  Hirst'schen  völlig  identisch  ist.  Es  folgen  Anwendungen 
auf  verschiedene  besondere  Fälle.  My. 

L.  Certo.  Lo  spazio  delle  omologie  aföni  di  un  piano 
posto  in  relazione  con  lo  spazio  delle  coniche  dello 
stesso  piano.    Bau.  G.  XX.  321-346. 


B..   Conforme  Abbildung. 
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Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Gapitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 
Ph.  Gilbert.      Cours   de  m^canique  analytique;    partie 

^l^mentaire.  2™^  äd.     Paris.  Gauthier-Yillars.    Loavain.  Peeters- 
RacIeoB. 

In  dieser  zweiten  Auflage  ist  die  Kinematik  in  mehrere 
Teile  zerlegt.  Die  Theorien  der  ebenen  Bewegung,  des  Krfim- 
mungsmittelpunktes  der  Rouletten,  der  Besehleunigungen  der 
ebenen  Bewegung  und  die  relativen  Bewegungen  sind  unter  dem 
Gesichtspunkt  der  zusammengesetzten  Geschwindigkeit  betrachtet. 
Eine  Anzahl  von  Beispielen  ist  beigefügt;  ferner  behandelt  ein 
Gapitel  die  Reibung  beim  Gleiten  und  den  Widerstand  beim 
Hollen,  welche  in  der  ersten  Auflage  nicht  berücksichtigt  waren. 
Die  allgemeinen  Gleichgewichtsgleichungen  und  die  Bewegungs- 
gleichungen der  Flüssigkeiten  sind  einfacher  als  früher  be- 
wiesen. Mn.  (0.). 


A.    Seydlbr.      Einleitung    in    die    theoretische    Physik. 
I.  Teil.     Einleitende   BegritFe.     Mechanik.     Prag.    iö80. 

(Böhmisch). 

Der  Verfasser  hat  beabsichtigt,  ein  Compendium  zu  liefern, 
welches  in  gedrängter  Kürze  die  wichtigsten  Resultate  der  theo* 
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retischen  Physik  deductiv  ableiten,  ausserdem  aber  auch  dem 
Leser  zum  weitem  Studium  Anregung  und  Anleitung  geben  soll. 
Letzteres  wird  durch  (Jebungsaufgaben,  welche  älteren  classi- 
sehen  Werken  (Newton,  Euler,  Lagrange)  entnommen  sind,  noch 
mehr  aber  durch  knapp  gehaltene  historische  und  literarische 
Notizen  erzielt,  welche  jedem  grösseren  Abschnitte  beigefügt 
sind.  Sie  dürften  trotz  ihrer  Kürze  den  Leser  über  die  wichtig- 
sten Erscheinungen  in  der  diesbezüglichen  Literatur  hinreichend 
Orientiren. 

Grosse  Sorgfalt  hat  der  Verfasser  der  Architektonik  seines 
Werkes  zugewendet.  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  zur 
Zeit  alle  unsere  Vorstellungen  auf  dem  Gebiete  der  Physik  ein 
vorwiegend  mechanisches  Gepräge  haben,  teilt  er  die  Physik  in 
abstracte  (reine)  und  concrete  (angewandte)  Mechanik  (letztere 
allerdings  nur  im  weitesten  Sinne  des  Wortes).  Während  erstere 
Bewegung,  Masse  und  Kraft  im  Allgemeinen  untersucht,  befasst 
sich  letztere  mit  besonderen  (concreten)  Kräften  und  Kraftwir> 
knngen,  wobei  sich  eine  natürliche  Scheidung  nach  zwei  Typen 
ergiebt.  Der  Gravitationstypus  beherrscht  hauptsächlich  jenes 
Gebiet,  in  welchem  die  Wirkungen  dem  Gesetze  des  umgekehr- 
ten quadratischen  Verhältnisses  der  Entfernung  unterliegen  (Gra- 
vitation, Magnetismus,  Elektricität),  und  der  Moleculartypus  (Vi- 
brationstypus) hauptsächlich  dasjenige,  in  welchem  die  Erschei- 
nungen vom  directen  einfachen  Verhältnisse  der  Entfernung 
abhängen.  Dadurch  ist  die  Sonderung  des  Stoffes  in  drei  Teile 
vorgeschrieben.  Der  vorliegende  erste  Teil  des  Werkes  be- 
handelt die  abstracte  Mechanik,  abgesehen  von  einer  etwas  aus- 
führlicher gehaltenen  Einleitung,  worin  der  Umfang  der  zum 
erfolgreichen  Studium  der  theoretischen  Physik  erforderlichen 
mathematischen  und  geometrischen  Kenntnisse  festgestellt  und 
einige  der  Physik  näher  stehende  mathematische  Disciplinen, 
Interpolation,  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  Kürze  darge- 
stellt werden. 

Da  die  Mechanik  die  Darstellung  der  von  Massen  ausge- 
führten, durch  Kräfte  verursachten  Bewegungen  zur  Aufgabe 
hat,   erscheint    es    angemessen,      1)    die    Bewegung    an    sich; 
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2)  die   Massen   an  sich  (in  ihren   geometrischen   Beziehungen); 

3)  endlich  die  Kräfte  an  sich,  sofern  alle  als  Vectoren  einer 
geometrischen  Darstellungsweise  fähig  sind,  zu  betrachten,  um 
endlich,  durch  Gombination  der  gewonnenen  Resultate,  jene 
Untersuchungen  durchfuhren  zu  können^  welche  sich  4)  entweder 
auf  das  Gleichgewicht  (als  besonders  wichtigen  speciellen  Fall), 
oder  5)  auf  die  durch  Kräfte  verursachte  Bewegung  als  allge- 
meinsten Fall  beziehen. 

Dadurch  [teilt  sich  die  Mechanik  naturgemäss  in  folgende 
Teile:  I.  Kinematik.  II.  Geometrie  der  Massen.  III.  Geometrie 
der  Kräfte.     IV.  Statik.     V.  Dynamik. 

Die  Kinematik  hat  in  ausführlicheren  Darstellungen  der 
Mechanik  bereits  Bürgerrecht  erhalten ;  auch  die  Massengeometrie 
(eingeführt  von  Haton  de  la  Goupilli^re)  findet  immer  mehr 
Berücksichtigung  (Somoff,  Schell  in  der  zweiten  Ausgabe).  Da- 
gegen pflegte  man  die  Geometrie  der  Kräfte  bisher  in  der  Statik 
als  integrirenden  Bestandteil  dieses  Abschnitts  der  Mechanik 
unterzubringen  und  machte  zwischen  beiden  keinen  Unterschied. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  der  Verfasser  die  Statik  und 
Dynamik  ganz  abstract  unter  der  Voraussetzung  absolut  starrer 
Gebilde  (Massen)  behandelt,  daher  solche  Teile,  die  concrete 
Kräfte  zur  Voraussetzung  haben  (z.  B.  die  Elasticitätstheorie,  die 
Hydromechanik)  dem  dritten  Teile  seines  Werkes  zuweist. 

Std. 


LaPLACE.      Oeuvres    OOmplfetes.    T.  V.     Paris.  Gauthier-Villara. 

Dieser  letzte  Band  der  „Mäcanique  Celeste ""  enthält  Buch  XI. 
De  la  figure  et  de  la  rotation  de  la  Terre.  Buch  XII.  De 
Tattraction  et  de  la  r^pulsion  des  sph^res  et  des  lois  de 
r^quilibre  et  du  mouvement  des  fluides  elastiques.  Buch  XIII. 
Les  oscillations  des  fluides  qui  recouvrent  les  planstes.  Buch  XIV. 
Les  mouvements  des  corps  Celestes  autour  de  leurs  centres  de 
gravit6.  Buch  XV.  Du  mouvement  des  planetes  et  des  comötes. 
Buch  XVI.  Du  mouvement  des  satellites.  0. 
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Ledieu.     La  th^oric  vibratoire  de  la  niati^re  et  la  th^orie 
des  centres  des  forces.    Rer.  d.  qa.  bc.  xii.  iög-176. 

ZusammeDstellung  der  Arbeiteo,  die  in  den  C.  R.  1882  publi- 
cirt  worden  sind.  Mn.  (0.). 


Gapitel  2. 

Kinematik. 

C.  Stephanos.  Sur  les  propridt^s  mdtriques  et  cin^matiques 
d'une  Sorte  de  quadrangles  conjugu^.    c.  B.  xov.  617-650. 

Zwei  Systeme  von  je  vier  in  einer  Ebene  enthaltenen  Punk- 
ten A^,  i4„  il„  A^  und  B^^B^,  B„  B^  nennt  der  Verfasser  conjugirte 
Quadrangel  (quadrangles  conjugues),  wenn,  wie  man  sie  auch  in 
eine  Ebene  legen  mag,  ihre  entsprechenden  Punkte  (Aij  Bi)  vier 
Paare  von  Punkten  bilden,  Welche  in  Bezug  auf  einen  Kreis  con- 
jugirt  sind. 

Zu  einem  Quadrangel  A  giebt  es  eine  unendliche  Anzahl 
conjugirter  Quadrangel  B,  und  alle  diese  Quadrangel  B  sind  unter 
sich  ähnlich.  Ein  Quadrangel  ist  nur  in  dem  Falle  sich  selbst 
conjugirt,  wenn  seine  vier  Ecken  auf  einem  Kreise  liegen.    Die 

vier  Dreiecksfiächen  A^A^A^^  ^%^x^ai  ^i^s^«»  ^i^s^s  ^^^^s  Q°^' 
drangeis  A  sind  bezüglich  proportional  den  entsprechenden  Drei- 
ecksflächen des  conjugirten  Quadrangels  B,  Die  bezüglichen 
Verhältnisse  dieser  vier  Flächen  bezeichnet  der  Herr  Verfasser 
durch  X^iX^iX^iX^^  wobei  2*1,  =  0  zu  setzen  ist.  Sind  Qx^q^^q^^q^ 
die  .Abstände  der  vier  Ecken  des  ersten  Quadrangels  von  den 
entsprechenden  des  conjugirten,  so  besteht  bei  jeder  Lage  der 
beiden  Quadrangel  die  Relation  i,ei  H-^ta^J +  >l,ßj -f-i«jj  =  C, 
wo  C  eine  nur  von  den  Dimensionen  der  beiden  Quadrangel  ab- 
hängige Constante  bedeutet.  Hieraus  wird  der  Schluss  gezogen, 
dass,  wenn  die  drei  Ecken  A^^A^^^A^  des  Quadrangels  A  auf  drei 
beliebigen  Kreisen  liegen,  welche  bezüglich  zu  Mittelpunkten  die 
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entsprechenden  Punkte  B^^B^.B^  des  conjugirten  Qaadrangels  B 
haben,  die  vierte  Ecke  A^  auf  einem  vierten  Kreise  liegt,  welcher 
sein  Centrum  in  B^  hat.  Im  Allgemeinen  giebt  es  sechs  ver- 
schiedene Lagen  der  Art  für  eine  Figur,  dass  drei  ihrer  Punkte 
i4,,yl,,/43  bezüglich  auf  drei  Kreisen  95,, ö,, 93,  liegen.  Sind  dem- 
nach die  sechs  möglichen  Lagen  gegeben,  so  existirt  im  Allge- 
meinen nur  ein  Punkt  A^  in  dieser  Figur,  dessen  entsprechende 
sechs  Lagen  auf  einem  Kreise  93^  enthalten  sind.  Eine  Aus- 
nähme  tritt  nur  in  dem  Fall  ein,  dass  das  Dreieck  A^A^A^  ähn- 
lich ist  mit  dem  Dreieck  B^B^B^^  welches  aus  den  Centren  der 
drei  Kreise  93,,  93,,  93,  gebildet  ist.  In  diesem  Falle  giebt  es  eine 
unendliche  Zahl  von  Punkten  >4^,  denen  diese  Eigenschaft  zu- 
kommt; es  sind  das  alle  die  Punkte,  welche  auf  dem  dem  Drei- 
eck A^A^Ä^  umgezeichneten  Kreise  gelegen  sind.  Liegt  die  Be- 
sonderheit vor,  dass  die  drei  Punkte  ^,,  il,,  il,  in  einer  Geraden 
gelegen  sind,  so  ist  der  Kreis  93^  durch  eine  Gerade  b  zu  er- 
setzen, und  diese  Gerade  bewahrt  ihre  Richtung,  wenn  die  Radien 
der  Kreise  93, ,933,933  sich  ändern,  falls  man  nur  ihre  Mittelpunkte 
unverändert  lässt. 

Diese  Theorie  conjugirter  Quadrangel  steht  in  enger  Ver- 
bindung mit  einigen  kinematischen  Gesetzen,  die  von  Herrn 
Tchebychef  in  seiner  Schrift  „Sur  les  plus  simples  syst^nies 
articules  qui  fournissent  un  mouvement  rectiligne  approximatif 
au  quatriöme  et  au  cinquiöme  ordre"  (Petersb.  Abh.  IS81)  ge- 
geben wurden.  Sehn. 


G.  Halphen.     Sur  la  thöorie  du  d^placeraent.    Nouv.  Ann. 

(3)  I.  296-300. 

Herr  C.  Stöphanos  hat  in  dem  Bull.  d.  1.  S.  Philom.  (7)  VI. 
p.  13  folgendes  Theorem  veröffentlicht:  „Wenn  ein  ebenes  Ge- 
bilde in  drei  beliebigen  Lagen  F,,Fj,Fj,  in  seiner  Ebene  gedacht 
wird,  so  lässt  sich  F,,  F,  und  F,  in  Bezug  auf  drei  bestimmte 
Gerade  als  symmetrisches  Gebilde  ein  und  derselben  Figur  F 
auffassen."  Indem  Herr  Halphen  ein  analoges  Theorem  für 
Gebilde   im  Raum  aufzustellen   sucht,  gelangt  er  zu  einer  ein- 
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fachen  Entwickelung  des  Fundamentalsatzes  der  Kinematik,  dass 
jeder  Körper  in  eine  beliebig  gewählte  andere  Lage  durch  eine 
einfache  Schraubenbewegung  übergeführt  werden  kann,  und  giebt 
folgendes  generelle  Theorem:  „Wenn  ein  Körper  in  drei  ver- 
schiedenen Lagen  im  Raum  gegebenen  ist,  so  lässt  sich  jeder 
derselben  als  Symmetriegebilde  eines  und  desselben  Körpers  in 
Bezug  auf  drei  bestimmte  Gerade  auffassen,  und  zwar  sind  diese 
Geraden  die  drei  gemeinsamen  Perpendikel  von  je  zwei  der  drei 
Drehaxen,  um  welche  durch  Schraubenbewegung  jeder  der  drei 
Körper  in  die  Lage  des  anderen  übergeführt  werden  kann." 

Sehn. 


G.  Gautero.     Del  movimento  di  iina  superficie  che  ne 
tocca  costantemeiite  un'  altra  fissa.    Batt.  G.  XX.  16:J-193. 

Eine  einfache  kinematische  Untersuchung.  Rs. 


E.  Habich.     Thäorfeme   de  cin6matique.    Noav.  add.  (3)  i. 

458-462. 

Es  werde  die  Bewegung  einer  Ebene  auf  einer  festen  Ebene 
charakterisirt  durch  die  beiden  Rouletten  (C)  und  (C ),  von  denen 
(C)  in  der  festen  Ebene,  (C)  in  der  beweglichen  enthalten  sei, 
und  0^  sei  der  augenblickliche  Berührungspunkt  beider,  oder  der 
augenblickliche  Drehpunkt  des  bewegten  Systems.  Das  augen- 
blickliche Drehungscentrum  zweiter  Ordnung  ist  ein  Punkt  0„ 
welcher  auf  der  gemeinsamen  Normale  beider  Rouletten  gelegen 

RR' 

ist  und  von  0.  eine  Distanz  0.0^  =    d,di     besitzt,    wenn    R 

und  Ä'  die  Krümmungsradien  der  Rouletten  (C)  und  (C)  be- 
deuten. Sind  nunmehr  in  der  beweglichen  Ebene  zwei  Curven 
(4)  und  (a)  gegeben,  welche  auf  der  festen  P^bene  bezüglich  die 
Curven  (B)  und  (6)  umhüllen,  und  bedeuten  K'  und  K  die  KrUm- 
mungscentren  bezüglich  von  (A)  und  (B),  k'  und  k  die  von  (a) 
und  (ft),  so  finden  folgende  Relationen  statt.  Die  beiden  Gera- 
den K'k'  und  Kk  schneiden  sich  in  einem  Punkte  L;  dieser  liefert, 
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mit  0^  verbunden,  eine  Verbindungslinie  L0^.  Projicirt  man 
andererseits  den  Punkt  0,  auf  die  beiden  Normalen  von  (A) 
und  (d),  so  erhält  man  zwei  Projectionspunkte  H  und  h.  Die 
Verbindungslinie  Hh  läuft  nunmehr  parallel  jener  Geraden  L0^, 
Von  diesen  generellen  Beziehungen  aus  gelangt  man  zu  einem 
Satz  von  Euler,  wenn  man  ein  System  der  berührenden  Curven 
durch  (C)  und  (C)  ersetzt;  es  ergiebt  sich  nämlich:  „Wenn  man 
die  KrQmmungscentra  von  (A)  und  (C')  einerseits  und  von  (B) 
und  (C)  andererseits  verbindet,  so  schneiden  sich  die  entstehen- 
den beiden  Geraden  in  einem  Punkte,  welcher  auf  dem  Perpen- 
dikel gelegen  ist,  welchen  man  im  augenblicklichen  Drehungs- 
centrum auf  der  gemeinsamen  Normale  von  umhüllender  und 
umhüllter  Curve  errichtet."  Sehn. 


F.  Schiffner.  Die  Schraubenregelfläche.  HoppeArch.  Lxviii. 

72-78. 

Die  Schraubenregelfläche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  um  eine 
feste  Drehaxe  rotirt  und  gleichzeitig  eine  gleichförmige  Trans- 
lationsbewegung hat,  bei  der  sie  Richtung  und  kürzesten  Ab- 
stand gegen  die  Drehaxe  bewahrt.  Die  Arbeit  beschäftigt  sich 
mit  der  descriptiven  Darstellung  einer  solchen  Fläche. 

Sehn. 


M.  d'Ocagne.  fitude  sur  un  mode  de  d^termination  des 
courbes  planes.  Application  cindmatique.  Nouv.  Add.  (3) 
i.  4046.  W.  St 


V.  LiGüiNE.     Sur  les  systfemes  articulds  de  MM.  Peau- 
cellier,  Hart  et  Kempe.    Nouv.  Ann.  (3)  r.  153-163. 

Für  die  drei  praktisch  wichtigsten  Apparate,  welche  eine 
Kreisbewegung  in  eine  geradlinige  Bewegung  umsetzen  und  am- 
gekehrt,  wird  die  Beziehung  zwischen  den  zurückgelegten 
Wegen    bei    der    gegebenen    und    bei    der   transformirten   Be- 
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wegnng,  sowie  die  Beziehungeo  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
bestimmt.  ^®" 


H.  Hart.     Quaternion   proof  of  the  triple  generation  of 
three-bar  motion.    Mess.  (2)  XII.  32. 

Der  Verfasser  giebt  einen  kurzen  Beweis  für  Mr.  S,  Roberts' 
Theorem  der  dreifachen  Erzeugung  der  Drei-Stangenbewegung. 
(LoDd.,  M.  S.  Proc.  VII.  p.  14,  s.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  551),  wel- 
cher gleichzeitig  den  Nutzen  der  Quaternionen  bei  der  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  der  Gelenkbewegung  beleuchtet. 

Glr.  (0.). 


L.  Jansk.  Bz,    Stoomverdeelingssysteem  van  Gebr.  Siilzer. 

Nienw  Arch.  IX.  61-86. 

Ausführliche  Berechnung  eines  neuen  Dampfverteilungs- 
systems bei  der  Dampfmaschine,  welche  durch  Gebrttder  Sulzer 
in  Winterthur  auf  der  Pariser  Weltausstellung  von  1878  ausge- 
stellt wurde.  Die  verschiedenen  Curven,  welche  einzelne  Punkte 
des  Systems  beschreiben,  werden  in  Gleichungen  gebracht  und 
daraus  die  Form  und  Eigenschaften  abgeleitet.  G. 


Gapitel  3. 
Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 
J.  Petersen.      Statik,    Foreläsninger    holdte    ved    den 

polytekniske    Läreanstalt.     Kjobenhavn  188l.    Host  &  Sön.    8°. 

Ausser  dem,  was  man  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern 
der  Statik  findet,  enthält  das  vorliegende  noch  zwei  wichtige 
Zusätze.    Der   erste  ist  ein  Gapitel  Ober  das  astatische  Gleich- 
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gewicht,  in  welchem  die  astatische  Reduction  eines  Kräftesysteing 
und  die  Bedingungen  einer  einzigen  Resultante  in  Überraschend 
einfacher  Weise  dargestellt  sind.  Der  zweite  giebt  die  Anfangs- 
grunde der  graphischen  Statik,  woran  eine  originelle  Behandluug 
des  Diagrammes  eines  gegliederten  Systemes  geknüpft  ist. 

Gm. 

.1.  Petersen.  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper.  Deutsche 
Ausgabe,    unter    Mitwirkung    des    Verfassers    besorgt 

von    R.    von    Fischer-Benzon.     Kopenhagen.     Host  &  Sohn. 

Deutsche  Ausgabe  des  oben  besprochenen  Lehrbuches. 

_  ßfi. 

G.  ß.  Marsano.       Dimostrazione    del    parallelogrammo 
delle  forze  data  dal  R.  P.  Girolamo  Badano.    Rivisu  di 

Mat.  element.  (2)  lY. 

Badano  hat  in  seinen  Vorlesungen  über  Mechanik  im  Jahre 
1823  den  jetzt  mitgeteilten  geometrischen  und  elementaren  Be- 
weis des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  gegeben.  Nach 
der  Wiedergabe  dieses  Beweises  ist  von  6.  B.  Marsano  ein  Aus- 
zug der  biographischen  Notizen  gegeben,  welche  einige  Wochen 
nach  dem  Tode  Badano's  in  dem  Supplemento  della  Gazetta  di 
Genova  deir  8.  Gennaio  1848  veröffentlicht  wurden.  Rs. 


E.   Brassinne.     Manifere  directe   de  ramener  la  compo- 
sition  des  forces  concourantes  k  la  thöorie  du  levier. 

Nouv.  Add.  (3)  I.  320-321. 

Es  wird  gezeigt,  dass  das  Hebelgesetz  allein  genügt,  um  zu 
beweisen,  dass  die  Resultante  zweier  Kräfte  F  und  Q,  deren 
Angriffspunkt  h  ist  und  deren  Intensitäten  hm  und  hn  sind,  der 
Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des  Parallelo- 
gramms hnFm  dargestellt  wird,  welches  über  den  die  Kräfte 
repräsentirenden  Geraden  construirt  ist.  Rs. 
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E.  Wenzel.     Zur  Zurttckfäbrung    der    schiefen    Ebene 

auf  den   Hebel.    ZeiUchr.  f.  d.  Bealschalw.  VII.  385-393. 

Die  Hebelstaoge  bildet  selbst  die  schiefe  Ebene;  RoUen- 
flibniDgen  bewirken,  dass  die  angreifenden  Kräfte  yorgeschriebene 
Winkel  mit  der  Ebene  bilden.  Die  vom  Verfasser  in  Aussicht 
gestellten  Schul-Apparate,  welche  in  diesem  Sinne  die  Theorie 
des  Hebels  und  der  schiefen  Ebene  gleichmässig  und  gleichzeitig 
zu  demonstriren  gestatten,  werden  sich  in  der  Tat  zur  Belebung 
des  statischen  Unterrichts  förderlich  erweisen.  Auch  ist  es  rich- 
tig, wenn  der  Verfasser  zum  Schlüsse  sagt:  ^Es  erscheinen  mit- 
hin sämmtliche  Maschinen  auf  eine  einzige  einfache,  den  Hebel, 
zurQckfQrbar. "  Diese  Tatsache  ist  schon  von  altersher  wohl- 
bekannt; so  findet  man  in  den  mechanischen  Lehrbüchern 
Yon  De  la  Hire  und  Kästner  das  Kräfteparallelogramm  als  einen 
Ausfluss  der  Lehre  vom  Winkelhebel  dargestellt  und  damit  diese 
Lehre  überhaupt  zum  ersten  Frincip  der  theoretischen  Mechanik 
erhoben.  Gr. 


G.  Bardelli.     Sui  sistemi  variati  di  forze.    Lomb.,  ist.  Read. 

(2)  XV.  180-195. 

Für  ein  System  von  Kräften,  von  welchen  irgend  eine  Com- 

ponente  die  Intensität  F  besitzt,  werden  folgende  Bezeichnungen 

eingeführt,  wobei  immer  nur  eine  der  drei  analogen  Gleichungen 
wiedergegeben  wird: 

/>,  =  2Pxa,   E,  ==  2Pya,   F,  =  2Pza,  X  =  IPa,  M^  =  E,-F,; 

ferner 

Ein  verändertes  System  eines  gegebenen  Systems  von  beliebig 
vielen  Kräften  erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Geraden, 
welche  die  Kräfte  darstellen,  sich  um  Linien  drehen  lässt,  die 
parallel  zu  einer  beliebigen  Richtung  durch  die  Angriffspunkte 
gezogen  sind.  Die  Coordinatenaxen  Ox,  Oy,  Oz  seien  in  eine 
neue  Lage  Ox^^  Oy^,  Oä,  gebracht;  eine  Gerade  OL^  deren  Rich- 
tungscosinus /,  m,  n  sind,  und    eiu  Winkel   d  (die  Rotationsaxe 
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und  der  Rotationswinkel  des  zugehörigen  veränderten  Systems) 
werden  eingeführt;  dann  sind  die  Cosinus  a^  ...  durch  Ijm^n  und 
d  ausdruckbar.     Es  ist  nämlich 

o,  =  2/»sin'-lö  +  cosö,  b,  =^  2lmBm^ -^ö-nsmO, 

Cj  =  2/11  sin'— ö  +  msinö, 

ö,  =  2/msin'  — ö  +  nsinö,  6^  =  2m*sin'  — ö  +  cosö, 

c,  =  2mn  sin'  —  ö  —  /  sin  tf , 

Gj  =  2/nsin'— ö— msinö,  6,  =  2mnsin'—  Ö  +  Zsinö, 

C3  =  •^n'sin'—  ö  +  cosö. 
Ferner  hat  man 

F,   =  X,  itf,^  +  y^itfy^  -f  Z,  *,,, 

oder 

(1)         F,(l+A')  =  fc'F+2ikt7  +  2T-F, 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

*  =  cotgi-ö,    t7  =  /(*,-iV,)  +  m(iV.-L.)  +  n(L,-lf,), 

L,  =  zD,-yD„...,  m,  =  z£,— yjs,,...,  iv^  =  zf^-^yf,,... 

Indem  über  die  Werte  /,  m,  n  (oder  über  T  und  CT)  und  über  F, 
verschiedene  Annahmen  gemacht  werden,  gewinnt  der  Verfasser 
aus  der  Gleichung  (1)  eine  Reihe  von  Sätzen.  Rs. 


J.  J.  Sylvestbr.     Note  on   mechanical  Involution. 

Sylv.,  Am.  J  IV.  336-340 

J.  J.  Sylvester.     On  mechanical  Involution.    J.  Hopkins 

Circ.  1882.  242-243. 
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Wenn  Kräfte  in  der  Richtung  von  sechs  im  Räume  gegebe- 
nen Linien  so  wirken,  dass  die  statische  Summe  Null  ist,  muss 
eine  gewisse  geometrische  Bedingung  von  den  sechs  Linien  er- 
füllt werden.  Trifft  dies  zu,  dann  sagt  man  von  den  Linien,  sie 
sind  in  Involution.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  Bedingung  für 
die  Involution  analytisch  durch  das  Verschwinden  einer  gewissen 
zusammengesetzten  Determinante  ausgedrückt  werden  kann.  Die 
Determinante  ist  von  Cayley  in  den  Cambr.  Trans.  1861  pt.  2  ge- 
geben. Rs. 


A.  Legoüx.  Stabilitö  de  T^quilibre  d'un  point  mat^riel 
attire  ou  repoussä  par  un  nombre  quelconque  de 
points  matäriels  fixes  proportionnellement  aux  masses 
et   k    une    puissance    de  la  distance.    Noav.  Ann.  (3)  L 

U5-153. 

Man  bezeichne  mit  m«  die  Massen  der  anziehenden  Punkte 
Ai,  mit  XijyijZi  die  Goordinaten  dieser  Punkte,  mit  a;,y,j5  die  des 
angezogenen  Punktes  M,  mit  u,-  die  Entfernungen  des  Punktes  M 
von  den  Punkten  A-,  uüd  man  nehme  an,  dass  die  vom  Punkte 

Ai  auf  M  ausgeübte  Anziehung  durch  — ;^  dargestellt  sei.  Fer- 
ner sei  di  =  [iijaj=:ü,  y  =  ü,  1  =  0.  Die  notwendigen  und  hinreichen- 
den Bedingungen  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  sind  dann 
durch  drei  Ungleichheiten  ausgedrückt: 


(«- 

■1)2- 

■<o, 

folglich 

n<l. 

^  w»jmi+i8in'(d.rf,+i) 

-(2n 

+  1)(2:- 

"•+1 

{didi^^)  bezeichnet  den  Winkel  der  beiden  Richtungen  OAi  und 
Oij^i,  wobei  0  den   Anfangspunkt   der   Goordinaten   bedeutet. 

Man  erhält  fi< — ^• 

Die  dritte  Ungleichheit  ist  weitläufiger;   es  ist  aber  leicht 
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ersichtlich,  dass  derselben  genügt  wird,  wenn  «+2^0  ist. 
Ausserdem  weiss  man,  dass  das  Gleichgewicht  stabil  ist  für 
«  =  —2  oder  für  n+  1  =  — 1.  Nach  Transformation  der  Un- 
gleichheit findet  man,  dass  dieser  stets  genügt  wird,  wenn 
n  -f  1  ^0  ist.  Alle  drei  Ungleichheiten  werden  erfüllt  sein, 
wenn  n^— 1  ist.  Für  «  =  1,  d.  h.  für  das  Newton'sche  Attrac- 
tiousgesetz  ist  das  Gleichgewicht  nicht  stabil. 

Man    kann    dasselbe    Resultat   auch    anders   erhalten:    Das 
Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  die  Function 


n      u 


durch  ein  Maximum,  und  instabil,  wenn  die  Function  durch  ein 
Minimum  geht.  Wenn  man  die  Terme  dritter  Ordnung  vernach- 
lässigt, kommt  dies  darauf  zurück,  die  Bedingung  dafür  zu  fin- 
den, dass  ein  homogenes  Polynomen  zweiten  Grades  stets  negativ 
ist,  was  zu  den  früher  gefundenen  Ungleichheiten  führt. 

Rs. 


A.   Laisant.      Snr  certaines   propri^tds   des  centres   de 

'•     gravitö.     S.  M.  F.,  Ball.  X.  40-44. 

E.  Laquiere.      Sur    le   theorfenae   de   M.  Laisant,  relatif 
k  certaines  propri^t^s  des  centres  de  gravit^.    s.  M.  F.. 

Bull.  X.  131-133. 

E.  Laquiere.      Sur    un    theorfeme    de   Pappus.     Extrait 
d'une  lettre.    Nou?.  Add.  (3)  l.  iio-iu. 

V.  Schlegel.     Sur  le  thdor^me   de   M.  Laisant,    relatif 
aiix  centres  de  gravit^.    s.  M.  F.,  Bull.  x.  220-222. 

1)  R^saFs  „Note  sur  la  g^n^ralisation  du  thöoröme  de  Pap- 
pus" (F.  d.M.  XIII.  1881.  708)  hat  den  Verfasser  veranlasst, 
eine  frühere  Studie  (Sur  quelques  propri^t^  des  polygones" 
Ass.  fran;.  c.  r.  VI.  142-154)  zu  verallgemeinern.  Das  Resultat 
ist:  „Wenn  mehrere  Körper  derselben  Art  sich  in  demselben 
Sinuc  um  parallele  Axen  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
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aod  in  einem  Medium  drehen,  dessen  Temperatur  veränderlich 
ist,  bewegt  sich  ihr  Schwerpunkt,  als  wenn  er  zu  einem  Körper 
derselben  Art  gehörte,  welcher  in  demselben  Medium  mit  der- 
selben Winkelgeschwindigkeit  sich  um  eine  Axe  dreht,  die  mit 
jenen  Axen  parallel  ist.  Diese  mittlere  Rotationsaxe  erhält  man 
dadurch,  dass  man  auf  jeder  besonderen  Axe  irgend  einen  Punkt 
nimmt  und  den  Schwerpunkt  dieser  Punkte  bestimmt,  in  welchen 
man  sich  die  Massen  der  entsprechenden  Körper  concentrirt  denkt. 
Dieser  Schwerpunkt  gehört  der  mittleren  Axe  an."  Der  Ver- 
fasser bedient  sich  des  Quaternionencalcttls. 

2)  Dem  Satze  von  R^sal  giebt  der  Verfasser  folgende  all- 
gemeinere Fassung:  Wenn  Massen  von  den  Ecken  eines  ge- 
schlossenen Polygons  sich  gleichzeitig  fortbewegen  und  die  Sei- 
ten nach  demselben  Bewegungsgesetze  mit  Geschwindigkeiten 
durchlaufen,  die  in  jedem  Augenblicke  den  durchlaufenen  Seiten 
proportional  sind,  wird  der  Schwerpunkt  des  Systems  der  be- 
weglichen Massen  fest  bleiben.  (In  3  ist  dieser  Satz  mit  etwas 
geändertem  Wortlaut  wiedergegeben  und  bewiesen.)  Ferner  wird 
der  Satz  des  Herrn  Laisant  elementar  bewiesen. 

4)  Schlegel  zeigt,  wie  mit  Hülfe  der  Grassmann'schen  Rech- 
nungsweise  der  Satz  von  Laisant  gewonnen  wird.  Rs. 


G.  Jung.     Alcuni  teoremi  baricentrici.    Lomb.,  ißt.  Reud.  (2) 

XV.  499-50li. 

6.  Jung.     Osservazioni  ed  aggiunte   alla   nota    ^Alcuni 
teoremi  baricentrici^.    Lomb.,  ist.  Rend.  (2)  XV.  046-653. 

Der  Verfasser  leitet  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  Schwer- 
paokte  von  schief  abgeschnittenen  Cylindern  mit  beliebiger  Basis, 
sowie  über  Schwerpunkte  der  krummen  Oberflächen  jener  Cylinder 
ab.  Von  jenen  Sätzen ,  deren  Zahl  zu  gross  ist,  um  alle  ein- 
zeln anzuführen,  sei  hier  der  folgende  hervorgehoben: 

„Legt  man  durch  einen  festen  Punkt  der  zweiten  Axe  eines 
Cylinders  (d.  i.  derjenigen  Geraden,  auf  der  die  Schwerpunkte 
der  Perimeter  aller  Normalschnitte  liegen)  verschiedene  Ebenen, 

fortichr.  d.  Math.  XIV.  -i,  4'J 
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80  bestimmt  jede  derselben  mit  einer  festen  Ebene  einen  Gylinder- 
stumpf  von  constanter  Seitenfläche.'^  Mehrere  der  in  dem  ersten 
der  obigen  beiden  Aufsätze  mitgeteilten  Sätze  hat  der  Verfasser 
im  zweiten  Aufsatz  zurOeiigezogen.  Wn. 


H.  Räsal.     Correspondanoe.    Sur  une  nouvelle  propri^t^ 

de  la   cbatnette.    Nonv.  Ann.  (3)  I.  Ö15-516. 

A  sei  der  Soheitel,  M  und  M'  zwei  in  Bezug  auf  Oy  sym- 
metrisch liegende  Punkte,  J  und  J'  die  Projectionen  von  M  und 
M'  auf  Ox.  Dann  liegt  der  Schwerpunkt  der  Fläche  MJJ'M'  im 
Mittelpunkt  der  Ordinate  des  Schwerpunktes  des  Bogens  M^AM. 

0. 


H.  Resal.  Formules  approchöes  relatives  k  T^quilibre 
d'une  Position  de  chalne  ou  de  corde  pesante,  com- 
prise  entre  deux  appuis,  et  tr^s  tendue.  R^saiJ.  (3)  viii. 

383-389. 

Eine  Kette  wird  in  zwei  Punkten  A^  und  A^  unterstützt  ge- 
dacht, deren  gerade  Verbindungslinie  als  Axe  der  x  angenom- 
men wird.  Es  bedeuten  x^  die  Entfernung  von  A^  und  ^i^  T 
die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Kette,  7^  diejenige 
in  Af^,  p  das  Gewicht  der  Längeneinheit,  i  den  Neigungswinkel 
der  Geraden  A^A^  gegen  die  Horizontale.  Vorausgesetzt  wird, 
dass  die  Spannung  hinlänglich  gross  ist,  nahezu  ihren  Maximal- 
wert erreicht  hat,  und  dass  die  Länge  des  Bogens  A^A^  ge- 
nUgend  beschränkt  ist,   so  dass  man  die  höheren  Potenzen  des 

Quotienten  ~r^    vernachlässigen  kann.     Als  Gleichung  für  den 

Bogen  ergiebt  sich  in  erster  Annäherung: 

dy  _  pcost/üj,   ^    \ 

in  zweiter  Annäherung: 

dy  _    pcost    f  X,        ^  ,     psint    ^^,      xx^         x]  \1 
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d.  i.  die  einer  Parabel  dritten  Grades.  Die  Spannung  in  einem 
beliebigen  Pankte  ist 

und  erreicht  ihren  grössten  Wert  in  A^: 

Wenn  e^  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente  in  A^j  8^ 
den  spitzen  Winkel,  den  diejenige  in  A^  mit  der  j;-Axe  bildet, 
so  erhält  man  in  der  erwähnten  Annäherung 

_  p^x\B\n2i 

Die  Betrachtungen  lassen  sich  z.  B.  anwenden  auf  den  Fall,  dass 
eine  Kette  auf  zwei  Rollen  von  kleinem  Durchmesser  ruht,  oder 
dass  sie  in  il^  an  eine  Widerstand  leistende  Masse  angeknüpft 
ist,  wie  bei  Zugbrücken  etc.  Sbt. 


Gambkt.     Solution  d'une  question  de  mdcainque  dldmen- 

taire.    Nouv.  Ann.  (3)  I.  254-256. 

Folgende  Aufgabe  wird  gelöst:  „Ein  homogener  schwerer 
und  unendlich  dünner  Streifen,  welcher  die  Gestalt  eines  Halb- 
kreises ABC  hat,  wird  von  einem  Faden  gehalten,  welcher  an 
den  beiden  Enden  des  Durchmessers  AB  befestigt  ist  und  durch 
einen  unendlich  kleinen  Ring  geht.  Die  Gleichgewichtslagen  des 
Streifens  sollen  bestimmt  werden,  und  es  soll  angegeben  werden, 
wann  das  Gleichgewicht  stabil,  wann  es  instabil  ist.  Die  Länge  (/) 
des  Fadens,  der  Radius  (R)  des  Halbkreises  ABC  und  das  Ge- 
richt (P)  des  Streifens  sind  gegeben;  das  Gewicht  des  Fadens 
wird  vernachlässigt.^  Rs. 


M.  AzzARELLi.     Momenti  d'inerzia  de]le  linee,  siiperficie 

e   volumi.    Rom,  Acc.  P.  d.  N.  L.  XXXIV.  159-230. 

Die  Arbeit  besteht  aus  Beispielen  für  die  Anwendung  der 
Integralrechnung.  Rs. 
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E.  Brassinne.     Balance   d'oscillation    emploj^e    pour  le 
calcul  des  moments  d'inertie.   0.  R.  xcv.  446-447. 

Es  wird  der  Ausdruck  für  das  TrägheitsmomeDt  eines  Kör- 
pers angegeben  und  gezeigt,  wie  man  dasselbe  mit  Hülfe  einer 
einfachen  Vorrichtung,  die  beschrieben  wird,  und  die  der  Verfasser 
Schwingungswage  nennt,  durch  Beobachtung  finden  kann. 

Sbt. 


G.  Jung.     Alcuni  teoremi  sulle  forme  degeneri  delP  ellis- 

SOide    del    Culmann.    Lomb.,  ist.  Rend.  (2)  XV.  141-146. 

Mehrere  Sätze  werden  abgeleitet,  welche  implicite  schon  in 
einer  früheren  Arbeit  (s.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  683)  enthalten 
sind,  und  aus  welchen  folgt:  ,,Das  Culmann'sche  EUlipsoid  (oder 
eine  seiner  degenerii*ten  Formen)  ist  ohne  Ausnahme  die  geo- 
metrische Darstellung  der  Trägheitsmomente  eines  Massensysteuis 
(Stella)  in  Bezug  auf  Ebenen.^  Rs. 


F.   SiACCi.     Gli   assi  statici   di  un  sistema  di  forma  in- 

variabile.    Torino,  Atti  XVII.  241-242. 

Für  einen  Körper,  welcher  um  einen  festen  Punkt  beweg- 
lich ist,  und  auf  welchen  nicht  im  Gleichgewichte  befindliche 
Kräfte  von  constanter  Intensität  und  Richtung  wirken,  giebt  es 
vier '^statische  Axen.  Diese  hängen  von  einer  Gleichung  vierten 
Grades  mit  vier  reellen  Wurzeln  ab,  und  alle  ihre  Eigenschaften 
sind  in  den  beiden  Sätzen  enthalten: 

„Die  Ebene,  welche  durch  zwei  beliebige  der  Axen  geht,  ist 
senkrecht  zur  Ebene,  in  welcher  die  beiden  anderen  Aien 
liegen." 

„Wenn  man  vom  Anfangspunkte  aus  auf  den  Axen  Segmente 
abträgt,  welche  den  Sinus  der  Rotationen,  die  in  das  Gleich- 
gewicht zurückführen,  proportional  sind,  haben  die  Enden  dieser 
Segmente  das  Baricentrum  im  festen  Punkte." 

Diese  vier  an  den  Enden  liegenden  Punkte  werden  „statische 
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Pankte"*  genannt   und    bezüglich  derselben  werden  vier  weitere 
Sätze  ausgesprochen.  Rs. 


A.  DE  St. -Germain.      Sur    leg  ^quations   de  T^quilibre 

astatique.    Nouv.  Ann.  (3)  I.  306-311. 

In  verschiedenen  Punkten  ilf, ,  ilf, , . . . ,  eines  Körpers  S  be- 
finden sich  die  Angriffspunkte  von  den  gegebenen  Kräften  F^y  F„..., 
deren  Grösse  und  Richtung  constant  bleiben,  welche  Lagen  auch 
S  einnehmen  möge.  Der  Verfasser  sucht  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Kräfte  Fi  sich  für  alle 
Lagen  von  S  das  Gleichgewicht  halten,  also  astatisches  Gleichge- 
wicht vorhanden  ist.  Er  bekommt  dadurch  ohne  Schwierigkeit 
die  zwölf  Bedingungsgleichungen  für  dieses  Gleichgewicht. 

Rs. 


N.  Th.  Michaelis.      Brugbalken    van    de    tweede    orde 
naet  flaauw  gebogen  bovenrand  en  getrokken  schoren. 

Amst,  Versl.  en  Meded.  XVII.  129-139. 

Der  Verfasser  nennt  Brückenbalken  von  der  fi^«°  Ordnung 
die,  bei  denen  durch  eine  verticale  Ebene  zwischen  zwei  Pfeilern 
n  gleichgerichtete  Diagonalen  geschnitten  werden.  In  vorliegen- 
der Arbeit  werden  die  Spannungen  solcher  Balken  erster  und 
zweiter  Ordnung  berechnet  und  ferner  gezeigt,  wie  die  erhalte- 
nen Resultate  in  der  Praxis  für  die  Construction  der  Brücken 
benutzt  werden  können.  G. 


K.  Stelzel.      Grundzüge  der  graphischen    Statik   und 
deren  Anwendung  auf  den  continuirlichen  Träger. 

Graz.  Leaschaer  a.  Labensky. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  dem  Satze  vom  Kräfteparallelo- 
gramm und  behandelt  die  Construction  der  Resultirenden  be- 
liebig vieler  an  demselben  Angriffspunkte  wirkender  Kräfte,  so- 
wie die  Zerlegung   einer  Kraft  in  Componenten,   die   an  dem- 
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gelben  Angriffspunkte  wirken.  Mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seit- 
poljgons  wird  die  Resultirende  von  beliebig  vielen  in  derselben 
Ebene  an  verschiedenen  Angriffspunkten  wirkenden  Kräften  con- 
struirt  und  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  aufgestellt. 
Auf  Orund  eines  Satzes  über  zwei  Seiipolygone  für  dasselbe 
Krfiftepolygon,  aber  verschiedene  Pole,  werden  die  Aufgaben 
gelöst,  ein  Seilpolygon  zu  zeichnen,  welches  bei  gegebener  Pol- 
distanz durch  zwei  Punkte  geht,  sowie  ein  solches,  welches  durch 
drei  gegebene  Punkte  geht;  letztere  Aufgabe  kommt  zur  Anwen- 
dung bei  der  Untersuchung  der  Stabilität  von  Bogenträgern.  Im 
Anschluss  an  die  Aufgabe,  eine  Kraft  in  zwei  zu  ihr  parallele 
Gomponenten  zu  zerlegen,  werden  die  Auflagerreactionen  eines 
an  den  Enden  frei  aufliegenden  und  in  gegebener  Weise  belaste- 
ten horizontalen  Trägers  bestimmt;  auch  wird  angegeben,  wie 
man  die  Transversalkraffc,  d.  i.  die  Resultirende  der  auf  einer 
Seite  eines  bestimmten  Querschnitts  wirkenden  Kräfte  findet 
Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Eigenschaft  des  Seilpolygons, 
dass  das  Moment  einer  Kraft  für  einen  gegebenen  Punkt  gleich 
ist  dem  Producte  aus  der  Poldistanz  und  dem  Segmente,  welches 
die  auf  der  Kraft  sich  schneidenden  Seilpolygonseiten  auf  der 
durch  den  Momentenpunkt  zur  Kraftrichtung  parallelen  Geraden 
abschneiden;  fttr  parallele,  an  einem  frei  aufliegenden  horizon- 
talen Träger  wirkende  Kräfte  repräsentiren  zufolge  dieses  Satzes 
die  Ordinaten  des  Seilpolygons,  von  der  Schlusslinie  aus  in  ver< 
ticaler  Richtung  gemessen,  die  Momente  von  den  einzelnen  Quer- 
schnitten. Für  eine  stetig  verteilte  Belastung  geht  das  Seil- 
polygon in  die  Seilcurve  über,  welche  sich  für  eine  gegebene 
Belastungsfläche  in  beliebiger  Annäherung  zeichnen  lässt;  bei 
einer  gleichmässigen  Belastung  ist  die  Seilcurve  eine  Parabel  mit 
verticaler  Axe. 

In  den  folgenden  Abschnitten  werden  die  entwickelten  Sätze 
der  graphischen  Statik  auf  den  continuirlichen  Träger  angewandt. 
Es  sind  die  Aufgaben  zu  lösen:  1)  bei  gegebener  Belastung  f&r 
irgend  einen  Querschnitt  Transversal krafl  und  Biegungsmonient 
zu  bestimmen,  sowie  diejenigen  Querschnitte  zu  finden,  fttr  welche 
Transversalkraft  und  Moment  am  grössten  werden;  2)  diejenige 
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Belastung  aufzusuchen,  welche  fbr  einen  gegebenen  Querschnitt 
die  grösste  Transversalkrafl,  resp.  das  grösste  Moment  zur 
Folge  hab 

Bekannt  sind  nur  die  Lage  der  Stutzen  und  die  Belastungs- 
verbältnisse  des  Trägers;  zur  Ermittelung  der  Stützenreactionen 
kommen  die  Elasticitätsverhältnisse  in  Betracht.  Das  der  ge- 
gebenen Belastung  entsprechende  Seilpolygon  kann  construirt 
werden;  das  Seilpolygon  fbr  ein  Feld  des  continuirlichen  Trägers 
unterscheidet  sich  von  dem  für  den  entsprechenden  einfachen 
Träger  nur  durch  die  Lage  der  Schlusslinie.  Ist  dieses  gezeichnet, 
80  hat  man  nur  die  sogenannten  Normalmomente,  d.  h.  die  auf 
die  Poldistanz  als  Momentenbasis  reducirten  Ordnungsmomente  an 
den  Stützen,  zu  bestimmen,  welche  man  von  den  Schnittpunkten 
der  erhaltenen  Schlusslinie  mit  den  Pfeilerverticalen  auf  diesen 
abzutragen  hat,  um  das  gesuchte  Seilpolygon  zu  erhalten,  womit 
dann  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Die  Normalmomente  stehen  im  Zu- 
sammenhang mit  der  Krümmung  der  elastischen  Linie  an  den 
betreffenden  Stellen.  Bei  gegebener  Momentenfläche  und  ge- 
gebenem Querschnitt  lässt  sich,  wie  zuerst  Mohr  (Zeitschr.  des 
Architekten-  und  Ingenieur- Vereins  zu  Hannover,  Bd.  XIV.  1868. 
S.  19-51)  gezeigt  hat,  immer  die  elastische  Linie  zeichnen  als 
eine  Seilcurve,  deren  constanter  Horizontalzug  durch  E  (Elasti- 
citätsmodul),  deren   veränderliche  Verticalbelastung  pro  Längen- 

einheit  der  Horizontalprojection  durch  —  (M  das  Biegungsmoment, 

J  das  Trägheitsmoment  des  Trägerquerschnitts)  dargestellt  ist, 
resp.  wenn  J  constaut,  bezüglich  durch  EJ  und  durch  Jf .  Häufig 
kommt  es  bei  der  Bestimmung  von  Durchbiegungen  horizontaler 
Träger  nur  auf  den  Ort  und  die  Grösse  der  grössten  Einsen- 
kuog  an;  wie  man  diese  finden  kann,  wird  an  einigen  Beispielen 
von  gegebener  Belastung  gezeigt.  Die  unabhängig  von  den  Mo- 
nientenflächen  construirte  elastische  Linie  kann  umgekehrt  zur 
Bestimmung  jener  dienen. 

Die  zur  Construction  des  Seilpolygons  erforderlichen  Normal- 
momente kann  man  mittels  des  sogenannten  zweiten  Seilpolygons 
finden,  d.  h.  des  für  die  negative  (zwei  Dreiecke)  und  positive 
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MoDoeutenfläcbe  construirten  Seilpolygons,  von  dem  nur  die  äusse- 
ren Seiten,  die  sogenannten  Pfeilertangenten,  die  elastische  Linie  be- 
rühren. Das  zweite  Seilpolygon  lässt  sich  bei  gegebenen  Pfeiler- 
tangenten mit  Hülfe  der  Kreuzlinien  zeichnen,  jene  aber  sind  mit 
der  richtigen  Lage  der  mittleren  Seiten  des  zweiten  Seilpolygons 
bestimmt,  und  die  mittleren  Seiten  können  gezogen  werden,  so- 
bald man  von  jeder  einen  Punkt  kennt.  Zufolge  gewisser  von 
Mohr  aufgezeigter  Eigenschaften  des  zweiten  Seilpolygons  kann 
man  von  jeder  mittleren  Seite  desselben  in  jedem  Felde  einen 
Punkt  finden,  also  das  zweite  Seilpolygon  zeichnen,  indem  auch 
die  Ereuzlinien  sich  für  irgend  welche  gegebene  Belastungsweise 
immer  bestimmen  lassen,  dann  die  Normalmomente  ermitteln, 
das  erste  Seilpolygon  construiren  und  somit  für  jeden  Querschnitt 
Biegungsmoment  und  Transversalkraft  finden.  Die  Constructionen 
werden  fllr  die  verschiedenen  möglichen  Belastungsverhältnisse 
des  continuirlichen  Trägers  unter  der  Voraussetzung  eines  con- 
stanten  Querschnittes  und  gleich  hoher  Stützen  ausgeführt. 

Im  Anschluss  an  die  Ermittelung  des  Vorzeichens  der  Mo- 
mente und  Transversalkräfte  für  die  verschiedenen  Querschnitte 
eines  mit  einer  einzigen  Last  belasteten  Feldes  wird  untersucht, 
bei  welcher  gleichmässigen  Belastung  jene  Grössen  für  einen  be- 
stimmten Querschnitt  ihren  Maximalwert  erreichen,  und  es  wer- 
den die  Curven  der  Maximal -Transversalkräfte  und  Momente 
gezeichnet,  Curven,  deren  Ordinalen  die  der  gefährlichsten  Be- 
lastungsweise entsprechenden  Transversalkräfte ,  resp.  Momente 
darstellen.  Es  folgt  die  Betrachtung  der  Infiuenzcurven,  welche 
den  Einfluss  der  Lage  einer  Einzellaat  auf  das  Zeichen  und  die 
Grösse  der  Transversalkraft,  resp.  des  Momentes  in  einem  be- 
stimmten Querschnitte  veranschaulichen;  mit  Hülfe  derselben 
kann  man  am  besten  die  Maximal  -  Transversalkräfte  und 
Momente  in  Folge  der  Wirkung  eines  Einzellastensystems  unter- 
suchen. 

Ferner  wird  der  Einfluss  einer  ungleichen  Höhe  der  Stützen 
auf  Momente  und  Transversalkräfte  untersucht  und  zum  Schluss 
der  continuirliche  Träger  mit  veränderlichem  Querschnitt  be- 
handelt 
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Die  vom  Verfasser  benutzten  Quellen  sind  an  jeder  Stelle 
angegeben.  Sbt. 


G.  Battaglini.    Relazione  sulla  memoria  del  sig.  Gebbia: 
„Sugli  sforzi  interni  dei  sistemi  articolati."    Rom.,  Acc.  L. 

(3)  VI.  201. 

Herr  Battaglini  berichtet,  auch  iin  Namen  des  Herrn  Beltrami, 
über  die  im  Titel  genannte  Abhandlung  des  Herrn  Gebbia,  welche 
die  Verallgemeinerung  und  Anwendung  zweier  in  einer  früheren 
Abhandlung  des  Verfassers:  „  Determinazione  grafica  degli  sforzi 
interni  nelle  travature  reticolari  con  aste  sovrabbondanti^  (Atti 
deir  Acc.  (3)  vol.  IX.  p.  467)  aufgestellten  Theoreme  enthält. 

Sbt 


B.     Hydrostatik. 

0.  KüNTZE.  Analytische  Untersuchungen  über  die  Ver- 
änderungen der  Axenverhältnisse,  Schwerkräfte  und 
der  Rotationsgeschwindigkeiten  homogen  flüssiger,  um 
ihre  Axe  frei  rotirender  cylindrischer  Gleichgewichts- 
figuren, durch  Condensation  oder  Expansion  bei  con- 
stanter  Masse  und   Energie.    Hoppe  Arch.  LXViii.  273-303. 

Zunächst  werden  die  Anziehungscomponenten  eines  unend- 
lich Vangen  homogenen  elliptischen  Cylinders  für  einen  Punkt 
der  Masse  abgeleitet.  Die  benutzte  Methode  ist  durchaus  nicht 
die  einfachste;  auch  wird  nirgends  erwähnt,  dass  die  Ableitung 
sich  nur  auf  innere  Punkte  beziehen  soll,  während  sie  für  diese 
allein  gilt.  Die  gefundenen  Ausdrücke *[ werden  angewandt,  um 
die  Bedingungen  abzuleiten,  unter  denen  a)  ein  voller  Kreis- 
cylinder,  b)  ein  elliptischer  Cylinder  Gleicbgewichtsfigur  einer 
rotirenden  homogenen  Flüssigkeit  sein  kann,  deren  Teile  sich 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anziehen.    Daran  schliesst  sich 
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dieselbe  Aufgabe  für  eine  von  zwei  coaxialen  Kreiscylindern  be- 
grenzte Masse.  Die  so  erhaltenen,  sänimtlich  schon  bekannten 
Resultate  werden  weiter  discutirt;  namentlich  wird  erörtert,  wie 
sich  die  Axen Verhältnisse,  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  die 
Anziehung  an  der  Oberfläche  ändern  können,  wenn  die  Masse 
der  Cylinder  und  ihre  F^nergie  (Product  aus  der  halben  Winkel- 
geschwindigkeit und  dem  Trägheitsmoment)  constant  bleiben. 
Bei  dieser  Betrachtung  wird  die  unendliche  Axe  der  Cylinder 
wie  eine  endliche  constante  Länge  behandelt.  Da  weder  die  Art 
der  Discussion,  noch  die  Resultate  irgend  welches  Interesse  gewäh- 
ren, übergehen  wir  die.  weiteren  Einzelheiten.  Wn. 


Gapitel  4. 

Dynamik. 

A.     Dynamik  fester  Körper. 

A.  Führmann.    Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik. 
Teil  2:   Aufgaben  aus  der  analytischen  Dynamik  fester 

Körper.    2*®  Aufl.     Leipzig.  B.  G.  Teubner, 

Von  Veränderungen,  welche  Referent  in  dieser  zweiten  Auf- 
lage gegen  die  erste  (1871  erschienene)  bemerkt  hat,  seien  fol- 
gende erwähnt:  Im  ersten  Capitel  (über  die  geradlinige  Be- 
wegung eines  freien  Punktes)  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  31 
vervollständigt  und  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  35  III.  Fall  ist 
die  früher  weggelassene  zweite  Bedingung 

Psin(/g-^a) 
^  cos/^ 

hinzugefQgt.  Eine  Aufgabe  (52)  ist  eingeschoben.  Die  Lösungen 
einiger  Aufgaben  des  zweiten  Capitels  (über  die  krummlinige  Be- 
wegung  eines  freien  Punktes)  sind  etwas  ergänzt  worden.  Das 
dritte  Capitel,  welches  Aufgaben  über  die  Bewegung  eines  Punk- 
tes auf  vorgeschriebenen  festen  Bahnen  enthält,  ist  fast  unver- 
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ändert  geblieben.  Dagegen  sind  die  meisten  Aenderungen  im 
vierten  Capitel  (Aufgaben  über  die  Berechnung  von  Trägheits- 
momenten) vorgenommen.  Drei  Aufgaben  (148,  152  und  192) 
sind  neu  und  einige  Male  (nach  Aufgabe  138,  149)  wird  dar- 
auf aufmerksam  gemacht,  wie  man  die  Zahl  der  gestellten  Auf- 
gaben leicht  vermehren  kann.  Die  Capitel  fünf  (Aufgaben  über 
die  Drehung  um  eine  feste  Axe)  und  sechs  (Aufgaben  über  all- 
gemeinere Bewegungen  von  Punktsystemen)  scheinen  unver- 
ändert abgedruckt  zu  sein.  Rs* 


E.  Brassinne.     QuestioDS  de  m^canique  rationnelle. 

Tool.,  M6in.  (8)  IV.  106-114. 

E.  Brassinnb.  Nouvelle  manifere  d'eraployer  le  principe 
de  la  moiudre  action,  dans  les  questions  de  dynaniique. 

C.  R  XOIV.  169-171. 

E.  Brassinnb.  Sur  un  passage  de  la  „M^canique  ana- 
lytique^,  relatif  au  principe  de  la  raoindre  action. 

C.  R.  XCIV    1110-1111. 

E.  Brassinng.  Methode  g^nörale  pour  la  Solution  des 
problfemes  relatifs  aux  axes  principaux  et  aux  moments 
d'inertie.  (Balance  d'oscillation  pour  Tövaluation  des 
moments  d'inertie).    C.  R.  xcv.  337-338. 

1)  besteht  aus  fünf  Paragraphen.  §  1  enthält  kurze  histori- 
sche Bemerkungen  über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  bis 
zu  Lagrange ',  Jacobi's  Aeusserungen  über  dieses  Princip  scheinen 
dem  Verfasser  unbekannt  zu  sein.  An  dem  Beispiel,  dass  ein 
schwerer  Punkt  auf  einer  Gurve  in  einer  verticalen  Ebene  her- 
unterfallt, wird  im  §  2  (abgedruckt  in  2)  gezeigt,  wie  bei  An- 
wendung teilweiser  Integration  das  Princip  der  kleinsten  Wir* 
kung  zur  Lösung  mechanischer  Aufgaben  benutzt  werden^kann. 
Im  §  3  (abgedruckt  in  3)  wird  der  Satz  gewonnen:  „Für  ein 
System  von  Körpern,  deren  jeder  seine  besondere  Geschwindig- 
keit habe,  giebt  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  eine  Be- 
ziehung zwischen  der  gesammten  entwickelten  lebendigen  Kraft 
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und  der  znr  Erzeugung  derselben  notwendigen  Zeit.  Wenn  man 
unter  denselben  Bedingungen  -die  Massen  und  die  Geschwindig'- 
keiten  sich  so  ändern  lässt,  dass  die  Bewegungsgrösse  jeder 
Masse  unverändert  bleibt,  wird  die  gesammte  lebendige  Kraft  sieb 
proportional  der  zugehörigen  Zeit  ändern.^  §  4  (abgedruckt 
in  4)  und  §  5  (Balance  d'oscillation  eniploy^e  pour  le  calcul  des 
moments  d'inertie)  enthalten  weitere  Anwendungen  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung.  Rs. 


M.  Levy.     Sur  une  extension  des  principes  des  aires  et 
du  mouvement  du  centre  de  gravitd.    0.  R.  XOV.  772-774. 

.  Die  n  freien  materiellen  Punkte  eines  Systems  mögen  nur 
auf  einander  wirken,  und  das  zugehörige  Potential  77  ent- 
halte nicht  nur  die  Coordinaten  Xj,  y,,  Zi  der  Punkte ,  sondern 
auch  die  Üomponenten  xi^yij&i  ihrer  Geschwindigkeiten.  Das 
Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  dann  erfüllt;  wie  auch  die  Fanc- 
tion  n  beschaffen  sei;  dagegen  gelten  die  Principe  der  Flächen 
und  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  im  Allge- 
meinen nicht.     Der  Verfasser  findet  sechs  Integrale 

(1)        2:\niixl  +  -^j  =  a,..,, 

welche  in  dem  besondeien  Falle,  dass  77  von  den  Geschwindigkeiten 
nicht  abhängt,  auf  die  Schwerpunkts-  und  auf  die  Flächenglei- 
chungen zurückkommen.  „Diese  Gleichungen  haben  eine  ein- 
fache Bedeutung:  Wenn  man  in  irgend  einem  Augenblicke  durch 
jeden  der  beweglichen  Punkte  mi  eine  Gerade  Di  zieht,  deren 
Projectionen  auf  die  Axen  gleich  den  ersten  Gliedern  der  Glei* 
chungen  (1)  sind,  und  diese  Geraden  wie  Kräfte  zusammensetzt, 
bleiben  die  Geraden  sich  während  der  ganzen  Bewegung  statisch 
gleich."  Die  Gentralaxe  bleibt  unveränderlich.  Diese  Gerade 
entspricht  der  unveränderlichen  Ebene  bei  centralen  Kräften. 
Im  Speciellen  wird  ein  System  von  zwei  Massenpunkten  be- 
trachtet und  gefunden :  „Welches  auch  das  Potential  eines  Systems 


Oapitel  4.     Dynamik.  749 

zweier  beweglicher  Punkte  sei,  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
geht  eine  feste  Ebene  und  eine  feste  Axe  so,  dass  die  Projec- 
tion  auf  die  Oreiecksfiäche,  deren  Spitzen  von  0  und  den  beiden 
beweglichen  Punkten  gebildet  sind,  sich  proportional  mit  der 
Projection  auf  die  Axe  der  Geraden  ändert,  welche  diese  beiden 
Punkte  yerbindet.  Befindet  sich  0  auf  der  unveränderlichen 
Geraden,  so  steht  diese  Gerade  senkrecht  auf  der  festen  Ebene 
und  fällt  mit  der  festen  Axe  zusammen.^  Rs. 


G.  MoRBRA.     Sopra  una  formula  di  meccanica  analitica. 

Lomb  ,  Ist.  Beod.  (-2)  XV.  537-543. 

Es  wird  direct  untersucht,  wie  sich  die  Function 

•^^'^J  -  j^^  V  3Q^   dPj        dFj   dQjy 

verhält,  wenn  an  Stelle  von  P  und  Q  die  ursprünglichen  Varia- 
beln  p  und  q  eingeführt  werden.  Der  schliesslich  fttr  [O^V]  er- 
haltene Ausdruck  ist  von  Mathieu  in  der  „Dynamique  analytique" 
auf  Seite  217-221  indirect  aus  der  Störungstheorie  abgeleitet. 

Rs. 


C.  Lagrange.      Exposition   critique    de  la  mäthode  de 
Wronski  pour   la  rösolution  des  problfemes  de  meca- 

Tlique   Celeste.     Belg.,  M6m.  8.  E.  XLIV.  1-70. 

F.  Folie,     G.  v.  d.  Mensbrugghe.      Rapports    sur    ce 
memoire.    Belg.,  Boll.  (3)  lll.  5-13. 

Nach  dem  Verfasser  und  den  Berichterstattern  ist  Wronski's 
Methode  allgemeiner  als  die  Methode  der  Variation  der  willkttr- 
lichen  Constanten.  Sie  unterscheidet  sich  von  ersterer  durch  die 
EinfQhrung  von  neuen  variabeln  Parametern,  besonders  für  die 
mittlere  Geschwindigkeit  W  zwischen  den  äussersten  Geschwin- 
digkeiten auf  dem  variabeln  Kegelschnitt,  und  einer  neuen  Aus- 
wahl von  Coordinaten.  Die  betrachteten  Eräftecomponenten  sind 
die  radiale  Kraft  F,   die  tangentielle  Kraft  T  und  die  Normal- 
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kraft  P  an  die  Ebene  der  Bahn.  Die  Methode,  ausgehend  von 
der  Relation 

Gdt  =  Wdif, 

(G  die  Gravitation),  welches  die  Differentialgleichung  eines  Kegel- 
schnittes in  dem  Fall  ist,  wo  W  constant  ist,  geht  Qber  in  die 
reelle  Trajectorie,  in  der  W  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  F^T,P 
variirt.  Der  Vorzug  der  Wronski'schen  Methode  vor  den  ande- 
ren entspringt  aus  der  Annahme  einer  fictiven  variabelu  Masse  statt 
der  Constanten  Masse,  der  man  die  Centripetalkraft  in  den  ge- 
wöhnlichen Methoden  verdankt.  Der  unter  dem  Einfluss  dieser 
fictiven  Masse  beschriebene  Kegelschnitt  stimmt  besser  mit  der 
reellen  Trajectorie  Qberein,  ein  Resultat,  welches  Wronski  selbst 
nicht  bemerkt  zu  haben  scheint.  Mn.  (O.)- 


A.  H.  CüRTis.    Notes  on  central  forces.  Mese.  (2)  XI.  179-190. 

Die  Arbeit  besteht  aus^zwei  Teilen.  Der  erste  handelt  voq 
beweglichen  Bahnen  und  der  zweite  von  der  Bestimmung  des 
Kräftegesetzes,  welches  einer  Bahn  entspricht,  die  geometrisch 
auf  den  Kräftemittelpunkt  und  eine  gegebene  Curve  bezogen  ist, 
1)  wenn  die  Bahn  die  inverse  Curve,  oder  2)  die  reciproke 
Curve  in  Bezug  auf  den  Kräftemittelpunkt,  oder  3)  die  Fuss- 
punktcurve  einer  bekannten  Curve  ist.  Glr.  (0.). 


H.  G.  Zeuthen.     Elementar  Behandling  af  et  Par  Sät- 
ninger  om  et  Punkts  Bevägelse.    Zeuihen  T.  (4)  VI.  36-ö0. 

Elementargeometrische  Betrachtungen  werden  in  diesem  Auf- 
satze zum  Beweis  einiger  Sätze  über  parabolische  und  elliptische 
Bewegung  eines  Punktes  verwendet.  Der  Verfasser  beweist 
erstens  den  bekannten  Satz,  dass  alle  Punkte,  welche,  der  Wir 
kuDg  der  Schwere  unterworfen,  mit  gegebener  Geschwindigkeit 
in  verschiedenen  Richtungen  hinausgeworfen  werden,  sich  in 
Parabeln  bewegen,  welche  die  nämliche  Leitlinie  haben  und  eine 
feste  Parabel  berühren.     Er  zeigt  später;  dass  ein  ähnlicher  Satz 
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auch  fllr  die  elliptische  Bewegung  0  nach  dem  NewtoD'schen 
GraTitationsgesetze  gilt.  Um  dieses  aus  der  elliptischen  Be- 
wegung herzuleiten,  betrachtet  er  besonders  die  Bewegung  eines 
Punktes  S,  welche  den  symmetrischen  Punkt  des  zweiten  Brenn- 
punktes F^  in  Bezug  auf  die  Tangente  in  dem  beweglichen 
Punkte  X  darstellt.  Es  wird  nämlich  dann  die  Länge  der  Ge- 
rade Fj  S  mit  der  Geschwindigkeit  von  X  proportional,  während 
zugleich  die  Geschwindigkeit  von  S  die  Anziehung  darstellt. 
Diese  geometrische  Darstellung  giebt  ein  einfaches  Mittel  nicht 
nur  zur  vollständigen  Discussion  der  verschiedenen  auftretenden 
Falte,  sondern  auch  zur  Construction  der  Bahn.  Schliesslich 
wird  gezeigt,  wie  ähnliche  Betrachtungen  auch  im  Falle,  dass  die 
Anziehung  von  dem  Centrum  einer  Ellipse  ausgeht,  verwendet 
werden  können.  Gm. 


J.  Morrison.  Integration  of  the  general  equations  of 
motion.    Aoal.  IX.  100-112. 

Elementare  Untersuchung  der  elliptischen  Bewegung. 

_  Jn.  (0.). 

G.  Dillner.  Om  Integration  af  differentialeqvationerna 
i  u-kroppar-problemet.    Stockh.,  öfv.  1882.  No.  4.  13-20. 

Dieser  Aufsatz  handelt  von  der  Integration  der  Differential- 
gleichungen in  dem  Problem  der  n  Körper,  giebt  zwei  fundamen- 
tale Systeme  von  Gleichungen  an  und  untersucht  die  Form  der 
allgemeinsten  Integrale,  die  diesen  Systemen  genügen. 

_    E. 

Gaschbau.  Etüde  sur  un  cas  siugulier  du  mouvement 
d'un  point  mat^riel.    S.  m.  f.,  BuU.  x.  207-219. 

Gaschkau.  Explication  de  deux  paradoxes  apparents 
observ^s  dans  las  Solutions  de  quelques  problfemes  de 
mfeanique  rationnelle.    Toul.,  M6ro.  (8)  IV.  137-146. 

1)  Der  Verfasser  untersucht  die  Bewegung  eines  materiellen 


752  ^'  Abscboitt.    Mechanik. 

Punktes,  welcher  von  einem  festen  Centrum  umgekehrt  propor- 
tional der  dritten  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird.  Die 
Bahn  des  Punktes  ist  eine  hyperbolische  Spirale,  deren  Pol  das 
Attractionscentrum  ist.  Der  materielle  Punkt  gelangt  zum  Pol 
nach  einer  endlichen  Zeit  T,  während  welcher  der  Uadiusvector 
unendlich  viele  Umläufe  um  den  Pol  macht.  Nachdem  der  ma- 
terielle Punkt  den  Pol  erreicht  hat,  verlässt  er  ihn  in  einer  zur 
Polaraxe  senkrechten  Richtung,  um  nach  derselben  Zeit  T  den 
Ausgangspunkt  wieder  zu  erreichen.  In  einer  Note  bemerkt  die 
Redaction  des  S.  M.  F.  Bull. ,  dass  sie  dem  Verfasser  die  ganze 
Verantwortlichkeit  für  seine  Ansicht  überlässt. 

In  2)  wird  der  Inhalt  von  1)  kurz  angegeben  und  vertei- 
digt, sowie  neben  dem  ersten  Satze:  „Ein  materieller  Punkt  kann 
in  einer  endlichen  Zeit  einen  unendlichen  Weg  zurücklegen^,  noch 
auf  den  zweiten  Satz:  „Ein  materieller  Punkt  kann  eine  unendliche 
Zeit  zur  Zurdcklegung  eines  endlichen  und  bestimmten  Weges  ge- 
brauchen'^,  näher  eingegangen.  Rs. 


P.  Bachmann.      Ueber   die  Bewegung  eines   Punktes. 

Pr.  Berlin. 
Zunächst  zeigt  der  Verfasser:    Wenn    ein   Punkt    von  den 
Elementen    einer   unendlichen  Geraden   umgekehrt   proportional 
einer  Potenz  seiner  Entfernung  von   denselben  angezogen  wird, 
ttbt  die  unendliche  Gerade  in  ihrer  Richtung  keine  Wirkung  aus; 
die  unendliche  Gerade  zieht  den  Punkt  nur  in  der  zu  ihr  senk- 
rechten Richtung   an,   und   zwar   umgekehrt   proportional   einer 
Potenz  seines  Abstandes,  welche  um  eine  Einheit  kleiner  ist,  als 
das  für  die  Elemente  der  Geraden   angenommene  Attractionsge- 
setz  angiebt.     Es  wird  nun  vorausgesetzt,  dass  dem  angezogenen 
Punkte  im  Anfange  seiner   Bewegung  eine  Geschwindigkeit  er- 
teilt ist,  deren  Richtung  sich  in  der  Ebene  befindet,  welche  durch 
die  anziehende  Gerade  und  den  angezogenen  Punkt  bestimmt  ist, 
und  es  wird  untersucht,  welche  Bahn  der  Punkt  beschreibt,  wenn 
dieser  umgekehrt  proportional   der  ersten,    dritten,    vierten  und 
zweiten  Potenz  seiner  Entfernung  von  den  Elementen  der  unend- 
lichen Geraden  angezogen  wird.  Rs. 
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A.  6.  Greenhill.      On    the   motion  of  a  projectile  in  a 

resisting  medium.    Art.  Inst,  Proc.  XL  No.  7,  XII.  No.  1. 

Der  Verfasser  giebt  die  Formeln  für  die  Trajectorie  wieder, 
wie  er  sie  für  den  Fall,  dass  der  Widerstand  der  Luft  gegen 
das  Gesehoss  sich  wie  die  dritte  Potenz  der  Geschwindigkeit 
ändert,  in  den  Proc.  R.  Artil.  Inst.  XI.  138  mitgeteilt  hatte.  Die 
Gleichung  für  die  Bahn  wird  transformirt.  In  der  neuen  Glei- 
chung kommt  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  vor,  für 
weiches  durch  Einführung  der  (9-Functionen  ein  geschlossener 
Ausdruck  erhalten  wird.  In  entsprechender  Weise  wird  auch 
der  früher  gewonnene  Ausdruck  für  die  Zeit,  während  welcher  sich 
das  Gesehoss  bewegt  hat,  umgeformt.  Der  Verfasser  bemerkt, 
dass  der  einzige  andere  vollständig  lösbare  (^all  der  sei,  wenn 
der  Widerstand  der  Luft  sich  proportional  der  Geschwindigkeit 
ändert.  Drei  Tabellen  sind  beigegeben,  welche  Herr  P.  A.  Mac- 
Mahon  berechnet  hat,  und  die  nur  von  praktischem  Interesse  sind. 

Ks. 


M.  D'OcAGNE.     Remarques  sur  le  pendula.    Nou?.  Ann.  (3) 

I    32-33. 

Für  ein  Ereispendel,  welches  sich  in  einem  einen  constanten 
Widerstand  leistenden  Mittel  bewegt,  werden  die  beiden  Sätze 
hergeleitet:  „Zwei  auf  einander  folgende  Winkel,  welche  das 
Pendel  in  gleichen  Zeitintervallen  beschreibt,  sind  den  Winkel- 
geschwindigkeiten, welche  das  Pendel  in  der  Mitte  jedes  der 
Zeitintervalle  hat,  proportional.^  „Die  Differenz  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Winkel,  welche  vom  Pendel  während  gleicher 
Zeitabschnitte  beschrieben  werden,  ist  der  Winkelbeschleunigung 
des  Pendels  längs  der  Trennungslinie  der  beiden  Winkel  pro- 
portional." Rs. 

Th.  V.  Oppolzer.     Beitrag  zur  Ermittelung  der  Reduction 
auf  den    unendlich    kleinen    Schwingungsbogen. 

Wien.  Ber.  LXXXVI.  713-732,    Wien.  Anz    1882.  20()-216. 
Fortichr.  d.  Math.  XIV.  :}.  4^ 
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Der  Verfasser  findet,  dass,  wenn  eine  Reibe  von  Pendel- 
schwingungen Störungen  erleidet  durch  Widerstände,  die  der 
ersten  und  zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  sind, 
die  Aenderung  der  Amplituden  dem  Gesetze  folgt: 

wo  Op  die  Amplitude  der  p^°  Schwingung  nach  derjenigen  be- 
zeichnet, bei  welcher  die  Amplitude  a^  war.  e  und  p  bedeuten 
Gonstante,  welcbe  durch  Beobachtung  von  drei  Amplituden  er- 
mittelt werden  können.  Dies  Ergebnis,  welches  mit  den  Besol- 
taten  des  Herrn  Gronau  (Ueber  die  Bewegung  schwingender 
Körper  im  widerstehenden  Mittel)  übereinstimmt,  wird  vollkom- 
men bestätigt  durch  die  Beobachtungen,  welche  Herr  Anton  in 
Berlin  angestellt  hat.  Mit  Hülfe  dieses  Gesetzes  wird  die  auf 
den  unendlich  kleinen  Bogen  reducirte  Schwingungsdauer  ge- 
funden. Ist  Oa  die  Anfangs-,  a«  die  Endamplitude  einer  Reibe 
von  p  Schwingungen, 

die  aus  diesen  abgeleitete  Schwingungsdauer,  so  wird  die  redu- 
cirte Schwingungsdauer  gegeben  durch  den  Ausdruck: 

T.  =  T'-  -^{a»S'(a„/J)-a?S(o,/?)|; 
hier  ist  S(aß)  eine  Function,  definirt  durch: 

^^"'^^  =  "^^^  [a/J-  log«  (l  +  aß)l 

In  einer  der  Abhandlung  beigefügten,  von  Herrn  F.  K.  Ginzel  be- 
rechneten Tafel  sind  die  Werte  von  log  S(aß)  für  die  um  0,01 
fortschreitenden  Argumentwerte  aß  zwischen  0  und  4,04  ent- 
halten. Sbt 


H.  Ri^SAL.     Siir  la  courbe  synchrone  de  la  cyclo'ide. 

Nouv.  Ann.  (3)  I.  289-295. 

Eine  halb  geometrische,  halb  analytische  Metbode  wird  be- 
nutzt zu   einem    einfachen  Beweise  dafür,    dass   die  synchrone 
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Corve  der  Cycloide  normal  zu  dieser  ist.  Ausserdem  werden  die 
Ausdrücke  fbr  die  Bogenlänge  und  fUr  den  Krümmungsradius 
der  Curve,  sowie  für  den  Inhalt  derjenigen  Fläche  bestimmt, 
welche  von  der  Gurre  und  den  Goordinatenaxen  begrenzt  wird. 

Rs. 


H.  Resal.     Sur  les  propri^t^s  m^caniques  de  la  lemnis- 

Cate.     Noav.  AuD.  (3)  I.  481-490. 

In  Bezug  auf  die  Tangente  der  Lemniscate  wird  der  Satz 
aasgesprochen:  ^Die  Tangente  bildet  mit  dem  Radiusvector 
eioen  Winkel,  welcher  doppelt  so  gross  ist,  wie  der  Polar- 
winkel.^  Darauf  werden  die  Ausdrücke  für  die  Subtangente, 
die  Rectification,  den  Krümmungsradius  und  die  Quadratur  der 
Lemniscate  angegeben,  beziehungsweise  hergeleitet. 

Analytisch  gelöst  wird  „das  Theorem  von  Saladini^  (Mem. 
del  Ist.  naz.  ital.  I.  49.  1804):  „In  welcher  von  alF  den  Gurven, 
die,  in  einer  Verticalebene  liegend,  denselben  Anfangspunkt  haben, 
bewegt  sich  ein  Schwerpunkt,  wenn  er  irgend  ein  Bogenstück 
in  derselben  Zeit  durchlaufen  soll,  wie  die  entsprechende  Sehne?'' 
Ferner  löst  der  Verfasser  analytisch  und  geometrisch  das  Theorem 
von  0.  Bonnet  (Liouville  J.  IX.  1844):  „Für  welche  unter  allen 
Curven,  welche  denselben  Anfangspunkt  haben,  durchläuft  ein 
Puukt  von  jenem  Anfangspunkte  aus  ohne  Anfangsgeschwindig- 
keit, allein  unter  der  Wirkung  einer  gegen  ein  festes  Centrum 
gerichteten  und  proportional  der  Entfernung  wirkenden  Kraft 
irgend  einen  Bogen  in  derselben  Zeit,  welche  er  gebrauchen 
würde,  um  die  entsprechende  Sehne  zurückzulegen?^ 

Rs. 


P.  VAN  G£ER.     Ovar  de  beweging  van  stelsels,  gebonden 
aaii  voorwaarden,  die  afbangen  van  den  tijd.  Nienw  Arch. 

VIII,  1-22. 

Fortsetzung   der  Abhandlung   im    vorigen    Jahrgang   (siehe 

48* 
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F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  691).  In  erster  Linie  wird  hier  von  der 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche  gehandelt,  deren 
Parameter  direet  von  der  Zeit  abhängen,  welche  demgemäss  eine 
eigene  Bewegung  hat,  und  deren  Form  und  Grösse  sich  gleich- 
zeitig auf  bestimmte  Weise  verändert.  Werden  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Oberfläche  durch  zwei  unabhängige  Grössen 
9,  q^  und  die  Zeit  ausgedrückt,  also 

so  werden  ihre  Bewegungsgleichungen 


dq, 

dl*     '     dq. 

d%     ,     du 
dl'     '     dq, 

d% 
dl' 

du 
dq. 

SU 

dq. 

dl*     '     dq. 

d'U     ,      du 
dl*      '     dq. 

d% 
dt'    ~ 

du 
dq. 

woraus  q^  und  q^  als  Function  von  /  dargestellt  werden  müssen. 
Als  Anwendung  wird  die  Bewegung  eines  Punkfes  auf  einer 
Kugelfläche  untersucht,  deren  Mittelpunkt  unveränderlich  i>t, 
während  der  Radius  sich  mit  der  Zeit  verändert. 

Indem  nunmehr  zu  der  Bewegung  eines  Systems  übergegan- 
gen wird,  wird  der  Einfluss  untersucht,  welchen  die  Einführung 
von  Bedingungen,  die  direet  abhängig  von  der  Zeit  sind,  auf  die 
Bewegung  ausübt.  In  erster  Linie  behandelt  der  Verfasser  die 
Drehung  eines  festen  Systems  um  eine  Axe,  welche  nicht,  wie  ge- 
wöhnlich angenommen  wird,  fest  ist,^  sondern  eine  gegebene 
Bewegung  hat.  Er  zeigt,  dass  die  Bewegung  der  Axe  keinen 
Einfluss  auf  die  Drehung  um  die  Axe  ausübt,  entweder  wenn 
die  Bewegung  gleichförmig  und  geradlinig  ist,  oder  wenn  die  Axe 
durch  den  Schwerpunkt  geht.  Sodann  wird  die  Bewegung  des 
Systems  untersucht  in  dem  Falle,  dass  die  Axe  eine  gleichförmige 
Kreisbewegung  hat.  Die  Bewegung  eines  festen  Systems  um 
einen  seiner  Punkte  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieser  Punkt 
eine  gegebene  Bewegung  hat,  kommt  dann  zur  Besprechung; 
nach  Aufstellung  der  allgemeinen  Formeln  werden  die  beson- 
dern Fälle  betrachtet,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  geradlinig 
und  kreisförmig  ist.  Zum  Schluss  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die 
Bewegung  eines  schweren  Körpers  zu   bestimmen,  welcher  sieb 
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mit  einem  Punkte  auf  eine  horizontale  Ebene  stQtzt  unter  der 
Voraussetzung,  dass  diese  Ebene  eine  bestimmte  Bewegung;  in 
yerticaler  Richtung  hat,  und  der  besondere  Fall,  dass  die  Ebene 
frei  fällt,  bebandelt.  6. 


Gambey.     Solution   d'une  question  de  m^canique.    Nouv. 

Ann.  (3)  I.  508-515. 

Ein  schwerer  Punkt  M^  der  auf  der  Oberfläche  eines  Rota- 
tioDskegels  mit  verticaler  Axe  bleiben  muss,  wird  von  einem 
Punkt  im  Scheitel  S  des  Kegels  nach  einem  Gesetz  angezogen, 
welches  durch  eine  Function  der  Entfernung  MS  dargestellt  wird. 
Diese  Function  soll  nun  so  bestimmt  werden,  dass  die  Bahn  von 
M  eben  ist.    Es  ergiebt  sich 

A(p)=(/COSÖ+-^j^^j^^.^ SIF^  V* 

Die  Bewegung  wird  dann  im  Weiteren  näher  untersucht. 

0. 

BöKLEN.     Ueber  die  Aufhängepunkte  und  Axen  für  iso- 
chrone Schwingungen  eines  Körpers.   Kronecker  J.  xcill. 

177-ld3. 

Die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  isochron  mit 
einem  um  eine  feste  Axe  beweglichen  Körper  schwingt,  sei  /; 
femer  sei  v  „der  Trägheitsradius,  welcher  einer  durch  den 
Schwerpunkt  0  gehenden  Geraden  parallel  mit  der  Schwin- 
guDgsaxe  entspricht,  und  d  der  Abstand  derselben  von  0.^ 
Dann  ist 

'=  — d — 

„OJ  ist  das  von  0  auf  die  Schwingungsaxe  gefällte  Perpendikel, 
also  J  der  Aufhängepunkt,  durch  den  unter  Umständen  mehrere 
Schwingungsaxen  senkrecht  zu  OJ  gehen,  und  es  soll  die  Frage 
untersucht  werden:  Welches  ist  der  Ort  der  Punkte  /,  sowie 
auch  die  Richtung  der  zugehörigen  Schwingungsaxen,  wenn 
/=  const?" 
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a,  6,  c  seien  die  Quadrate  der  drei  durch  0  gehenden  Haupt- 
trägheitsradien, und  zwar  sei  a>b:>c]  ferner  sei 

©,  =  a  — —   und    —->a. 
2  4 

Die  Resultate  sind  dann:  ,,AIIe  äusseren  Äufhängepunkte  f&r  iso 
chrone  Schwingungen  eines  Körpers  liegen  auf  oder  zwischen 
den  beiden  Mänteln  einer  Fläche  («/) 

a-ld  +  d'  "^   b-ld  +  d'  "*"  c-ld  +  d'  "^  ^' 

welche  aus  einer  Wellengeschwindigkeitsfläche  (F,) 
/..•  «•  «• 


(t-»)--:    (t-')-;    (t-)-; 

durch  Verlängerung  ihrer  Radien  um  die  halbe  Länge  des  iso- 
chronen einfachen  Pendels  abgeleitet  ist.  Fttr  die  Punkte  auf 
einem  Mantel  von  (J)  giebt  es  nur  eine  Schwingungsaxe,  för  die 
anderen  zwischen  beiden  Mänteln  zwei.  Durch  die  vier  Punkte 
endlich,  in  welchen  beide  Mäntel  zusammenstossen,  gehen  unend- 
lich viele  Schwingungsaxen.  Also  gehen  überhaupt  alle  Axen  für 
isochrone  Schwingungen  zwischen  den  beiden  Mänteln  der  Grenz- 
fläche der  Aufhängpunkte  (/)  hindurch.**  Da  l^7>4a  un.d  tj'<fl 
ist,  sind  die  beiden  Werte 

2  —  '    4 
stets  reell.    Man  erhält  dalier  fQr  den  zweiten  Wert  von  d  eine 

Grenzfläche  (/'),  indem  man  -^  auf  den   Radien    von    V^  nach 

0  hin  abträgt.  Die  angegebenen  Eigenschaften  von  (J)  lassen 
sich  auf  (J')  übertragen.  Jede  der  Flächen  (/)  und  (/')  besteht 
aus  zwei  Mänteln;  die  Punkte  der  äusseren  Mäntel  seien  mit  J 
und  J',  die  der  inneren  Mäntel  mit  i  und  t'  bezeichnet.  Die 
Punkte  zwischen  J  und  i,  bez.  /'  und  t',  welche  gleichfalls  Äuf- 
hängepunkte sind,  mögen  mit  J^  und  /'^  bezeichnet  werden.  Dann 
besteht  auch  der  Satz:  „Auf  einer  durch  den  Schwerpunkt  0 
gehenden   Geraden   liegen   beiderseits  je   vier   Aufhängepunkte 
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fftr  isochrone  Schwingungen,  durch  welche  nur  eine  Schwingungs- 
axe  geht;  zwei  dieser  Axen  durch  /  und  t'  sind  parallel  und 
stehen  senkrecht  auf  den  beiden  anderen  durch  t  und «/',  welche 
also  ebenfalls  parallel  sind.  Fttr  die  weiteren  Punkte  J^  auf 
Ji  und  J[  auf  J'V  (diese  beiden  Strecken  schliessen  einander 
stets  aus)  giebt  es  je  zwei  Schwingungsaxen,  nämlich  die  Perpen- 
dikel, welche  in  J^  oder  J[  auf  den  Tangentialebenen  errichtet 
werden,  die  man  durch  die  Gerade  an  die  confocalen  Kegel 
legen  kann.  Für  alle  übrigen  Punkte  auf  der  Geraden,  entweder 
zwischen  t  und  1'  oder  ausserhalb  /  und  /',  giebt  es  keine  Axen, 
um  welche  der  Körper  Schwingungen  machen  kann,  welche  den- 
jenigen des  einfachen  Pendels  von  der  Länge  /  isochron  sind. 
Hat  die  Gerade  die  Richtung  einer  Asymptote  der  Focalhjperbel 
des  Grundellipsoids 

t'^t  +  t^'^ 

80  liegen  auf  ihr  vier  Punkte  mit  unendlich  vielen  Schwingungs- 
axen,  also  giebt  es  für  jeden  Körper  im  Ganzen  acht  solcher 
Punkte,  welche  einer  bestimmten  Länge  /  des  isochronen  ein- 
fachen Pendels  entsprechen.  Diese  acht  Punkte  haben  von  0  die 
Entfernungen  

Rs. 


R.  LiPSCHiTz.     Sur  le  pendule.    c.  r.  xcv.  1141-1144. 

Ein  schwerer  Körper  drehe  sich  frei  um  eine  horizontale 
Axe.  Zwei  Bewegungen  des  Körpers  werden  betrachtet.  Die  erste 
ist  durch  die*  Bedingung  charakterisirt,  dass  die  Winkelgeschwin- 
digkeit für  einen  Wert  6^^  des  Winkels  0  gleich  Null  ist,  und  die 
zweite  dadurch,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  für  n  —  d^  von 
0  gleich  Null  ist.  Die  Zeit  werde  im  ersten  Fall  mit  t  und  im 
zweiten  Falle  mit  t  bezeichnet.  Für  /  und  i*  hat  man  zwei 
elliptische  Integrale,  welche  mit  Hülfe  passender  Substitutionen 
iu  andere  übergefGihrt  werden,  und  zwar  in  elliptische  Integrale 
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erster  Art,  deren  Moduln  couiplenientär  sind.  Ferner  bat  der 
Verfasser  gefunden,  dass  die  entsprechenden  elliptischen  Integrale 
zweiter  Art  das  ausdrucken,  was  Hamilton  in  die  Mechanik  unter 
der  Bezeichnung  der  „angesammelten  lebendigen  Kraft"^  einge- 
führt hat.  Dieses  Integral  werde  im  ersten  Falle  mit  tr,  iui 
zweiten  Falle  mit  w^  bezeichnet,  und  man  transformire  beide 
Integrale  in  derselben  Weise  wie  vorher.  Damit  der  feste  Kör- 
per sich  von  der  Ruhelage  bis  zum  grössten  Winkel  von  0  be- 
wegt, müssen  die  neuen  Variablen 

.     fl  .0 

sin  —  sin  — 

§= i-     und    r  = 


n 


sm  -^  cos  y 


von  Null  bis  1  zunehmen.  T,  T',  W,  W*  seien  die  Werte  von 
/,  /',  tu,  II?',  wenn  die  Integrale  in  Bezug  auf  §  und  §'  von  0  bis 
1  genommen  werden.  Bezeichnet  man  die  vollständigen  Inte- 
grale der  ersten  Art  mit  complementären  Moduln  mit  K  und  üf' 
und  die  der  zweiten  Art  mit  %  und  %'  und  berücksichtigt,  dass 

KV-%K'  =  ^  (nicht  KT^TK*  =  -J-)   ist,   so  gelangt  man 

zu  dem  Theorem 

Hierin  bedeutet  JV  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  horizontale  Axe.  Rs. 


J.  Bertrand.     Sur  la   loi   de  döviation   du  pendule  de 

Foucault.     C.  R.  XCIV.  371-372. 

Hatt.     Sur  la  loi  de  d^viation  du  pendule  de  Foucault. 

C.  R,  XCIV.  638-639. 

1)  Foucault  hatte  den  Satz  ausgesprochen:  „Wenn  die  Ver- 
ticale  in  der  Osciliationsebene  ihre  Richtung  im  Räume  ändert, 
werden  die  auf  einander  folgenden  Lagen  der  Osciliationsebene 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  unter  sich  kleinste  Winkel  zu 
bilden."     Foucault  wendete   dieses  Theorem  auf  den    Fall  an, 
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dass  das  Pendel  in  der  Meridianebene  schwingt.    Der  Verfasser 
beschäftigt  sieh  mit  dem  allgemeinen  Problem: 

^Der  Beobachter  befinde  sich  auf  der  Erdoberfläche  in  M. 
Nach  der  Zeit  dt  wird  er  nach  ilf'  auf  dem  durch  M  gehenden 
Parallelkreise  gelangt  sein.  Wenn  die  Oscillationsebene  keine 
scheinbare  Bewegung  hätte,  würde  sie  sich  mit  der  Erde  drehen, 
und  ihre  auf  einander  folgenden  Lagen  wttrden  einen  Parallel- 
kreis umhüllen.  /  sei  der  Berührungspunkt  in  der  ursprüng- 
lichen Lage,  und  er  gelange  nach  J\  wenn  M  nach  M*  gekom- 
men ist.  Unter  den  grössten  Kreisen,  welche  durch  M  gehen,  ist 
M'K  derjenige,  welcher  mit  MJ  den  kleinsten  Winkel  macht,  und 
welcher  MJ  in  der  Entfernung  MK  =  90°  vom  Punkte  M  schneidet. 
Der  Kreis  M'J*  würde  keine  Abweichung  erkennen  lassen;  die 
scheinbare  Rotation  ist  daher  fM'K.  Sie  muss  berechnet  werden 
und  werde  mit  6  bezeichnet.^    Es  wird  gefunden 

d  =  cobMP"^' 

Q 

JJ' 

cos MP  ist  gleich  dem  Sinus  der  Breite; ist  der  Winkel,  um 

9 
welchen  sich  die  Erde  gedreht  hat. 

2)  Im  Anschluss  an  1)  giebt  der  Verfasser  einen  neuen  Be- 
weis für  den  Foucault'schen  Satz: 


da  =■  —^  -sm/. 


Rs. 


H.  Räsal.  Döveloppements  sur  la  question  relative  k 
rinfluence  de  la  rotation  de  la  terre  sur  le  mouve- 
ment  du  pendule.    Nou?.  Add.  (3)  L  337-343. 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Erde,  0  der  Aufhängepunkt 
des  Pendels.  Der  Verfasser  zerlegt  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erde  w,  von  welcher  nur  die  erste  Potenz  berücksichtigt 
wird,  in  zwei  Componenten,  nämlich  in  (üsinl  um  OC  und  in 
wcosA  um  Cff,  die  zu  OC  senkrechte  Gerade  in  der  Meridian- 
ebene.   Die  Wirkung  jeder  der  beiden  Componenten  auf  die  Be- 
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wegung  des  Pendels  wird  besonders  untersucht,  wobei  sich  zeigt, 
dass  die  letztere  Componente  ausser  Rechnung  bleiben  kann. 

Rs. 


Ph.  Gilbert.      Les   preuves   m^caniques   de    la  rotation 

de   la   terra.     Darb.  Bull    (2)  vi.  189-224. 

Eine  historische  Darstellung,  in  welcher  auch  die  neuesten 
Gyroskope  besprochen  sind.  Vom  gyroskopischen  Pendel  von 
6.  Sire  und  von  einem  Apparate  (Barogyroskop),  welchen  H. 
Ducretet  nach  des  Verfassers  Wünschen  construirt  hat,  sind  Ab- 
bildungen beigegeben.  Rs. 


Ph.  Gilbert.     Memoire  sur  l'application  de  la  m^thode 
de  Lagrange  k  divers  problfemes  de  mouvement  relatif. 

Brux.,  S.  8C.  VL  270-374;   VII.  11-110. 

C.  Jordan.     Rapport  sur  ce  memoire,    c.  R.  xcv.  iii-ii<>. 

(1882). 

Die  Abhandlung  hat  zum  Gegenstand  die  Untersuchung  der 
Bewegung  gyroskopischer  Apparate  in  Bezug  auf  ein  Axensystem 
(Systeme  de  comparaison),  welches  mit  einer  gleichförmigen  Ro- 
tationsbewegung versehen  ist,  und  zwar  mit  Hülfe  einer  Glei- 
chung von  Bour  zur  Anwendung  der  Lagrange'sohen  Formeln 
auf  relative  Bewegungen.  Die  Bour'sche  Gleichung  wird  kurz 
bewiesen;  die  geometrische  Interpretation  einzelner  Glieder,  die 
darin  vorkommen,  giebt  für  jedes  Problem  fast  ohne  Rechnung 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  als  Function  der 
passendsten  Variabein  ohne  Coordinatentransformation. 

Diese  Methode  wird  zuerst  auf  die  Frage  des  Gleichgewichts 
und  der  relativen  Bewegung  eines  Ringes  angewendet,  der  eine 
kleine  angehängte  Masse  trägt,  und  der  um  eine  horizontale  Axe 
beweglich,  um  eine  verticale  Axe  in  gleichförmiger  Rotations- 
bewegung fortgeführt  wird. 

Die  gefundenen  Gleichungen   zeigen,   dass  seine  Bewegung; 
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aaf  die  eines  schweren  Punktes  auf  einem  sich  gleichförmig  um 
einen  verticalen  Halbmesser  drehenden  Kreis  zurückgefbhrt  wer- 
den kann.  Diese  letztere  Bewegung  stellt  einen  einfachen  Typus 
dar,  auf  welchen  complicirtere  Bewegungen  derart  zurückgeführt 
werden  können,  dass,  wenn  man  bis  an's  Ende  die  Lösung  des 
ersten  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen  durchführt,  einfache 
Substitutionen  in  den  Formeln  genügen,  um  ebenso  die  vollstän- 
dige Lösung  der  gyroskopiscben  Probleme  zu  finden. 

Aus  der  Rechnung  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Geschwin- 
digkeit gering  ist,  es  für  den  schweren  Punkt  nur  zwei  Gleich« 
gewiehtslagen  giebt,  welche  auf  der  Rotationsaxe  liegen.  Für 
eine  grössere  Geschwindigkeit  giebt  es  vier  Gleichgewichtslagen ; 
die  beiden  ausserhalb  der  Verticale  gelegenen  entsprechen  dem 
stabilen  Gleichgewicht.  Wenn  im  Anfangsmoment,  die  relative 
Geschwindigkeit  gleich  Null  gesetzt,  der  bewegliche  Punkt  keine 
dieser  Gleichgewichtslagen  einnimmt,  dann  beschreibt  er  um  die 
nächste  stabile  Gleichgewichtslage  eine  Reihe  periodischer  Oscil- 
lationen,  deren  Gesetz  sich  explicite  durch  elliptische  Functionen 
ausdrücken  lässt.  Ferner  kann  er  in  dem  zweiten  der  oben 
genannten  Fälle  oscilliren  und  immer  auf  derselben  Seite  der 
Verticale  bleiben. 

Für  ein  Gyroskop,  bestehend  aus  einer  Scheibe  oder  einem 
Torus  Z>,  dem  man  eine  Rotation  n  um  seine  geometrische  Axe  ge- 
geben bat,  einem  Innern  Ringe  /  und  einem  äussern  Ringe  £, 
welcher  in  gleichförmiger  Rotation  cn  um  seinen  Durchmesser  ZZ' 
erhalten  wird,  giebt  es  zwei  oder  vier  Gleichgewichtslagen  bezüglich 
der  Scbeibenaxe.  Ist  diese  Geschwindigkeit  Null,  so  bleibt  deswegen 
die  Axe  noch  nicht  im  Gleichgewicht,  wenn  nicht  die  Trägheits- 
momente des  Torus  und  des  Ringes  /  einer  einfachen  Relation 
genfigen.  In  diesem  Falle  findet  Gleichgewicht  für  jede  Neigung 
der  geometrischen  Axe  zur  Axe  ZZ'  statt.  Ausser  den  Gleich- 
gewichtsßlllen  folgt  die  Oscillation  der  Torusaxe  in  Bezug  auf 
ZZ'  den  gleichen  Gesetzen,  wie  die  eines  schweren  Punktes  auf 
einem  Kreise,  der  sich  um  einen  verticalen  Durchmesser  dreht, 
and  sie  wird  durch  die  Formeln  des  oben  bezeichneten  Problems 
dargestellt.    Der  Ausdruck  für  die  Rotation  der  Scheibe  hängt 
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von  Integralen  der  Form  ab: 

0  +  ßsuu 


/ 


duj 


die  sieh  leicht  auf  Jacobi'sche  Functionen  zurückführen  lassen. 
Alle  Variabein  lassen  sich  also  explicite  als  Functionen  der  Zeit 
ausdrücken,  jedoch  ist  die  Endform  dieser  Ausdrücke  verschieden, 
je  nach  den  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Geschwindig- 
keiten n^  0)  (den  Winkel  Cq  im  Anfangsmoment  zwischen  der 
Torusaxe  und  der  Axe  ZZ'  genommen)  und  den  Trägheitsmomen- 
ten des  Torus  und  der  Ringe  bestehen.  Es  giebt  sieben  ver 
schiedene  Fälle.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  absolute  An- 
fangsgeschwindigkeit eine  Componente  Null  längs  der  Torusaxe 
hat,  osciilirt  diese  Axe  regelmässig  von  einer  Seite  zur  andern 
einer  Senkrechten  auf  ZZ',  und  die  Rotationsbewegung  des  Toms 
um  seine  Axe  redncirt  sich  ebenfalls  auf  eine  oscillirende  Be- 
wegung. 

Das   Polytrop    von  Sire,  ein  Apparat,    um    die  Wirkungeo 
nachzuahmen,  welche  die  Erdrotation  auf  die  Körper  ausübt,  die 
sich  schnell  auf  ihrer  Oberfläche  drehen,  bietet  eine  andere  An- 
wendung  der    Methode.     Man   leitet   daraus   die   strengen    Be- 
wegungsgleichungen   des  Torus   ab.    Sind    der  Torus    und   die 
Ringe  frei,  dann  giebt  es  mehrere  relative   Gleichgewichtslageo 
für  die  Torusaxe,  und  dieser  Fall  der  Bewegung  lässt  sich  auf 
die    Formeln    von    Lottner   (Grelle   J.    LIV.   197)    zurückfthren. 
Wird  die  geometrische  Axe  in  einer  in  Beziehung  auf  den  drehen- 
den Meridian  festen  Ebene  geführt,  und  ist  die  Anfangsrotation  n 
des  Torus  klein  genug,  so  giebt  es  für  diese  Axe  eine  stabile 
Gleichgewichtslage,  welche  nicht  zusammenfällt  mit  der  Projee- 
tion  OS   auf  die  Leitebene  der  Parallelen  zur  Rotationsaxe  des 
Meridians.     Dies  merkwürdige  Resultat  steht  in  Widerspruch  mit 
dem  Princip  der  Neigung  der  Rotationsaxen  zum  Parallelismas, 
ein  Princip,    was    nur  bei  sehr  rascher  Rotation  des  Torus  zu- 
trifft.   Endlich  zeigen  die  Bewegungsgleichungen,  dass  die  Torus- 
axe in  Bezug  auf  die  Projection  OS  osciilirt   wie  ein  einfaches 
Pendel,  dessen  Oscillationsebene  sich  um  die  Verticale  mit  einer 
constauten  Geschwindigkeit  drehen  würde.     Diese  Gesch windig- 
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keit  und  die  Länge  des  Pendels  sind  einfache  Functionen  der 
Rotationen  des  Torus  und  des  Meridians,  der  Trägheitsmomente 
des  Torus  und  der  Ringe  etc.  Die  Formeln  des  ersten  Problems 
geben  also  auch  hier  in  expliciten  Functionen  der  Zeit  die  Nei- 
gung der  Torusaxe  in  einer  bestimmten  Richtung,  und  die  andern 
Elemente  des  Problems  hängen  gleicherweise  von  elliptischen 
Functionen  ab. 

Der  zweite  Teil  bebandelt  neuere  Probleme,  in  denen  gleicb- 
7.eitig  die  Schwere  zu  der  Rotation  des  Axensystems  hinzutritt. 
Hier  knüpfen  die  Oscillationen  an  einen  neuen  Typus  an:  näm- 
lich die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  einem  verticalen 
Kreise,  der  sich  gleichförmig  um  eine  Yerticale  dreht,  welche 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  geht.  Die  Bewegungsgleichung  des 
Punktes  und  die  Gleichgewichtslagen  entspringen  unmittelbar 
aus  der  Bour'schen  Gleichung  durch  die  vom  Verfasser  aufge- 
üitelUe  Methode.  Die  Bestimmung  dieser  Lagen,  deren  Anzahl 
entweder  zwei  oder  vier  ist,  wird  auf  die  Gonstruction  einer 
Geraden  zurückgefflhrt,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht, 
und  80  beschaffen  ist,  dass  das  auf  ihr  von  zwei  rechtwinkligen 
Geraden  ausgeschnittene  Segment  eine  bestimmte  Länge  hat. 
Die  stabilen  Gleichgewichtslagen  werden  durch  die  Bewegungs* 
gleichung  bestimmt,  deren  Integration  wiederum  von  elliptischen 
Functionen  abhängt.  Das  gyroskopische  Pendel  von  Sire  be- 
steht aus  einem  verticalen  Stabe,  dessen  Ende  ein  Bügel  ist, 
welcher  einen  beweglichen  Torus,  dessen  Axe  senkrecht  zum 
Stabe  ist,  trägt.  Der  ganze  Apparat  kann  um  eine  Horizontale, 
die  senkrecht  zur  Torusaxe  ist,  oscilliren.  Er  kann  mittels  der 
Methode  des  Verfassers  streng  und  vollständig  untersucht  wer- 
den, bei  beliebiger  Masse  des  Bügels  und  beliebiger  anfänglicher 
Rotationsgeschwindigkeit  des  Torus.  Ist  letztere  nicht  zu  be- 
deutend, dann  kann  das  Pendel,  wie  durch  Rechnung  gezeigt 
wird,  vier  Lagen  relativen  Gleichgewichts  annehmen,  die  durch 
dieselbe  Gonstruction,  wie  die  des  vorliegenden  Problems  be- 
stimmt werden;  dies  giebt  die  bisher  ungelöste  Erklärung  für 
eine  von  Sire  in  seinen  Experimenten  gefundene  Tatsache.  Ist 
jedoch    die    Rotation    des   Torus    eine   sehr  schnelle,    so    führt 
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die  genannte  Construction  zu  bekannten  Resultaten  und  erklärt 
eine  Reihe  merkwürdiger  durch  den  Apparat  dargestellter  Phä- 
nomene. 

Ausserhalb  seiner  Gleichgewichtslagen  beschreibt  der  Stab 
Oscillationen,  deren  Gesetz  dasselbe  ist,  wie  das  des  schweren 
Punktes  im  obigen  Problem;  die  Bewegung  des  gyroskopi- 
schen Pendels  wird  also  auf  ein  gelöstes  Problem  zurück- 
geführt. Kann  man  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit 
des  Trägers  vernachlässigen,  dann  gilt  das  Bewegungsgesetz 
für  das  einfache  Pendel.  Mit  der  Untersuchung  einiger  be- 
sonderer Fälle  schliesst  der  zweite  Teil.  Im  dritten  wird  dieselbe 
Methode  auf  die  gyroskopischen  Bewegungen  an  der  Oberfläche 
der  Erde  angewendet,  oder  allgemein  eines  Planeten  mit  gleich- 
förmiger Rotation  um  eine  Axe.  Wenn  man  diese  Geschwindig- 
keit w  beliebig  annimmt,  die  Schwere  dagegen  als  constant  in 
Grösse  und  Richtung  für  alle  Punkte  des  Körpers  voraussetzt 
dann  erhält  man  die  Bewegungsgleichungen  in  der  folgenden 
einfachen  Form: 

ä    d(T+V)  _  d(T+V)   ^  .9,cosg,. 

^   "^  dt         oq'  dq  ^  dq 

T  ist  die  halbe  lebendige  Kraft  bezüglich  des  beweglichen  Sy- 
stems, V  das  geometrische  Product  der  Rotationsaxe  des  Planeten 
in  die  Axe  des  Paares  der  relativen  Bewegungsgrössen  des 
Körpers,  q  irgend  eine  der  Variabelu,  welche  die  Lage  des  Kör- 
pers bestimmen,  M  seine  Masse,  q  der  Radiusvector  des  Schwer- 
punktes des  Körpers  und  gg  der  Winkel  zwischen  diesem  Radius- 
vector und  der  Richtung  der  Schwerkraft.  Diese  Gleichung  wird 
noch  einfacher,  wenn  man  annimmt,  (wie  es  bei  den  Experimen- 
ten mit  dem  Foucault'schen  Gyroskop  an  der  Erdoberfläche  der 
Fall  ist),  dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  mit  dem  Anfangs- 
punkt 0  des  Axensystems  während  der  ganzen  Daner  der  Be- 
wegung (q  =  0)  zusammenfällt.  Man  braucht  dann  nur  noch 
die  Grössen  T  und  V  zu  berechnen  und  kann  dann  sofort 
die  Bewegungsgleichungen  des  Torus  und  seiner  Ringe  nieder- 
schreiben. 

Im  zwölften  und  den  folgenden  Paragraphen  untersucht  der 
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Verfasser  auf  diesem  Wege  die  scheinbare  Bewegung  des  Gyro- 
skops,   indem  er  Glieder  zweiter  Ordnung    yon  oi  in  den   ver- 
schiedenen von  anderen  Geometern  betrachteten  Fällen  bertlcksich- 
tigt.    (Torusaxe,  ganz  freie,  geführt  in  einer  Leitebene,  auf  einem 
Kegel  etc.)    Da  aber  die  vereinfachende  Hjrpothese  betreffs  der 
Schwere  nicht  identisch  mit  der  von  Lottner  und  Bour  ist,  so 
unterscheiden  sich  die  Gleichungen  durch  Glieder  von  der  Ord- 
nung von  <!>*.    Diese  Gelegenheit  wird  zur  Integration  gewisser 
Differentialgleichungen,  die  noch   nicht  behandelt  worden  sind, 
mit  Hülfe  elliptischer  Functionen  benutzt.    Ist  die  Torusaxe  ganz 
frei,  und  kann  man  die  Massen  der  Ringe  vernachlässigen,  dann 
erhält  man  die  Werte  der  Winkel  @,  V,  q>j  von  denen  die  Lage 
des  Torus  und  seiner  Ringe  abhängt,  als  explicite  Functionen  der 
Zeit.     Ist  die  Axe  des  Torus  gezwungen,   sich    zu   bewegen  in 
einer  zum  Planeten  festen  Ebene  oder  auf  der  Oberfläche  eines 
festen  Kegels,  dann  sind  die  Lagen  des  relativen  Gleichgewichts 
der  Torusaxe  leicht  zu  bestimmen ;  man  kommt  auf  Foucault'sche 
Resultate.    Tritt  dies  Gleichgewicht  nicht  ein,  so  hat  man  wieder 
die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  sich  um  einen 
vertiealen  Durchmesser  drehenden  Kreise,  (erstes  Problem),  welche 
den  Typus  darstellt,   auf  den  die  Oscillation  der  Torusaxe  zu- 
rückgeführt wird;  eine  einfache  Anwendung  der  Formeln  dieses 
Problems   würde   das   genaue  Gesetz   dieser   Oscillatiou   geben. 
Unter  andern  merkwürdigen  Resultaten  findet  man,  dass,   wenn 
die  Rotation  des  Planeten  schnell  genug,  die  des  Torus  langsam 
genug  ist,  die  Axe  desselben,  in  einer  Horizontalebene  erhalten, 
immer  auf  derselben  Seite  der  Meridianebene  oscillirt. 

Der  vierte  Teil  der  Arbeit  behandelt  die  Fälle  der  schein- 
baren Bewegung  eines  gyroskopischen  Systems  auf  der  Erdober- 
fläche, in  denen  die  Schwere  zu  der  Rotation  des  Planeten  hin- 
zutritt, um  die  Torusaxe  abzulenken.  Das  Pendel  von  Sire  giebt 
Veranlassung  zu  dieser  Untersuchung  (§  XVIL).  Vorausgesetzt, 
die  horizontale  Aufbängungsaxe  des  Pendels  sei  fest  in  Bezug 
auf  die  Erde,  aber  habe  ein  beliebiges  Azimut;  das  Pendel  habe 
irgend  welche  Neigung  und  der  Torus  eine  gegebene  Anfangs- 
rotation, dann  erhält  man  die  Bewegungsformeln  unmittelbar  aus 
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der  Gleichung  (Ä).  Man  schliesst  hieraus  zuerst,  dass  die  stabile 
Gleichgewichtslage  des  Pendelstabes  einen  kleinen  Winkel  mit 
der  Verticalen  macht,  indem  sie  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne 
der  Richtung  der  Rotation  des  Torus  folgt;  der  Wert  dieses 
Winkels  hängt  Übrigens  vom  Azimut  der  Oscillationsebene  ab. 
Könnte  man  dem  Torus  eine  genügend  rasche  Rotation  verleihen, 
dann  wUrde  dieser  Apparat  ein  deutliches  Bild  der  Bewegung 
der  Erde  geben.  Entfernt  aus  der  Gleichgewichtslage,  macht 
das  Toruspendel  Oscillationen,  für  die  wieder  das  Gesetz  der 
Bewegung  eines  schweren  Punktes  gilt,  der  sich  auf  einem  um  eine 
verticale  Secante  drehenden  Kreise  bewegt.  Die  Formeln  liefern 
alle  Elemente  dieses  idealen  Pendels  als  Function  der  Daten  des 
gyroskopischen  Pendels.  Da  die  Abweichung  in  der  oben  be- 
schriebenen Construction  zu  wenig  bemerkbar  ist,  so  berechnet 
der  Verfasser  einen  empfindlicheren  Apparat,  den  er  Barogyroskop 
nennt.  Ein  StahlbUgel  liegt  auf  zwei  Schneiden  an  den  Enden 
eines  Horizontaldiameters.  Im  Innern  trägt  er  einen  Torus,  der 
zur  Axe  einen  zweiten,  zum  ersten  senkrechten  Durchmesser  hat. 
In  der  unteren  Verlängerung  der  Axe  trägt  der  Bttgel  einen  Stift, 
längs  welchem  man  einen  Schieber  auf  und  ab  bewegen  kann. 
Da  der  Schwerpunkt  des  Torus  sehr  empfindlich  auf  der  Linie 
der  Schneiden  liegt,  so  hält  das  Gewicht  des  Schiebers  den  ver- 
ticalen  Stift,  wenn  der  Torus  in  Ruhe  ist. 

Die  durch  die  Gleichung  (A)  gelieferten  strengen  Gleichungen 
dieses  Systems  der  scheinbaren  Bewegung  ergeben,  dass  der 
Stift  im  Gleichgewicht  ist,  wenn  er  mit  der  Verticalen  einen 
Winkel  E  macht,  der  duich  die  Formel  gegeben  ist: 

__     Ccon  cosL  cosa 
"~    gfid  — Cwu  sin L^ 

wo  u  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Torus,  L  die  Breite  des 
Ortes,  a  der  Winkel  der  Oscillationsebene  des  Stiftes  mit  dem 
Meridian,  ju  die  Masse  des  Schiebers,  ö  seine  Entfernung  von 
der  Linie  der  Schneiden,  C  das  Trägheitsmoment  des  Toras 
bezüglich  seiner  Axe  ist.  Daraus  folgt  für  a  =  0,  dass  der 
Stift  nach  Norden  oder  Süden  abgelenkt  wird,  je  nach  dem 
Sinne  der  Rotation  n,  während,  wenn  die  Oscillationsebene  normal 
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zum  Meridian  ist,  jegliche  Abweichung  yersch windet.  Experi- 
mente haben  diese  theoretischen  Resultate  bestätigt  Herr  Jordan 
meint,  dass  dieser  neue  Apparat  das  Foucaulf sehe  Gyroskop  zum 
Beweise  der  Drehung  der  Erde  ersetzen  könne.  Er  sei  auch 
leichter  zu  construiren.  Die  Formeln  für  die  Oscillationen  geben 
den  nötigen  Anhalt  fQr  die  Form  und  die  bequemsten  Dimen- 
sionen des  Apparates  und  sichern  dem  Phänomene  volle  Eut- 
wickelung. 

Die  letzten  Capitel  der  Arbeit  geben  die  Bewegungsgleichungen 
eines  Kreisels  unter  Berücksichtigung  der  Erdrotation.  Hierüber 
seheint  übrigens  Foucault  schon  Experimente  angestellt  zu  haben. 
Die  Differentialgleichungen  können  mit  Hülfe  von  (A)  leicht  auf- 
gestellt werden,  jedoch  bietet  ihre  Integration,  abgesehen  von 
einigen  besonderen  Fällen,  grosse  Schwierigkeiten.  Die  Analyse 
rechtfertigt  die  schon  von  Foucault  gemachte  Bemerkung,  dass 
die  Axe  des  Kreisels  nur  dann  eine  unveränderliche  Richtung 
beibehalten  könne,  wenn  die  Richtung  in  der  Meridianebene 
liegt  und  einen  kleinen  Winkel  mit  der  Verticalen  macht,  ent- 
weder nach  Norden  oder  Süden,  je  nach  dem  Sinn  der  Rotation 
des  Kreisels.  Mn.  (0.). 


Despeyroüs.  Note  sur  les  ^quations  difförentielles  du 
mouvement  d'un  corps  solide  libre  ou  gßn^  sollicitö  par 
des  forces  quelconques.    Tool.,  M6m  (8)  IV.  81-87/ 

Der  Verfasser  verschafft  sich  die  Differentialgleichungen  des 
betrachteten  Problems  auf  anderem  Wege,  als  im  vorigen  Jahre 
(8.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  708-709),  nämlich  nach  der  Lagrange'- 
Bchen  Methode,  indem  er  die  lebendige  Kraft  und  die  Arbeit  be* 
stimmt.  Rs. 


F.  A.  Jarleton.     On   sonie  deductions  of  McCullagh's 
^lectures  on  rotation."    Dublio.  Trane. 

McGullagh's  Lectures  on  Rotation  (zuerst  in  den  Dublin  Trans. 
XXII.  veröfientlicht)  beschäftigen  sich  vorzugsweise  mit  der  Be- 

FortMlir.  d.  Math.  XIV.  3.  4^^ 
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Bewegung  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  ohne 
Einwirkung  äusserer  Kräfte.  Statt  des  Momentenellipsoids 
braucht  McGullagh  das  Oyrationsellipsoid,  welches  zu  ersterem 
reciprok  ist. 

McGullagh  beweist,   dass   der   Schnitt  auf  der  Centrifugal- 
Paar-Axe  (die  rechtwinklig   zur  Momentenaxe   und   zur   augen- 
blicklichen   Rotationsaxe    steht)     mit    dem    Gyrations-EUipsoid 
Flächen    in   der   unveränderlichen   Ebene    proportional  der  Zeit 
beschreibt.      Aus    diesem    Resultat    leitet    Herr    Jarleton     die 
Poinsot'sche  Gleichung  ab,  welche  die  Rotationsgeschwindigkeit 
der   Ebene,    in    welcher    die    Momenten-Axe    und    die    augen- 
blickliche Rotationsaxe  liegen,  als  Function  des  Winkels  zwischeo 
ihnen  ausdrückt.     Die  Ableitung  geschieht  mit  Hülfe  eines  Satzes 
aus   der  Theorie   der   Flächen    zweiter   Ordnung,    welcher   den 
Winkel  zwischen  der  Senkrechten  auf  einer  Tangentialebene  und 
dem   Halbmesser   des  Berührungspunktes   in  Verbindung    bringt 
mit  den  Axenlängen  des  Centralschnittes,  der  durch  den  BerOb- 
rungspunkt  und  rechtwinklig  zur  Ebene  der  früheren  Linien  geht. 
Für  diesen  Satz  giebt  der  Verfasser  einen  neuen  und   einfachen 
Beweis,    der  sich  auf  elementare  Eigenschaften  von  confocalen 
Flächen  stützt.    Später  erhält  er  dadurch  eine  Dififerentialgleichung 
zwischen  dem  Winkel,  der  von  der  Centrifugal-Paar-Axe  mit  einer 
festen  Linie   in  der  unveränderlichen  Ebene  gebildet  wird,  und 
dem  Winkel  zwischen  der  Momentenaxe  und  der  augenblicklichen 
Rotationsaxe.     Durch  Integration  dieser  Gleichung  lässt  sich  die 
eine  Grösse    durch    die    andere   ausdrücken    mittels  elliptischer 
Functionen  erster  und  dritter  Art.     Bei  der  Ausführung  der  Be- 
duction   auf  elliptische  Functionen  gelingt  es,  die  algebraischen 
Zeichen  und  die  relativen  Grössen  der  verschiedenen  Constanten 
zu   bestimmen.     Schliesslich  giebt  der  Verfasser   mit  Hülfe  des 
schon    erwähnten  Satzes  für  Oberflächen   zweiten  Grades  eioeo 
Ausdruck  für  den  Winkel  zwischen  der  Momentenaxe  und  der 
augenblicklichen  Rotationsaxe  als  Function  der  Zeit  mittels  ellip- 
tischer Functionen  erster  Ordnung.    Weiter  kommt  der  Verfasser 
zu  dem  Satz,  dass  die  Normale  an  den  Kegel,  welchen  die  augen- 
blickliche Rotationsaxe  beschreibt,  eine  Krümmungslinie  auf  dem 
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GyrationsellipBoid  ist.  Er  verbessert  auch  einen  Zeichenfehler  in 
einer  der  McCullagh'schen  Gleichungen,  die  er  weitläufig  unter- 
sucht Csy.  (0.). 


W.  Hess.     Ueber  das  Problem  der  Rotation.    Klein  add. 

XX.  461-470. 

Die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
ist  fbr  die  zwei  Fälle  bereits  gelöst:  1)  Der  Körper  bewegt  sich 
um  seinen  Schwerpunkt;  2)  ein  Umdrehungskörper  rotirt  um 
einen  festen  Punkt  seiner  Axe.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  für 
einen  beliebigen  starren  Körper  vom  Gewichte  P,  welcher  um 
einen  festen  Punkt  0  unter  dem  Einflüsse  eines  beliebig  an- 
greifenden Kräftepaares  rotirt,  ^die  Componente  des  wirkenden 
Kräftepaares  bezüglich  der  Richtung  der  Schwere  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  constant  ist."  Die  Cosinus  a",  6",  c" 
der  Winkel,  welche  die  Verticale  OZ  mit  den  drei  Hauptträg- 
heitsaxen  (OX',  0Y\  OZ')  des  Körpers  bildet,  können  leicht  be- 
stimmt werden.  Wenn  man  diese  Werte  in  die  Eulerschen 
Bewegungsgleichungen  einsetzt,  bekommt  man  ein  System  dreier 
simultaner  linearer  Bewegungsgleichungen  fttr  die  Winkelge- 
schwindigkeiten p,  9,  r  der  Drehung  um  OX',  OY'jOZ'.  Indem 
die  Bedingung  hinzugefügt  wird,  dass  die  drei  Axen  des  Kräfte- 
paares, der  Figur  und  der  Schwere  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  (dies  findet  statt,  wenn  die  Axe  des  afficirenden  Kräfte- 
paares, welches  die  Bewegung  im  Anfang  hervorbringen  soll,  in 
die  durch  die  Figuraxe,  die  Verbindungslinie  des  festen  Punktes 
0  mit  dem  Schwerpunkte  S,  gelegte  verticale  Ebene  fällt);  er- 
hält man  die  beiden  Satze:  „Die  Grösse  des  Kräftepaares,  welches 
den  Körper  angreift,  ist  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung 
constant.^ 

„Die  Kräftepa^araxe  beschreibt  im  Räume  einen  Kreiskegel, 
dessen  Spitze  der  feste  Drehpunkt  ist,  und  dessen  Axe  die  Rich- 
timg der  Schwere  besitzt." 

Die  Lösung  vereinfacht  sich,  wenn  man  über  die  Lagen  des 
Schwerpunktes    S   und    des   Unterstützungspunktes   0   specielle 

49* 
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Annahmen  macht.  Wenn  der  Schwerpunkt  auf  einer  durch  0 
gehenden  Hauptaxe  liegt,  reichen  zur  Lösung  statt  der  Abel'schen 
bereits  hyperelliptische  Functionen  aus;  wenn  das  Eräftepaar 
um  die  Figuraxe  selbst  wirkt,  gebraucht  man  nur  noch  ultra- 
elliptische Functionen,  und  wenn  das  anfängliche  Kräfltepaar  um 
die  Axe  der  Schwere  wirkt,  erhält  man  die  Grossen,  welche  die 
Lagen  des  Systems  bestimmen,  in  elliptischen  Functionen  der 
Zeit.  „Der  Kreiskegel,  welchen  die  Kräftepaaraxe  im  Baume 
beschreibt,  reducirt  sich  auf  die  Verticalaxe,  so  dass  diese  eine 
invariable  Linie,  die  Eräftepaarebene  (d.  i.  die  Horizontalebene 
durch  den  festen  Punkt)  eine  invariable  Ebene  vorstellt." 

Rs. 


A.  G.  Greenhill.      Oll   the  steady  motion  of  a  solid  of 
revolution   roUing   on   a  surface   of  revolution    under 

gravity.     Quart.  J.  XVIII.  229-231. 

Als  Ergänzung  zu  einer  früheren  Mitteilung  (Quart.  J.  XVII. 
86-89,  8.  F.  d.  M.  XU.  1880.  696)  wird  die  Bedingung  dafür 
hergeleitet,  dass  ein  fester  Umdrehungskörper  unter  der  Wirkung 
der  Schwere  auf  einer  Umdrehungsfläche,  deren  Axe  vertical  ist, 
stationär  rollt.  Rs. 


H.  Leaute.     Sur  les  solides  d'^gale  r^sistance.    o.  R.  XCV. 

1219-1220. 

R^sal  erwähnt  in  seinem  ^Traite  de  M6canique  g^u^rale'' 
Tome  V.  §  40  (Profil  des  lames  du  dynamomätre  de  Poncelet), 
dass  Poncelet  empfohlen  habe,  Federn  von  gleichmässiger  Dicke 
anzuwenden,  man  aber  oft  fUr  diese  äussere  Fläche  eine  para- 
bolische Form  wähle,  weil  man  glaube,  dadurch  einen  Körper 
von  gleichmässigem  Widerstände  zu  erhalten.  Basars  Unter- 
suchung führte  zu  keinem  Resultate,  welches  in  der  Praxis  benutzt 
werden  konnte.  Der  Verfasser  wünschte  daher,  die  Form  des 
äusseren  Profils  für  einen  Körper  von  gleichem  Widerstände  zu 
finden,  wenn  sich  der  Körper  unter  analogen  Bedingungen  befindet, 
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wie  die  Feder  eines  Dynamometers.  Ferner  wollte  er  die  Lö- 
sung ftlr  die  Praxis  verwerten.  In  dem  Auszöge  deutet  der  Ver- 
fasser an,  welchen  Erfolg  er  erzielt  hat:  Die  Discussion  seiner 
Formeln  lasse  die  Beziehung  zwischen  der  theoretischen  Gurre  und 
der  gewöhnlichen  Parabel  erkennen.  Wenn  man  mit  p  die  Grösse 


e» 


Y  bezeichnet,  indem  /  die  Länge  und  e^  die  halbe  Dicke  des 
StQckes  im  Befestigungspunkte  bedeuten,  betrage  der  Fehler  un- 
gefähr   ^j    falls   man    den   gewöhnlichen   Umriss   nehme,    sei 

aber  kleiner  als  -^,   falls  man  einen  weniger  einfachen  Um- 
riss wähle,  welchen  der  Verfasser  beschreibt.  Rs. 


J.  Grossmann.      Zur  Theorie   der   Reglage.    D.  ührm.  z. 

VI.  9-11. 

Die  Theorie  der  Reglage  besteht  in  der  Berechnung  der 
Zeitdauer  einer  Unruheschwingung.  Mittels  des  Trägheitsmomen- 
tes der  Unruhe  A  und  der  Kraftmomente  F,  welche  auf  die  Unruhe 

F 

einwirken,    kann    man   die  Winkelbeschleunigung   J  =  —  be* 

stimmen.    Daraus  berechnet  man  die  Winkelgeschwindigkeit,  und 

aus  dieser  die  Zeitdauer  einer  Schwingung.    Der  Verfasser  giebt 

p 

an,  wie  man  das  Trägheitsmoment  ^1  =  —  A'    annähernd    be- 

rechnet  Unter  den  Kräften,  welche  auf  die  Unruhe  wirken,  ist 
die  bei  weitem  grösste  die  der  Spiralfeder.  Es  wird  gezeigt, 
wie  man  das  Moment  derselben  auf  praktischem  Wege  bestim- 
men kann.  Auch  wird  noch  die  Untersuchung,  wie  man  es  mit 
Hülfe  der  Elasticitätsgesetze  berechnet,  begonnen.  Eine  Fort- 
setzung soll  folgen.  Sbt. 
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B.     Hydrodynamik. 

R.   Reiff.     Ueber    die   Principien    der  neueren    Hydro- 
dynamik.   HabilitatioDSBchrift.    Freibnrg  und  TubingeD.    Mohr. 

Die  allgemeinste  Bewegung  eines  Voluroenelements  einer 
Flüssigkeit  kann  man  bekanntlich  (abgesehen  von  der  Trans- 
lation) ersetzen  durch  eine  Dilatation  und  eine  Rotation.  Man 
kann  aber  auch,  statt  die  Bewegung  eines  Volumeneleoients  zu 
betrachten,  nur  die  eines  Linienelements  in's  Auge  fassen.  Die 
Bewegung  desselben  lässt  sich  als  lineare  Dilatation  verbunden 
mit  einer  Drehung  auffassen.  Die  genauere  Erörterung  dieser 
Zerlegung  und  ihres  Zusammenhangs  mit  der  ersten  Art  der  Zer- 
legung bildet  den  wesentlichsten  Inhalt  der  vorliegenden  Schrift. 
Die  wichtigsten  Resultate,  zu  denen  der  Verfasser  gelangt,  sind 
folgende:  Diejenigen  von  einem  Punkte  ausgehenden  Linienele- 
mente, für  welche  die  Veränderung  ihrer  Länge  in  einem  Zeit- 
element der  Länge  selbst  umgekehrt  proportional  ist,  bilden  die 
Radien  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  Axen  dieser  Fläche 
beissen  die  Hauptdilatationsaxen.  FUr  incompressible  Plttssig- 
keiten  ist  die  Fläche  ein  Hyperboloid,  auf  dessen  Asymptoten- 
kegel diejenigen  vom  Mittelpunkte  ausgehenden  Linienelemente 
liegen,  die  keine  Dilatation  erleiden.  Die  Rotationsgeschwindig- 
keiten der  verschiedenen  von  einem  Punkte  ausgehenden  Linien- 
demente  sind  verschieden  nach  Grösse  und  Richtung.  Diese 
Rotationsgeschwindigkeiten  bestehen  aus  zwei  Teilen,  1)  aus 
derjenigen  Rotation,  die  bei  der  Dilatation  des  Volumenelements 
die  einzelnen  Radien  dieses  Elements  erleiden,  2)  aus  einem 
allen  Radien  gemeinsamen  Teile;  letzterer  ist  gleich  der  Rotations- 
geschwindigkeit des  Volumenelements  bei  der  ersten  Art  der 
Zerlegung.  Der  eben  genannte  zweite  Teil  hat  noch  folgende 
Bedeutung:  Er  stellt  die  Rotationsgeschwindigkeiten  der  Haupt- 
dilatationsaxen dar;  man  kann  ihn  aber  auch  auffassen  als  mitt- 
leren Wert  der  Rotationsgeschwindigkeiten  der  verschiedenen 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Radien.  Erwähnt  mag  endlich 
noc  hwerden,  dass  es  im  Aligemeinen  drei  von  einem  Punkte  aus- 
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gehende  Liaienelemente  giebt,  die  bei  der  Elementarbewegung  ihre 
BichtoDg  Dicht  ändern,  und  dass  diese  schief  zu  einander  stehen. 

Nach  des  Referenten  Ansicht  sind  Erörterungen,  wie  die 
oben  skizzirten,  wenn  ihre  Resultate  auch  nur  zum  Teil  neu 
sind,  nützlich.  Die  Ableitungen,  die  der  Verfasser  in  der  vorliegen- 
den Arbeit  giebt,  lassen  indessen  zu  wünschen  übrig.  Nament- 
lich ist  der  folgende  principielle  Irrtum  zu  rügen.  Bei  der 
Elementarbewegung  beschreibe  ein  Linienelement  den  Winkel 
Bdtj  und  es  seien  die  Projectionen  des  Winkels  edt  auf  die  Goor- 
dinatenebenen  resp.  ^dt,  idtj  xdt,  so  sollen  nach  des  Verfassers 
Ansicht  ^,  t,  x  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  des 
betrachteten  Linienelements  sein.  Das  ist  unrichtig;  es  müsste 
denn  mit  dem  Worte  Winkelgeschwindigkeit  etwas  anderes  ge- 
meint sein,  als  man  sonst  in  der  Mechanik  darunter  versteht, 
und  das  wieder  ist  nirgends  gesagt. 

In  einem  Schlussparagraphen  wird  die  Combination  einer 
rein  rotatorischen  Bewegung  der  ganzen  Flüssigkeit  mit  Poten- 
tialbewegung behandelt,  ohne  dass  sich  wesentlich  Neues  er- 
giebt.  Die  Einleitung  endlich  enthält  historische  Notizen  über  die 
Schriften,  in  denen  die  Elementarbewegung  einer  Flüssigkeit 
früher  erörtert  ist.  Wn. 

R.  TowNSEND.  On  a  property  in  the  theory  of  the 
irratational  strain  of  an  incompressible  lamina  in  the 
plane  of  its  mass.    Herrn.  1832. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:  Wenn  bei  einer  rotationslosen 
Bewegung  einer  ebenen  Flüssigkeitslamelle  in  ihrer  Ebene  die 
Stromlinien  und  ihre  Orthogonalen  für  die  Maximalverschiebung 
der  Molecüle  durch  die  Gleichungen 

r'*co8(n^)  =  a"     und    r**8in(n^)  =  6* 
dargestellt  werden,  so  sind  die  Gleichungen  der  entsprechenden 
Curven  für  die  grösste  Dilatation  von  der  Form: 

r*»cos  (y  *»*)  =  ö»*  u^d    r*"sin(— n^)  =  6K 

Csy.  (Wn.). 
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J.  J.  Thomson.      On    the    vibrations  of  a  vortex  ring, 
and  the  action  upon  each  other  of  two  vortices  in  a 

perfect  fluid.    Phil.  Trans.  CLXXIIL  493-521. 

Die  in  der  Arbeit  behandelten  Fragen  sind  folgende:  1)  Wenn 
der  Querschnitt  eines  Wirbelrings  klein  ist  gegen  seine  Oeffnang, 
so  werden  die  Schwingungen  untersucht,  welche  die  innere  Axe 
(d.  i.  die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Querschnitte)  ausführen 
kann,  falls  dieselbe  stets  nur  wenig  von  der  Ereisform  abweicht 
2)  Es  wird  nach  der  Wirkung  gefragt,  welche  zwei  derartige 
Wirbelringe  scheinbar  auf  einander  ausüben,  die  sich  so  bewegen, 
dass  sie  stets  um  ein  grosses  Vielfaches  ihres  Durchmessers  von 
einander  entfernt  bleiben.  Die  Flüssigkeit,  in  der  sich  die  Ringe 
befinden,  ist  dabei  als  incompressibel  und  reibungslos  angenom- 
men. Die  rein  kinematische  Methode,nach  der  beide  Fragen  behan- 
delt werden,  beruht  auf  dem  Satze,  dass,  wenn  r(xj  y,  s,  0  =  0 
die  Gleichung  einer  Fläche  ist,  welche  immer  dieselben  Flüssig- 
keitsteilchen enthält,  auch 

ist;  dabei  sind  u,  f?,  to  die  Geschwindigkeitscomponenten,  die 
Di£ferentialquotienten  aber  partielle.  Da  die  Oberfläche  eines 
Wirbelrings  stets  aus  denselben  Teilchen  bestehen  muss,  so  ist 
(A)  auch  die  Bedingung  dafür,  dass  r(x,y,2,l)  =  0  die  Gleichung 
der  Oberfläche  eines  Wirbelrings  ist.  Diese  Bedingung  in  Ver- 
bindung mit  den  bekannten  Ausdrücken  für  die  Rotationsge- 
schwindigkeit eines  Teilchens  genügt,  wie  der  Verfasser  zeigt, 
zur  vollständigen  Absolvirung  der  oben  genannten  Fragen.  Die- 
selben bilden  nur  ein  Beispiel  aus  einer  grossen  Zahl  von  Pro- 
blemen der  Wirbelbewegung,  die  alle  einer  rein  kinematischen 
Lösung  fähig  sind :  so  würde  u.  A.  eine  rein  kinematische  Gas- 
theorie (die  Gasmolecüle  als  Wirbel  gedacht)  sich  aufstellen  lassen, 
falls  man  nur  die  gegenseitigen  Wirkungen  der  Gasmolecüle, 
nicht  aber  ihre  Wirkungen  auf  das  das  Gas  enthaltende  Geföss 
in  Betracht  zieht.  Auch  das  Problem  der  Gastheorie,  die  Be- 
wegung zweier  Molecüle  nach  ihrem  Zusammenstoss  zu  finden, 
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mass  sich  durch  rein  kinematische  Betrachtungen  lösen  lassen, 
also  viel  einfacher,  als  in  der  gewöhnlichen  Gastheorie,  wo  das 
Problem  des  Zusammenstosses  ziemlich  complicirte  dynamische 
Betrachtungen  erfordert.  Solche  Folgerungen  lassen  erkennen, 
dass  die  Wirbeltheorie  einen  viel  fundamentaleren  Charakter  hat, 
als  die  gewöhnliche  Gastheorie,  nach  der  die  Atome  ans 
kleinen  Stücken  fester  Materien  bestehen. 

Cly.  (Wn.). 


A.  6.  Gbeenuill.  On  the  rotation  of  a  liquid  ellipsoid 
about  an  axis,  not  a  principal  axis,  bat  lying  in  a 
principal  plane.    Cambr,  Proc.  IV.  208-222. 

In  einer  früheren  Arbeit  (cf.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  719) 
hatte  der  Verfasser  behauptet,  es  schiene  nicht  möglich  zu  sein, 
dass  ein  flüssiges  Ellipsoid  um  eine  andere  Axe,  als  eine  Haupt- 
axe  rotire  und  dabei  eine  freie  Oberfläche  habe.  Inzwischen 
wurde  er  mit  der  Riemann'schen  Arbeit  über  die  Bewegung  eines 
flüssigen  homogenen  Ellipsoids  (Göttinger  Abhandl.  1861;  Rie- 
inann,  gesammelte  Werke,  p.  168)  bekannt,  in  der  gezeigt  ist, 
dass  man  eine  mögliche  Form  des  Gleichgewichts  erhält,  falls 
die  Rotationsaxe  in  einer  der  Hauptebenen  des  Ellipsoids  liegt. 
In  der  yorliegenden  Arbeit  nun  behandelt  der  Verfasser  die 
obige  Frage  von  Neuem,  wobei  er  den  umgekehrten  Weg  ein- 
schlägt wie  Lejeune-Dirichlet  und  Riemann.  Die  genannten  Auto- 
ren nehmen  von  vorne  herein  die  Existenz  von  Flächen  gleichen 
Druckes  an,  die  der  Ellipsoidfläche  ähnlich  sind,  und  sie  be- 
stimmen dann  diejenige  Bewegung  der  Flüssigkeit,  welche  mit 
der  Existenz  jener  Flächen  gleichen  Druckes  verträglich  ist. 
Umgekehlt  geht  Herr  Greenhill  hier  davon  aus,  dass  der  Flüssig- 
keit auf  irgend  eine  Weise  eine  gewisse  Bewegung  erteilt  ist, 
nod  untersucht  dann  den  in  einem  Punkte  stattfindenden  Druck 
f&r  den  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  von  starren  Wänden  einge- 
schlossen ist.  Daran  schliesst  sich  die  Erörterung  der  Bedingun« 
gen,  die  nötig  sind,  damit  an  der  Oberfläche  einer  ellipsoidiscb 
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begrenzten  Flüssigkeitsmasse    der  Druck    constant,    und   daher 
eine  freie  Oberfläche  dieser  Form  möglich  sei. 

Glr.  (Wn.). 


H.  Lamb.     On  the  forces  experienced  by  a  solid  moving 
in  an  infinite  mass  of  liquid.    Qoart.  J.  xix.  66-70 

Die  Gleichungen,  von  denen  die  Bewegung  eines  Körpers 
in  einer  Flüssigkeit  abhängt,  sind  von  Thomson  und  Kirchhuff 
so  abgeleitet,  dass  der  Körper  und  die  Flüssigkeit  als  ein  dynami- 
sches System  betrachtet  werden.  Die  eigentlichen  hydrodynami- 
schen Gleichungen  kommen  bei  dieser  Ableitung,  die  nur  da« 
Vorhandensein  eines  Geschwindigkeitspotentials  voraussetzt,  gar 
nicht  in  Betracht.  Ans  den  Thomson-KirchhofiTschen  Gleichungen 
ergeben  sich  nun,  wenn  man  dieselben  mit  den  Gleichungen  fQr 
die  Bewegung  eines  freien  Körpers  vergleicht,  die  auf  den  be- 
wegten Körper  von  der  umgebenden  Flüssigkeit  ausgedbten 
Druckkräfte.  Dieselben  sind  äquivalent  einer  Einzelkraft,  deren 
eine  Gomponente 

ist,  und  einem  Eräftepaar,  dessen  Moment  die  Componeo- 
ten  bat: 

/A        f  «*  /' ^'' ^  ,  «.  öJ"         BT  ,      BT  BT 

^'^       ^  =  -TA-Bf^''''^-"B^-^'-B^~'-BF^ 

und  zwei  andere  analoge.  Darin  sind  u^  v,  u>  die  linearen,  p,  9,  r 
die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers,  bezogen  auf  ein  im 
Körper  festes  Axensystem,  während  T  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit  darstellt.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  handelt  es 
sich  nun  darum,  diese  Kräfte,  statt  auf  dem  oben  angegebenen 
indirecten  Wege,  direct  aus  den  hydrodynamischen  Gleichungen 
abzuleiten.  Dies  geschieht  unter  Benutzung  mehrerer  Hülfsfor- 
meln,  die  sich  auf  ähnlichem  Wege  ergeben,  wie  der  Green'sche 
Satz.  Wn. 
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A.  SchOlke.     Die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in 
einer   incompressiblen   Flüssigkeit.     Hoppe  Arch.  LXVIII. 

113-150. 

Der  Verfasser  knüpft  an  die  bekannte  Arbeit  von  Kirchhoff 
über  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flüssigkeit, 
auf  die  keine  Kräfte  wirken,  an  (cfr.  F.  d.  M.  II.  1870.  731; 
Kirchboff,  Mechanik  p.  233-247).  Herr  Kirchboff  hatte  die  Lösung 
in  zwei  speciellen  Fällen  zu  Ende  geführt,  während  er  im  ^all- 
gemeinen Falle  die  Rechnung  nur  bis  zur  Aufstellung  der  ellipti- 
schen Integrale,  von  denen  das  Problem  abhängt,  durchgeführt 
hatte.  Der  allgemeine  Fall  war  dann  weiter  bebandelt  durch 
Kopeke  (cf.  F.  d.  M.  IX.  1877.  670),  der  alle  in  der  Kirchhoff*- 
schen  Lösung  vorkommenden  Grössen  durch  Thetafuuctionen  aus- 
drückte. In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  zunächst  dieselbe  fie- 
duction  auf  Thetafunctionen  auf  etwas  einfacherem  Wege  vorge- 
nommen. Die  Vereinfachung  gelingt  durch  kleine  Umformungen 
der  Kirchboff'schen  Formeln,  sowie  durch  passende  Verfügung 
Ober  die  Integrationsconstanten,  resp.  über  die  Anfangslage  der 
Axensysteme.  Endlich  wird  gezeigt,  wie  man,  auch  ohne  die 
elliptischen  Functionen  zu  benutzen,  durch  Discussion  der  trans- 
formirten  Kirchhoff'schen  Formeln  ein  deutliches  Bild  des  Be- 
wegungsvorgangs gewinnen  kann.  Namentlich  lässt  sich  die  Ge- 
stalt der  Gurve  bestimmen,  welche  die  Projection  des  Anfangs- 
punktes des  im  Körper  festen  Axensystems  auf  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  beschreibt;  und  daraus  ergiebt  sich  die 
Schraubenbewegung  jenes  Anfangspunktes,  sowie  die  Richtung  der 
Rotationsaxe.  Wn. 


De  St.-Venant.  Des  mouvements  qua  prennent  les 
diverses  parties  d'un  liquide  dans  Tintörieur  d'un  vase 
QU  1  dservoir  d'oti  il  s'^coule  par  un  orifice.  0.  R.  XCIV. 

904-909,  1004-1008.  1139-1144. 

Der  vorliegende  Aufsatz  knüpft  an  eine  im  Jahre  1870  ver- 
öffentlichte Arbeit  von  Boussinesq  an  (cf.  F.  d.M.  IL  1870. 738-741), 
in  der  gezeigt   war,    dass    der  Bewegungszustaud  einer  durch 
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eine   Oeffnung  in   dQDner  Wand   ausfliesaenden  Flüssigkeit  be 
stimmt  ist  durch  das  Gescbwindigkeitspotential 


1  /•  +  =»      /•  +  »  ^(S)l 

^"""2^  J        J        i/s'+fa-- 


—  00  —00 


A'+C^-öH(y-i?)' 


Dabei  ist  rr,  y, «  der  Punkt,  auf  den  sich  das  Geschwindigkeit«- 
Potential  bezieht,  die  Ebene  der  Oeffnnug  ist  ^  =  0,  und  ¥(^^r(\  ver- 
schwindet für  alle  Punkte  ausserhalb  der  Oeffnung.  Den  obigen  Aus- 
druck kann  man  auffassen  als  das  Potential  der  Newton'schen 
Attraction,  welche  auf  die  im  Punkte  o;,  y,  s  befindliche  Massen- 
einheit  der  Flüssigkeit  ausgeübt  wird  durch  eine  dünne  materielle, 
über  die  Fläche  der  Oeffnung  ausgebreitete  Schicht    Für  Punkte 
in  grösserer  Entfernung  von  der  Oeffnung  kann  man  nun,  wenn 
die  Oeffnung  klein  ist,  näherungs weise  die  Anziehung  der  Schiebt 
ersetzen  durch   die  ihres  Schwerpunktes.    Bei  dieser  Näherung 
ist  daher  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  der  Flüssigkeit  um- 
gekehrt proportional   dem   Quadrat  seines   Abstandes   von  der 
Mitte  der  Oeffnung   und   nach  dieser  Mitte  hingerichtet.    Diese 
Bemerkung  führt  unmittelbar  zu  einer  graphischen  Gonstruction 
der  Curven,  in  welche   sich   eine   ursprünglich  der  Ebene  der 
Oeffnung  parallele   Gerade   allmälich   deformirt.     Man   braucht 
nur  um  die  Mitte  der  Oeffnung  eine  Halbkugel,  die  die  Fläche 
der  Oeffnung  zur  Basis  hat,  zu  beschreiben,  das  Volumen  der- 
selben durch  concentrische  Kugeln  in  gleiche  Teile  zu  teilen  und 
zu  beachten,   dass  jedes  Teilchen   auf  demselben  Eugelradius 
bleibt  und  in  jedem  Zeitintervall  von  einer  Eugelfläche  bis  zur 
nächsten  gelangt.    Im  Anschluss  an  die  graphische  GonstructioD 
wird   auch   die  Gleichung  jener  Curve  aufgestellt  und  discutirt 
Diese  Betrachtungen,  welche  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in 
sehr  weiten  Gefässen,  und  zwar  nur  in  Punkten,  die  von  deo 
Wänden  entfernt  sind,  angenähert  ergeben,  lassen  sich  auch  auf 
den  Fall  ausdehnen,  dass  die  Flüssigkeit  seitlich  durch  Wände 
begrenzt   ist,    welche   auf  der   Ebene   der   Oeffnung    senkrecht 
stehen  und  dieser  Oeffnung  nahe  liegen.    Man  hat  dann  nur  die 
Grundfläche  unbegrenzt   zu  nehmen  und  zu  der  einen  wirklich 
vorhandenen  Oeffnung   andere  hinzuzufügen.      Letztere  mflsseu 
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eioe  derartige  Lage  haben,  dass,  wenn  man  alle  Oeffnungen  als 
anziehende  Centra  betrachtet,  die  zu  den  ursprünglich  vorhande- 
nen Wänden  senkrechten  Anziehungscomponenten  verschwinden. 
Somit  sind  die  obigen  Betrachtungen  nur  dahin  zu  modificiren, 
dass  an  Stelle  eines  anziehenden  Gentrums  deren  unendlich  viele 
treten.  Für  die  Praxis  genügt  es,  nur  einige  dieser  Centra,  die 
der  ursprünglichen  Oeffnung  zunächst  liegen,  in's  Auge  zu  fassen. 

Wn. 


J.  BoüssiNESQ.  Integration  de  certaines  ^quations  aux 
d^riv^es  partielles^  par  le  moyen  d'int^grales  d^finies 

contenant  sous  le  signe  /  le  produit  de  deux  fonetions 

arbitraires.    c.  R.  XCIV.  33-36. 

J.  BoussiNESQ.  l^quations  diff^rentielles  du  mouvement 
des  ondes  produites  k  la  surface  d'un  liquide  par 
l'ömersion  d'un  solide.    C.  R.  XCIV.  71-74. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  les  ondes  que  fait  nattre,  dans  l'eau 
en  repos  d'un  eanal,  l'^mersion  d'un  cylindre  solide, 
plong6  en  travers  dans  ce  eanal.    c.  R.  XOIV.  127-130. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  les  ondes  produites  par  I'^mersion 
d'un  solide  k  la  surface  d'une  eau  tranquille,  quand 
il  y  a  lieu  de  tenir  compte  de  deux  coordonn^es  hori- 
zontales.   C.  R.  XCIV.  1505-1508. 

Das  bestimmte  Integral 

0)       ,  =  /,(.T^),^(-|l)*. 

genflgt  der  linearen  partiellen  DiiFerentialgleicfaung 
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falls  xf)(z)  ein  Integral  der  gewöhnlicheD  Differentialgleichung 

ist,  während  f  eine  willkürliche  Function  ist  Das  Resultat  wird 
zunächst  auf  zwei  bekannte  Probleme  angewandt,  nämlich  auf 
die  Ermittelung  des  Wärmezustandes  eines  unendlich  langen 
Stabes,  der  an  seinem  einen,  im  Endlichen  liegenden  Ende  er- 
wärmt wird,  sowie  auf  die  Bestimmung  der  in  einem  solchen 
Stabe  sich  fortpflanzenden  transversalen  Wellen. 

Die  Hauptanwendung  bezieht  sich  auf  solche  Wellenbewegun- 
gen einer  schweren  Flüssigkeit,  wie  sie  durch  das  plötzliche 
Herausziehen  eines  vorher  in  die  Flüssigkeit  getauchten  Körpers 
entstehen.  Die  Wellenbewegungen  einer  schweren  Flüssigkeit 
hängen  bekanntlich  von  folgenden  Gleichungen  ab,  in  denen  9 
das  Geschwindigkeitspotential  bezeichnet,  während  die  Ebene  z  =  0 
mit  der  ursprünglichen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zusammenfällt, 
und  die  positive  x-Axe  die  Richtung  der  Schwere  hat: 

wozu  noch  eine  Bedingungsgleichung  für  etwaige  feste  Grenz- 
wände kommt.  Für  die  hier  in  Rede  stehende  Bewegung  wird 
nun  die  Annahme  gemacht,  dass 

für  (  =  <x)  und  für  r  =  |V+y*-f-»*  =  00 
die  sämmtlichen  Geschwindigkeitscomponenten  verschwinden. 
Dann  ergiebt  sich,  dass  der  oben  mit  t  bezeichnete  Ausdruck 
nicht  nur  für  s  =  0,  sondern  überall  im  Innern  der  Flüssigkeit 
verschwindet.  An  Stelle  dieser  Gleichung  setzt  der  Verfasser 
weiter  die  folgende,  welche  auf  dasselbe  hinauskommt: 

^-^  +  —-  =  0  und  IT  =  0  für  I  =  0. 

Wählt  man  jetzt  noch  die  Zeiteinheit  so,  dass  g  =  1  wird,  and 
nimmt  9  von  y  unabhängig  an,  so  sind  die  Gleichungen,  tod 
denen  das  Problem  abhängt,  folgende: 

dt'    ^    dx'    ~    '     dx'    ^     dz'     "  ^' 
-^ ^  =  0  für  /  =  0,     qp  =  0  für  r  =  oc    oder   /  =  oc, 
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wozu  noch  zwei  AnfaDgsbedingungen  kommen.  Ist  im  Anfang 
nur  eine  Verrückung,  aber  keine  Geschwindigkeit  vorhanden,  ist 
also 

80  wird  die  Lösung  folgende: 

wo 

ipiy)  =  /       sin(y  —  m')diii, 
u 

ferner 

fC^.^)  =  -  --^^  ./  Tf^i — 

—  00 

ist    Hierin  stellt  ¥{x)  die  anfängliche  VerrUckung  der  Oberfläche, 

d.  b.  den  Wert  von ^  für  /  ==  0,  a  =  0  dar.    Die  Wellen- 

ät 

höhe  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  zur  Zeit  /  wird 

eine  Formel,  die  ftlr  grosse  Werte  von  x  in  eine  von  Gauchy 
auf  viel  umständlicherem  Wege  abgeleitete  Formel  übergeht 
(Savants  ^trangers  I.  186).  Nachdem  diese  Formel  eine  einfache 
Dentang  erfahren,  sodann  kurz  angedeutet  ist,  wie  sich  die  Re- 
sultate gestalten,  wenn  im  Anfang  nur  Geschwindigkeiten,  aber 
keine  Verrückungen  vorhanden  sind,  zeigt  der  Verfasser  zum 
Scbluss,  dass  sich  die  obige  Lösung  auch  auf  den  Fall  aus- 
dehnen lässt,  wo  qp  ausserdem  noch  von  der  Goordinate  y  ab- 
häügt.  In  Bezug  auf  die  für  diesen  allgemeineren  Fall  abge- 
leiteten Resultate  müssen  wir  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen. 

Wn. 
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A.  6.  Grebnhill.      On  the  flow   of  viscous   liquid  in  a 
pipe  or  Channel.    Lond.,  m.  s.  Proc.  xill.  43-46. 

Das  Problem  der  Bewegung  einer  schweren,  reibenden  Flügsig- 
keit  in  einer  Röhre  hängt  von  genau  denselben  Gleichungen  ab, 
wie  das  der  Bewegung  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  in  einem 
Gylinder,  dessen  Querschnitt  dem  der  Röhre  gleich  ist,  falls  der 
Gylinder  um  eine  zu  seinen  Erzeugenden  parallele  Axe  rotirt. 
Die  Gleichungen  sind  in  beiden  Fällen 

während  an  der  Grenzfläche  ti  =  0  ist.  Dabei  ist  u  fttr  das  erste 
Problem  die  Geschwindigkeitscomponente  parallel  der  Röhren- 
axe  07,  M  eine  von  der  Druckdifferenz,  der  Röhrenlänge,  der 
Dichtigkeit  und  dem  Reibungscoefficienten  abhängige  Constante, 
während  fflr  das  zweite  Problem  u  gleich  der  Strömungsfunction 

vermindert  um  —  Ä(y'+a')  ist,  unter  —M  die  Rotationsgeschwin- 

digkeit  des  Cylinders  verstanden.  Diese  Gleichungen  werden  nun 
angewandt  auf  die  Fälle,  wo  der  Querschnitt  der  Röhre  ein  Kreis, 
eine  Ellipse,  ein  gleichseitiges  Dreieck,  ein  Kreisausschnitt,  ein 
Rechteck,  endlich  von  zwei  Hyperbeln  begrenzt  ist.  Zum  Schluss 
wird  für  das  erste  Problem  die  Ausflussmenge  berechnet. 

Der  Verfasser  bemerkt  selbst,  dass  fast  alle  von  ihm  ab- 
geleiteten Resultate  schon  von  Graetz  gefunden  seien  (cf.  F. d.M. 
XII.  1880.  704-707),  der  aber  nur  das  erste  der  beiden  oben  ge- 
nannten Probleme  behandelt  hat,  auf  das  Problem  in  der  zweiten 
Fassung  dagegen  nicht  eingegangen  ist.  Wn. 


M.  Makgules.      Ueber  die   Bestimmung    des  Reibungs- 
und  Gleitungscoefficienten    aus    ebenen   Bewegungen 

einer  Flüssigkeit.     Wien.  Ber.  LXXXIII.  588-606.  (1881). 

M.    Margules.       Die    Rotationssebwingungen    flüssiger 

Gylinder.    Wien.  Ber.  LXXXV.  343-368. 

Es  handelt   sich   in   beiden  Aufsätzen   um  die  Bestimmung 
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einer  ebenen  Bewegung  einer  incompressibien  reibenden  Flüssig- 
keit unter  den  folgenden  Bedingungen.  Die  Flüssigkeit  ist  von 
zwei  coaxialen  Cylindern  begrenzt,  die  um  ibre  Axe  gegebene 
einfache  Schwingungen  mit  abnehmender  Amplitude  ausführen, 
und  zwar  haftet  die  Flüssigkeit  an  den  Cylinderwänden.  In 
allen  zur  Cylinderaxe  senkrechten  Ebenen  sind  ferner  die  Be- 
wegungen congruent;  auch  sind  dieselben  allein  vom  Abstand  q 
von  der  Cylinderaxe  abhängig.  Aeussere  Kräfte  wirken  auf  die 
Flüssigkeit  nicht.  Die  Geschwindigkeitscomponenten  der  ebenen 
Bewegung  sind  dann 

U  ^ 

Q  Q 

Für  die  Function  g>  folgt  aus  den  hydrodynamischen  Gleichungen 

die  Differentialgleichung 

worin  k  der  Coefficient  der  inneren  Reibung  ist.  Diese  Gleichung 
wird  auf  bekannte  Art  mit  Hülfe  der  Besserschen  Functionen 
von  der  Ordnung  1  integrirt,  und  zwar  kommt  hier  nur  die  Summe 
zweier  particulärer  Integrale  in  Frage  von  der  Form 

V  =  e--^^\CJ,iQ]/ä)  +  DY,{e]/a)\. 
Dieser  Ausdruck,  in  dem  die  Constanten  C,  Z>,  a  complexe  Grössen 
sind,  wird,  unter  Benutzung  der  bekannten  Reihen  für  die  Bessel- 
sehen  Functionen  erster  und  zweiter  Art,  in  einen  reellen  und 
einen,  imaginären  Teil  zerlegt  und  dadurch  gezeigt,  dass  die 
willkürlichen  Constanten  aus  den  Grenzbedingungen  bestimmt 
werden  können.  Sodann  wendet  der  Verfasser  die  allgemeinen 
Formeln  zur  numerischen  Berechnung  und  Discussion  folgender 
specieller  Fälle  an:  1)  Der  innere  der  beiden  coaxialen  Cylinder 
fällt  fort,  der  äussere  bewegt  sich  a)  mit  constanter  Ampli- 
tude, b)  SO;  dass  das  logarithmische  Decrement  der  Amplitude 
=  2fi  ist.  2)  Der  äussere  Cylinder  ruht,  nur  der  innere  bewegt 
sich.  3)  Beide  Cylinder  sind  starr  verbunden.  Zum  Schluss 
zeigt  der  Verfasser,  wie  man  auch  die  semiconvergenten  Reihen 
der  Besserschen  Functionen  für  das  obige  Problem  benutzen 
kann.     Dadurch  lässt  sich  allgemein  beweisen,  was  vorher  nur 

FortMbr.  d.  Math.  XIV.  8.  qQ 
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an  Beispielen  hervortrat,  dass  sich  die  Wellenlängen  einfacher 
Schwingungen  mit  wachsendem  Radius  festen  Grenzen  nähero^ 
und  dass  die  Grenze  mit  wachsendem  Decrement  der  Amplitude 
abnimmt. 

Dies  der  Inhalt  der  zweiten  Arbeit.  Die  erste  behandelt 
nach  derselben  Methode  die  Flüssigkeitsbewegung  innerhalb  eines 
Cylinders  und  zeigt  zugleich,  dass  keine  wesentliche  Aenderung 
der  Schlussformeln  eintritt,  wenn  die  Flüssigkeit  an  der  festen 
Wand  gleitet,  statt  dort  fest  zu  haften.  Ferner  wird  hier  die 
stationäre  Bewegung  der  Flüssigkeit  behandelt,  die  entsteht, 
wenn  der  äussere  Cylinder  ruht,  der  innere  mit  constanter  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  gemeinsame  Axe  rotirt.  Wn. 


M.  Margüles.     Ueber  die  Bewegung  zäher  Flüssigkeiten 
und  über  Bewegungsfiguren.    Wien.  Ber.  LXXXIV.  I88I. 

Der  Verfasser  entwickelt  aus  den  hydrodynamischen  Glei- 
chungen für  reibende  incompressible  Flüssigkeiten  einige  allge- 
meine Sätze,  die  sich  auf  stationäre  Bewegungen  bezieben,  und  von 
denen  die  folgenden  hier  Platz  finden  mögen:  I)  In  einem  ruhen- 
den geschlossenen  Gefässe  kann  (bei  eindeutigem  Kräftepotential) 
keine  stationäre  Bewegung  der  Flüssigkeit  stattfinden.  2)  Die 
Summe  der  auf  irgend  eine  Axe  bezogenen  Drehungsmomente, 
welche  auf  die  statiooär  bewegte  Flüssigkeit  in  einer  geschlosse- 
nen Stromfläche  (d.  i.  einer  solchen,  in  welcher  die  Geschwindig- 
keit normal  zur  Fläche  überall  null  ist)  ausgeübt  werden  von 
den  äusseren  Kräften  und  den  gesammten  Druckkräften,  ist  null. 
Ausserdem  wird  für  eine  beliebige  Bewegung  einer  reibenden 
Flüssigkeit  ein  Ausdruck  für  denjenigen  Teil  der  lebendigen 
Kraft  entwickelt,  welcher  durch  die  Reibung  in  eine  andere 
Form  der  Energie  verwandelt  wird.  Wn. 


L.  Grossmann.     Ueber  die  Bestimmung  der  inneren  ßei- 
buugsconstanten  von  Gasen  und  Flüssigkeiten  mittels 

schwingender   Scheiben.     WiedemanD  Ann.  XYI    619*033. 
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Auszug  aus  des  Verfassers  Inaugural-DisBertatioii  (Breslau 
1880),  eine  wesentlich  experimentelle  Arbeit  Der  Verfasser 
zeigt,  dass  die  Formeln,  welche  0.  E.  Meyer  für  die  Coulomb*- 
sche  Methode  entwickelt  hat,  und  die,  welche  Maxwell  gegeben 
bat,  zu  grosse  Werte  liefern  müssen.  Ausserdem  stellt  er  For- 
meln auf,  die  sicher  untere  Grenzen  geben.  Diese  Grenzen 
liegen  den  wahren  Werten  ziemlich  nahe.  „Die  einfachste  Me- 
thode, die  von  Coulomb,  soll  dadurch  wieder  zu  Ehren  gebracht 
werden,  indem  sie  den  wahren  Wert  der  inneren  Reibungscon- 
stante  ziemlich  genau  (vielleicht  mittels  eines  Reductionsfactors 
ganz  genau)  berechnen  lässt;  einen  bei  Weitem  sichereren  Auf- 
sehluss  Über  diese  Grösse  wird  aber  die  Methode  von  Maxwell 
geben,  indem  die  Grenzen  hier  viel  enger  zu  ziehen  sind.  Da- 
gegen  muss  es  bei  der  Methode  der  Transpiration  vorläufig  un- 
entschieden bleiben,  ob  die  gefundenen  Zahlenresultate  zu  gross 
oder  zu  klein  ausfallen. '^  Rs. 


Th.  S.  Schmidt.     Theoretische  und  experimentelle  Unter- 
suchungen über  innere  Reibung  von  Flüssigkeiten. 

DisB.  Breslau.     Kohler. 

Th.  S.  Schmidt.     Bestimmung  der  Reibung  von  Flüssig- 
keiten nach  der  Methode  von  Maxwell.   Wiedemann  Ann. 

XVI.  633-6t)0. 

Die  zweite  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  ein  Abdruck  der  ersten. 
Der  Verfasser  hat  die  Arbeit  des  Herrn  L.  Grossmann  fortgesetzt. 
0.  E.  Meyer  liess  die  Methode,  welche  Maxwell  zur  Bestimmung  der 
Reibung  in  Gasen  angegeben  hatte,  auf  Flüssigkeiten  anwenden. 
Der  Boden  des  Gefässes,  in  welchem  die  Flüssigkeit  enthalten  ist, 
bildet  die  feste  Scheibe.  Der  Gefässboden  und  die  bewegliche 
Scheibe  werden  parallel  und  horizontal  vorausgesetzt.  Der  Draht, 
ao  welchem  die  Scheibe  hängt,  soll  Axe  der  Scheibe  und  des 
Gefftsses  sein.  Die  Scheibe  berührt  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit. Die  Temperatur  der  Flüssigkeit  soll  während  des  Versuches 
constant  sein,  was  bei  des  Verfassers  Experimenten  nicht  erfüllt 

50* 
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war.  Der  Apparat  muss  gestatten,  die  Entfernung  von  Scheibe 
und  Gefftsftboden  bequem  und  scharf  zu  messen.  Alle  der 
Scheibenfläche  und  dem  Gefässboden  parallele  FlUssigkeitsschich- 
ten  bewegen  sich  wie  compacte  Scheiben.  Unter  diesen  Bedin- 
gungen führt  der  Verfasser  analoge  Rechnungen  fQr  die  Max- 
weirsche  Methode  durch,  wie  0.  E.  Meyer  für  die  Coulomb'sche 
Methode  gegeben  hat.  Bei  der  Untersuchung,  wie  sich  das 
logarithmische  Decrement  mit  der  Entfernung  der  Scheibe  vom 
Gefässboden  ändert,  ergiebt  sich,  dass  /  mit  wachsender  Entfer- 
nung nicht  fortwährend  abnimmt,  sondern  abwechselnd  Maxima 
und  Minima  besitzt,  „welche  aber  bei  einigermassen  bedeutenden 
Entfernungen  in  einander  ttbergehen.'  Mittels  der  MaxweU'scheD 
Methode  kann  man  nicht  allein  die  Reibung  der  Flüssigkeiten, 
sondern  auch  den  Einfluss  der  Oberfläche  von  Flüssigkeiten  be- 
stimmen; denn  die  Methode  gestattet,  „denjenigen  Teil  des  loga- 
rithmischen Decrementes  zu  berechnen,  welcher  allein  von  dem 
Einflüsse  der  Oberfläche  herrührt,  und  setzt  uns  also  in  ausge- 
zeichneter Weise  in  den  Stand,  für  verschiedene  Flüssigkeiten  die 
an  der  Oberfläche  stattfindenden  Verhältnisse  zu  studiren.  In  die 
Theorie  selbst  konnte  freilich  der  Einfluss  der  Oberfläche  nicht 
aufgenommen  werden,  schon  aus  dem  Grunde  nicht,  weil  die 
Abhängigkeit  der  Bewegung  der  Flttssigkeitsriuge  vom  Radius 
nicht  näher  untersucht  wurde.^  Rs. 


G.  J.  Michaelis.      Ovar    bewegingen    van    vloeistoffen 
onder  den   invloed  der  wrijving.    Nieuw  Arch.  Vlll.  57-74; 

Arch.  N6erl.  XVII.  1-22. 

Wie  aus  dem  Titel  ersichtlich,  behandelt  diese  Arbeit  die  Be- 
wegungen von  Flüssigkeiten  unter  dem  Einfluss  der  Reibung.  Der 
Verfasser  schliesst  sich  den  Untersuchungen  von  Helmholtz,  Thom- 
son, Bobylew,  Bresse,  Boussinesq  über  die  Wirbelbewegungen 
an.  Zuerst  werden  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Be- 
wegung unter  Berücksichtigung  der  inneren  Reibung  aufgestellt 
und  daraus  gezeigt,  wie  Wirbelbewegungen  durch  die  Aendemog 
der  Dichtigkeit  entstehen,  wenn  hierbei  der  Einfluss  der  Reibang 
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um  80  grösser  ist,  je  kleiner  die  Dichtigkeit  ist.  Auch  wird  daraus 
die  Verminderung  berechnet,  welche  die  lebendige  Kraft  der 
Wirbelbewegungen  durch  eine  Reibung  erfährt. 

Weiter  wird  angenommen,  dass  die  Flüssigkeit  unzusammen- 
drückbar  ist  und  sich  bis  in  das  Unendliche  an  der  einen  Seite 
einer  ebenen  Fläche  erstreckt.  Ohne  Reibung  bleibt  die  Wirbel- 
bewegung in  der  Grenzebene,  mit  Reibung  pflanzt  sie  sich  durch 
die  ganze  Flüssigkeit  fort;  die  Geschwindigkeit  dieser  Fortpflan- 
zung wird  berechnet  und  die  Uebereinstimmung  mit  den  Unter- 
suchungen von  Zöppritz  (Wiedemann  Ann.  III.  596,  s.  F.  d.  M.  X. 
1878.  p.  649)  gezeigt.  Darauf  kommt  der  Verfasser  auf  die  be- 
kannte Frage  nach  der  Bewegung  eines  Umdrehungsellipsoids  in 
einer  Flüssigkeit,  doch  jetzt  mit  Berücksichtigung  der  Reibung 
nnd  anter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Bewegungen  sehr  klein 
und  stationär  sind.  Geht  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  über,  so 
wird  die  Berechnung  der  Widerstände  und  Strombahnen  sehr  ein- 
fach. Ist  aber  die  Bewegung  nicht  stationär,  so  gelangt  man 
beim  Ellipsoid  auf  eine  sehr  complicirte  Differentialgleichung. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Geschwindigkeiten  endliche 
Werte  haben,  ist  die  Auflösung  mit  Berücksichtigung  der  Reibung 
untunlich.  G. 


H.  Lamb.     Od  the  oscillations  of  a  viscous  spheroid. 

LoDd.,  M.  S.  Proc.  XIII.  51-66. 

Die  hydrodynamischen  Gleichungen  für  incompressible  rei- 
bende Flüssigkeiten  werden  hier  angewendet  zur  Bestimmung  der 
kleinen  Schwingungen,  welche  eine  nahezu  kugelförmige  Flüssig- 
keitsmasse vollführen  kann,  falls  auf  dieselben  keine  andern 
Kräfte  wirken,  als  die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Teile. 
Ist  V  das  Potential  dieser  Anziehung,  p  der  Druck,  q  die  Dichtig- 
keit, 74  der  Reibungscoefficient,  und  setzt  man 

Q 
oimmt  ferner  an,  dass  w  sowohl,  als  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  ti,  o,  to  von  der  Form  sind  e""*  multiplicirt  mit  einem  von 
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I  unabhängigen  Factor,  so  wird 

80  dass  GJ  unmittelbar  in  eine  nach  Kugelfunctionen  fortschrei- 
tende Reihe  entwickelt  werden  kann.  Jede  der  Geschwindigkeits- 
componenten*  nimmt  die  Form  an 

wobei  fij  sowohl  als  u^  der  Gleichung  genügen: 

(A)        v'«  +  -^«  =  0. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Lösung  der  Gleichung  (A),  zu  der 
noch  zwei  analoge  Gleichungen  für  die  beiden  andern  Corapo- 
nenten  hinzukommen,  die  Continuitätsgleichung,  so  ergeben  sich, 
wie  durch  eine  längere  Entwickelung  begründet  wird,  die  beiden 
Lösungen: 


öa  dy    r 

Darin  ist  Xn  eine  räumliche  harmonische  Kugelfunction ,    T«  eioe 
Kugelflächenfunction  n^'  Ordnung,   während  tpn  eine  Besserscbe 

Function  mit  dem  Index  n-f -ö~  ^^^j   °^eh  der  bei  uns  üblichen 

Bezeichnung  wird 


ferner  ist  r  =  |/j;'+y'+*'  und  a  der  mittlere  Radius  der  nahezu 
kugelförmigen  Masse.  Die  obigen  Summen  sind  über  alle  ganzen 
Zahlen  n  auszudehnen. 

Die  Lösung  von  der  Form  tij  stellt  nicht-radiale  Schwin- 
gungen dar.  Die  Bestimmung  der  Grösse  a  mit  Hülfe  der  Ober- 
fiäcbenbedingungen  (diese  sind  dadurch  gegeben,  dass  auf  die 
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Oberfläche,   deren  Gleichung  r  =  a-\-2Sn  ist,  wobei  S«  wieder 
eine  Kugelflächenfanction  darstellt,   ein  constanter  Druck  in  der 
Richtung  des  Kugelradius  ausgeübt  wird)  ergiebt  sich  dann  aus 
einer  bekannten  transcendenten  Gleichung.    Schwieriger  wird  die 
Bestimmung  von  a  fttr  die  Lösung  von  der  Form  u,.     Die  hier 
auftretende  transcendente  Gleichung  kann  nur  fitr  den  Fall,  dass 
die  Reibung   sehr  gross   oder   sehr  klein  ist,  annähernd  gelöst 
werden.     Die  sich  ergebenden  Näherungswerte  stimmen  im  ersten 
Fall  mit  den  von  Darwin,  im  zweiten  mit  den  von  Thomson  ge- 
fundenen Resultaten  ttberein.    Einige  Bemerkungen  über  die  Dauer 
der  Periode  der  untersuchten  Schwingungen,  sowie  Über  die  da- 
bei auftretenden  Wirbelbewegungen,  endlich  eine  Verification  der 
durch  Reihenentwickelung  abgeleiteten  Resultate  mit  Hülfe   der 
Zerstreuungs- Function  (dissipation  function)  bilden   den  Schluss 
der  Arbeit.     Die  obigen  Entwickelungen  finden,   wie  der  Ver- 
fasser  bemerkt,    auch    auf   andere  Probleme   eine  Anwendung, 
z.  B.  auf  die  Schwingungen  einer  Flüssigkeitskugel,  falls  nur  die 
Oberflächenspannung  wirkt.  Wn. 


A.  Oberbeck,     üeber  die  Bewegungen  der  Luft  an  der 

Erdoberfläche.     Wiedemano  Ann.  (2)  XYII.  128-148. 

Die  vorliegende  Arbeit  geht  von  derselben  Annahme  aus, 
die  schon  Guldberg  und  Mohn  (cf.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  617,  XII. 
1880.  709)  ihren  Untersuchungen  zu  Grunde  gelegt  haben.  Die- 
selben bestehen  darin,  dass  man  die  Luft  als  eine  incompressible 
Flüssigkeit  ansieht,  während  von  äusseren  Kräftto  nur  ein  der 
Geschwindigkeit  proportionaler  Widerstand  wirkt.  Das  in  Be- 
tracht kommende  Stück  der  rotirenden  Erdoberfläche  wird  dabei 
als  eben,  für  die  geographische  Breite  wird  ein  Mittelwert  an- 
genommen. Die  Betrachtung  wird  auf  horizontale  Strömungen 
beschränkt;  es  wird  daher  die  verticale  Geschwindigkeitscompo- 
nente  u>  für  einen  Teil  des  in  Betracht  kommenden  Gebiets  gleich 
Null  gesetzt,  während  für  einen  andern  Teil  w  =  ez  (c  constant) 
angenommen  wird.  Für  die  horizontalen  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  ti,  e   gelten    nun    die    allgemeinen   hydrodynamischen 
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Gleichungen  (ohne  Reibung),,  nachdem  darin  der  oben  genannte 
Widerstand  und  der  Einflugg  der  Erdrotation  an  Stelle  der  äusse- 
ren Kräfte  eingeführt  ist.  Aus  diesen  Gleichungen  werden  zu- 
nächst durch  einfache  Umformungen  einige  Folgerungen  gezogen, 
während   die  Hauptanwendungen    derselben   die   stationäre  Be- 

wegung  der  Luft  f-p—  =  0,  -^  =  Oj  betreffen.  Den  Gleichun- 
gen der  stationären  Bewegungen  kann  man,  wie  bekannt,  ge- 
nügen, wenn  man 

,,.  dg)    ,    dW  dq>        dW 

setzt.  Betrachtet  man  zunächst  das  Gebiet  reiner  Uorizontal- 
bewegung  (ir  =  0),  so  ist  dort 

Für  (p  nimmt  der  Verfasser  nun  die  allgemeine  Lösung  der  letzt- 
genannten Gleichung,  während  von  der  entsprechenden  Gleichung 
ftlr  W  nur  ein  particuläres  Integral 

(3)   w'=-4^ 

in  Betracht  gezogen  wird.  Dabei  ist  il  =  2<t  sin/?,  a  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erde,  ß  die  geographische  Breite,  k  der 
constante  Factor  im  Ausdruck  für  den  Widerstand.  Fttr  dasjenige 
Gebiet,  über  dem  ein  verticaler  Luftstrom  aufsteigt,  wo  also 
tp  ==  cz,  daher  Jq^  =  —  c  ist,  lässt  sich  eine  der  obigen  parti- 
culären  Lösung  analoge  für  W  aufstellen,  nämlich 

(3a)      W^--±^^. 

Wendet  man  indessen  diese  particuläre  Lösung  auf  die  Grenze 
beider  Gebiete  an  (was  für  den  Fall,  wo  die  Grenze  beider  Ge- 
biete ein  Kreis  ist,  schon  von  Mohn  und  Guldberg  gemacht 
ist),  so  ergiebt  sich,  dass  dort  die  Geschwindigkeit  sowohl 
nach  Grösse  als  Richtung  plötzliche  Veränderungen  von  endlicher 
Grösse  erleidet.  Diese  unzulässige  Folgerung  zeigt,  dass  die 
gefundene   particuläre  Lösung  (3a)   für  W  nicht  ausreicht   zur 
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Lösung  des  gestellten  Problems.  Die  weitere  Behandlung  in- 
dessen wird  nicht  mehr  allgemein  durchgeführt,  sondern  nur  unter 
der  Annahme,  dass  das  Gebiet  to  =  cz  das  Innere  eines  Kreises 
Tom  Radius  R  einnimmt,  während  das  Gebiet  tr  =  0  ausserhalb 
dieses  Kreises  liegt;  ferner  wird  g>  und  W  als  nur  vom  Abstand  r 
vom  Mittelpunkte  abhängig  angenommen.  Die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen für  q>  und  W  gehen  dann  in  gewöhnliche 
Differentialgleichungen  über,  die  sich  unmittelbar  integriren  lassen, 
und  durch  passende  Wahl  der  Integrationsconstanten  lässt  sich 
den  Continuitätsbedingungen  gentigen.  Die  so  gefundene  parti- 
cnläre  Lösung  ist  jedoch  den  Beschränkungen  k>c  und  oO 
unterworfen.  Nachdem  die  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeit 
und  den  Druck  weiter  discutirt  sind,  schliesst  der  Verfasser  mit 
einer  Anwendung  seiner  Formeln  auf  ein  Zahlenbeispiel.  Den 
Fall  eines  absteigenden  Luftstroms  (c  negativ)  hat  der  Verfasser 
nicht  erledigt.  Eine  Bemerkung  über  die  dabei  sich  darbietende 
Schwierigkeit  trifft  nach  des  Referenten  Ansicht  nicht  das  Wesen 
der  Sache.  Der  Grund  liegt  vielmehr  darin,  dass  in  diesem  Falle 
das  particuläre  Integral  (3)  für  das  äussere  Gebiet  nicht  mehr 
ausreicht  Wn. 


Sprung.    Zur  Theorie  atmosphärischer  Wirbel.    Hamb.  Mitt. 

No  2;  27-31. 

Im  ersten  Teile  wird  die  Beschleunigung  der  relativen  Be- 
wegung eines  schweren  Punktes  auf  der  rotirenden  Erdoberfläche 
bestimmt.  Die  Ableitung  des  bekannten  Ausdrucks  für  diese 
Beschleunigung  ist  weder  besonders  elegant,  noch  streng.  Mit 
Hülfe  des  gefundenen  Ausdrucks  werden  dann  die  Differential- 
gleichungen für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der 
Erdoberfläche  aufgestellt,  auf  den  eine  Centralkraft  wirkt,  wäh- 
rend derselbe  zugleich  einen  Beibuogswiderstand  proportional  der 
Geschwindigkeit  erleidet.  Diese  Gleichungen  werden  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  geographische  Breite  constant  ist,  auf 
Polarcoordinaten  transformirt  und  der  dadurch  gewonnene  Aus- 
druck fUr  die  Grösse  der  Centralkraft  discutirt  Wn. 
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G.  Schmidt.  Analogien  zwischen  elektrischen  und  Wasser- 
ströraen,  calorischer  und  elektrischer  Kraftübertragung. 

Wien  Ber.  LXXXVI.  194-205;  Wien.  Anz.  1882.  136-137. 

Als  Analogon  eines  elektrischen  Generators  betrachtet  der 
Verfasser  ein  Gefäss,  dem  in  l^M^kg.  Wasser  zufliessen,  und  ao 
das  sich  ein  verticales  cylindrisches,  in  horizontaler  Richtung 
sich  umbiegendes  Rohr  schliesst  von  dem  Querschnitt  f  und  sol- 
cher Gesammtlänge  /,  dass  in  Folge  des  dadurch  hervorgerufenen 
Widerstandes  die  Ausflussmenge  gleich  der  Zuflussmenge  ist. 
Die  Höhe  H  vom  Wasserspiegel  im  Getässe  bis  zum  Schwer- 
punkte der  Ausflussmündung  ist  die  motorische  Kraft  des  Elemen- 
tes, die  Ausflussmenge  das  Analogon  der  Stromstärke,  und  der 
Efiect  des  Elementes  ist  E  =  M^Hinkg,  in  1^.     Es  ergiebt  sich 

H  l 

dann,    dass   der   „Widerstand  des  Elementes"  r„  ==  -^r  =  rr 

"         Jn,         kf 

von  demselben  Typus  ist  wie  der  Widerstand  eines  elektrischen 

Stromes  in  einer  Leitung  von  der  Länge  /,  dem  Querschnitte  f 

und   dem  Leitungsvermögen  k.    Wird    der  horizontale  Teil  des 

Rohres   um  L  mtr.  verlängert,   so   fliesst   eine   kleinere  Menge 

4f  in  1^  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  u  hindurch;  ein  Teil 

der  motorischen  Kraft  wird  durch  den  Widerstand  des  Elementes 

Vy  der  andere  z  durch  den  Widerstand  der  Leitung  k  verbraucht; 

es  folgt:  X  =  ijf"  =  Tf  >   ^^^  '"  =  — if — >   *'s^  ^^^  Gesammt- 

B  H 

widerstand  r4-k=  -n-i  und  die  Stromstärke  J  =  =-  =  M. 

In  ^  r-\'l 

Für  n  über  einander  aufgestellte  Elemente  je  von  der  mo- 
torischen Kraft  H,  bei  denen  nur  das  oberste  Gefäss  offen  ist, 
wird  die  Stromstärke  gefunden: 

analog  dem  Ohm'schen  Gesetze.  Werden  n  Elemente  über  ein- 
ander, und  in  jedem  Niveau  m  Elemente  neben  einander  verbun- 
den, so  erhält  man  für  die  Stromstärke  den  Wert 
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H 


M  = 


JL  +  1 

m        n 


welcher  für  einen  bestimmten  Wert  von  tnn  ein  Maximum  wird 
in  dem  Falle,  dass  der  Widerstand  der  Leitung  gleich  dem  der 
Kette  ist. 

Wenn  durch  eine  Pumpe  eine  Wassermenge  M  kg.  in  1^ 
auf  die  Höhe  H  mtr.  gehoben  und  durch  eine  Böhrenleitung, 
deren  Verlusthöhe  s  beträgt,  dieselbe  einem  Wasserrade  zuge- 
führt wird,  so  bleibt  von  der  erzeugten  potentiellen  Energie 
Ea  =  MH  der  Teil  E<  =  M{B-%)  =  Mh  als  der  für  das  Rad  ver- 
fQgbare  Effect  übrig,  und  die  durch  den  Röbrenwiderstand  in 
1^  yerbranchte  und  in  Wärme  umgesetzte  Arbeit  ist 

£^  =  Mi5  =  Wh 

Diese  Vorrichtung  ist  ein  Analogon  zu  einem  Elektromotor  von 
der  Stromstärke  J — t,  Q,  der  Gesammt widerstand,  Jl  =  H  die 
elektromotorische  Kraft  der  Batterie,  U  die  des  Elektromotors), 
für  den  der  absolute  Effect  Ea  =  {J—%)Jl,  der  indirecte  Effect 
Ei  =  (J— QiA,  die  in  Wärme  umgesetzte  Arbeit 

E^^Ea-Ei^{J^%)\X 
ist.    Eine  zweite  Analogie  erhält  man,  wenn  man  das  Wasserrad 
ersetzt  durch  eine  calorische  Maschine,  welche  einen  Garnot'schen 
Process  zwischen  den  absoluten  Temperaturen  T,  und  T,  durch- 
führt, wobei  statt  h  die  Temperaturdifferenz  T^  —  T„  statt  M  das 

Zeuner'sche  Wärmegewicht     yj,     zu  setzen  ist,  und  die  indirecte 

Arbeit  ^i  = -4^  (7,  —  T,)  geliefert  wird;  wenn  man  ferner  die 

Pompe  durch  eine  sogenannte  calorische  Pumpe,  d.  i.  eine  Maschine 
ersetzt,  welche  einen  umgekehrten  Camofschen  Process  zwischen 
den  Temperaturen  T,  und  T,  (>T,)  ausführt,  wobei  die  Arbeit 

Ea  =    .1,    (r,— Tg)   erforderlich   ist;    die  von    der    calorischen 

Pampe  abgeleitete  Wärmemenge  0,  geht  auf  dem  Wege  zur 
calorischen  Maschine  durch  Ausstrahlung  teilweise  (0,— OJ  ver- 
loren, 80  dass  der  verloren  gegangene  Wärmeeffect 
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18t.    Wenn  also: 

itf  =  J-t  =  ^;    ff  =  Ji  =  T,-r,; 

Ä  =  tA  =  7; -7;    und  (ff-Ä)  =  a  =  (J-0>t  =  T^— T, 
ist,  80  bestehen  die  Analogien: 

E,  =Mh  =^  MiX  =  {J^i)a  =    -^(T.-rj, 

Aus  der  Vergleichung  folgen  (den  Bestimmungen  des  Congresses 
gemäss)  die  Beziehungen: 

1  Volt       =  Einheit  der  elektromotorischen  Kraft  =10*  mir., 

1  Amp6re  =  Einheit  der  Stromstärken  = kg.inF, 

9 

1  Ohm      =  Einheit  des  Widerstandes  =  10*'. <^  mtr. 

flir  die  Stromstärke  von  1  kg.  Sbt 


Capitel  6. 

Potentialtheorie. 
E.  Bkltrami.     Sul  Potenziale  magnetico.    Brioschi  Ann.  (2) 

X.  241-260. 

Sir  W.  Thomson  hat  gezeigt,  dass  bei  einem  Magneten  eine 
bestimmte,  durch  besondere  Eigenschaften  ausgezeichnete  Gerade 
und  ein  eben  solcher  Punkt  existirt,  die  er  als  Axe  und  Centram 
des  Magneten  bezeichnet.  (Vergl.  Reprints  of  papers  on  electro- 
statics  and  magnetism,  London  1872).    Herr  Beltrami  gelangt  non, 
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indem  er  die  Anziehung  gleich  einer  beliebigen  Function  der 
Distanz  setzt,  zu  dem  Resultat,  dass  auch  hier  noch  eine  aus- 
gezeichnete Gerade  und  ein  ausgezeichneter  Punkt  oder  Axe  und 
Centrum  existiren.  Wählt  man  dann  ffir  das  Anziehungsgesetz 
das  Newton'sche,  so  stimmen  die  Definitionen  der  beiden  Autoren 
fllr  die  Axe  überein,  f&r  das  Gentrum  dagegen  nicht.  Die 
Methode  beruht  darauf,  dass  das  Potential  zweier  Systeme  von 
Hassenpunkten  approximativ  unter  der  Voraussetzung  entwickelt 
wird,  dass  die  Distanz  beider  Systeme  sehr  gross  sei  im  Ver- 
gleiche mit  ihren  Dimensionen.  An  die  ausführliche  Discussion 
des  so  entstehenden  Ausdruckes  fllr  das  Potential  schliesst  sich 
die  Vergleichung  mit  den  Thomson'schen  Ausdrücken.  Den 
Schluss  bildet  eine  Theorie  der  Trägheitsmomente  von  Massen- 
systemen ohne  Schwerpunkt.  B. 


ToMELLi.     Sopra  la  funzione  potenziale  in  uno  spazio  di 

n  dimensioni.     Brioschi  Ann.  (2)  X.  291-321. 

Bezieht  sich  auf  eine  Arbeit  von  Beltrami,  die  1869  in  den 
Mem.  di  Bologna  erschienen  war.  B. 


F.  Angelitti*     Suir  attrazione  secondo  una  poteuza  in- 
tera  qualunqe  della  distanza.    Batt.  G.  XX.  346-369. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anziehung  einer  ganzen 
positiven  Potenz  der  Distanz  umgekehrt  proportional  sei,  werden 
folgende  homogene  Massenverteilungen  behandelt: 

1)  Massen  und  angezogener  Punkt  in  einer  Ebene:  unbe- 
grenzte Gerade,  Halbebene,  Kreisbogen,  Kreissector  und  Kreis- 
segment (angezogener  Punkt  im  Centrum),  Parabelbogen,  Ellipsen- 
bogen. 

2)  Massen  und  angezogener  Punkt  nicht  mehr  in  einer 
Ebene:  unbegrenzte  Ebene,  Umdrehungsfläche  und  Umdrehungs- 
körper (Punkt  auf  der  Umdrehungsaxe).  B. 
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J.  BoussiNESQ.  Sur  un  potentiel  k  quatre  variables, 
qui  rend  presque  intuitives  Tint^gration  de  l'^quation 
du  8on  et  la  dömonstratiou  de  la  formule  de  Poisson 
concernant  le  potentiel  inverse  k  trois   variables. 

0.  R.  XCIV.  1065-1069. 

Um  dcD  Punkt  ix,y,z)  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  Kör- 
pers wird  mit  beliebigem  Radius  r  eine  Kugel  beschrieben;  ist  da 
ein  Element  der  Eugeloberfläche  und  g  die  Dichtigkeit  in  da,  so 
wird  das  über  die  ganze  Kugel  erstreckte  Integral 

als  das  Potential  mit  vier  Variablen  bezeichnet.  Dasselbe  genQgt 
der  Bedingung 

ö'g)  _   5*qp         r)*q>         d^q> 

Verfasser  giebt  einige  Andeutungen  über  den  Nutzen ,  welchen 
man  in  der  mathematischen  Physik  aus  der  Einflihrung  von  (f 
ziehen  kann.  B. 

P.   Opitz.      Sätze   über  Anziehung.   Göttingen.  Vandenhoeck 

and  Rnprecht. 

E.  J.  Nanson.     On  the  potential  of  a  uniform  spherical 

shell.    MesB.  (3)  XII.  39-40. 

Einfache  Methode,  das  Potential  einer  sphärischen  Scheibe 
zu  bestimmen.  61r.  (0.). 

H.  Resal.      Sur    la   d^termination   du    niveau   potentiel 
de  lellipsoide.    R^saiJ.  (3)  vili.  55-61. 

De  Saint-  Germain.      Extrait   d'une    lettre    adress^e  k 

M.  R^sal.    B^salJ.  (3)  Vm.  297-299. 

Unter  Potential -Niveau  ist  der  constante  Potentialwert  im 
Innern  eines  elektrisirten  Leiters  verstanden.  Der  erste  Aufsatz  leitet 
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aaf  directetn  Wege  einen  etwas  schwerfälligen,  und  der  weiteren 
Reduction  nicht  leicht  zugänglichen  Integral  -  Ausdruck  fOr  das 
PotentiaUNiveau  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  ab,  der  für  den  Fall 
der  Rotationsellipsoide  ausgewertet  wird,  während  der  zweite 
Artikel  zeigt,  wie  das  Resultat  sich  unmittelbar  in  seiner  ein- 
fachsten Gestalt  aus  dem  bekannten  Ausdrucke  ftlr  das  Potential 
eines  homogenen  Ellipsoids  ergiebt.  B. 


St.  Glaser.  EUipsoidische  Flächenbelegungen,  deren 
Wirkung  auf  innere  Punkte  der  Richtung  und  Stärke 
nach  constant  ist.    Hoppe  Arch.  LXVIII.  100-106. 

Die  Aufgabe  wird  behandelt,  indem  der  Ausdruck  für  die 
Dichtigkeit  der  gesuchten  Belegung  direct  aufgestellt  und  dann 
durch  Rechnung  die  Eigenschaft  verificirt  wird,  dass  das  innere 
Potential  eine  lineare  Function  der  Goordinaten  ist.  B. 


W.  M.  HicKs.      On  toroidal  functions.    Phil.  Traos.  CLXXI. 

609-652. 

Die  Untersuchung  wurde  als  Grundlage  fbr  gewisse  andere 
in  der  Theorie  der  Wirbelbewegung  betrachtet,  mit  specieller 
Berücksichtigung  einer  vom  Verfasser  in  den  Cambr.  Phil.  Soc. 
Proc.  III.  276  aufgestellten  Gravitationstheorie.  Das  Wort  ^l'orus^ 
wird  als  Name  für  „Ring*'  hier  beschränkt  auf  solche,  die  durch 
Rotation  eines  Kreises  entstehen,  gebraucht.  Unter  „toroidal 
functions^  sind  Functionen  zu  verstehen,  welche  der  Laplace'schen 
Gleichung  genügen,  und  die  geeignet  sind,  die  für  die  Torus- 
Oberfläche  gegebenen  Bedingungen  auszudrücken.  Der  erste  Ab- 
schnitt  behandelt  die  Theorie  der  Anwendung  aequipotentialer 
Linien  in  der  Ebene  als  orthogonaler  Goordinaten  in  Problemen 
von  drei  Dimensionen,  z.  B.  können  die  Linien  bestehen  aus 
dem  durch  zwei  feste  Punkte  gehenden  Kreissjstem  und  dem 
dazu  orthogonalen  System.  Durch  Umdrehung  um  die  Linie  durch 
die  zwei  Punkte  gewinnt  man,  wie  bekannt,  passende  Functionen 
für  Probleme,  welche  mit  zwei  Kugeln  zusammenhängen;  durch 
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Umdrehung  um  die  Linie,  welche  die  Entfernung  zwischen  den 
beiden    Punkten   rechtwinklig   schneidet,    bekommt   man   Func- 
tionen,   die   mit   dem  Torus  zusammenhängen.    Der  zweite  Ab- 
schnitt  ist  einer  Entwickelung  der  „zonal  toroidal^  Functionen 
gewidmet,  d.  h.    derjenigen  Functionen,    die  bei  Symmetrie  um 
die  Axe  eine  Rolle  spielen.     Die  ausserhalb  und  innerhalb  des 
Torus  liegenden  fiäume  können  einzeln  betrachtet  werden.     Der 
dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  sectorialen  toroidalen  Func- 
tionen,   welche   fUr  den  allgemeinsten  Fall  von  nicht- symmetri- 
schen Bedingungen  gebraucht  werden.    Der  vierte  Abschnitt  giebt 
kurz   die  passenden   Functionen  für  einen  Torus  ohne  centrale 
Oeffnung.   Sie  stehen  zu  den  vorhergehenden  Functionen  in  dem- 
selben Verhältnis,  wie  die  Bessel' sehen  zu  den  Eugelfunctionen. 
Im  fünften  Abschnitt  werden  einige  Beispiele   zur  Anwendung 
der  Methode  gegeben,  wie  das  Potential  eines  Ringes,  das  elek- 
trische Potential  eines  Torus  und  seine  Gapacität,  das  elektrische 
Potential  eines  Torus  und  eines  elektrisirten  kreisförmigen  Drah- 
tes, das  Potential  unter  der  Einwirkung  eines  elektrisirten  Punktee 
und  das  Geschwindigkeitspotential  eines  Torus,  der  sich  parallel 
zu  seiner  Axe  bewegt,  und  endlich  die  Energie  der  Bewegung. 
Der    Verfasser    erwähnt   Riemann's    „Ueber   das    Potential 
eines  Ringes",  eine  Note  von  W.  D.  Niven  in  Messenger  1880 
und  C.  Neumann's  „Allgemeine  Lösung  des  Problems  aber  den 
stationären  Temperaturzustand   u.  s.  w."   (Halle),    der  in   seiner 
Arbeit  fast  dieselben  Orthogonalcoordinaten,  wie  der  Verfasser 
braucht.  Cly.  (0.> 


Elfter  Abschnitt 

* 

Mathematische  Physik. 

Gapitel  1. 

Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

A.    Molecularphysik. 

G.  J.  Michaelis.    Ueber  die  Theorie  der  elastischen  Nach- 
wirkung.   Wiedemann  ADD.  XVII.  726-736. 

Der  Verfasser  modificirt  die  Theorie  der  elastischen  Nach- 
wirkung, wie  Warburg  sie  (Wied.  Ann.  IV.  1878.  232-249)  ge- 
geben hat,  dadurch,  dass  er  noch  Kräfte  einfuhrt,  welche  die 
Molecüle  in  ihre  ursprünglichen  Richtungen  zurückzutreiben  suchen, 
wie  W.  Weber  in  seiner  Theorie  des  inducirten  Magnetismus 
ähnliche  Kräfte,  welche  bestrebt  sind,  die  Molecularmagnete  in 
ihrer  natürlichen  Richtung  festzuhalten,  eingeführt  hat.  Darauf 
zeigt  der  Verfasser,  wie  verschiedene  von  Braun  beobachtete  Er- 
scheinungen (Poggendorff  Ann.  CLIX.  1876.  337-389)  aus  dieser 
Theorie  abgeleitet  werden  können.  Rs. 


L.  SoHNCKE.     Ableitung  des  Grundgesetzes  der  Krystal- 
lographie  aus  der  Theorie  der  Krystallstructur. 

WiedemaDO  Aod.  XVI.  489-500. 

Zunächst  wird  gezeigt,  dass  das  „Rationalitätsgesetz^    kurz 
so    ausgesprochen   werden    kann:    „Wählt    man    drei    mögliche 

Fortüchr.  d.  Math.  XIV.  S.  51 
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Kantenricbtungen  als  Axen,  so  sind  die  Indices  aller  Krystall- 
flächen  derselben  Substanz  ganze  Zahlen.""  Da  nun  jede  Theorie 
der  Krystallstructur  die  Forderung  stellen  tnuss,  dass  dieselbe 
dieses  Gesetz  „der  rationalen  Flächenindlees"  als  notwendige 
Folge  ergiebt,  löst  der  Verfasser  die  Aufgabe,  im  Anschluss  an 
seine  „  Entwiekelung  einer  Theorie  der  Krystallstructur*^  (Leipzig, 
Teubner  1879)  das  Rationalitätsgesetz  abzuleiten.  Dabei  wird 
von  der  Hypothese  ausgegangen:  ^Als  Erystallfläche  kann  Dur 
eine  solche  durch  das  unendlich  regelmässige  Punktsystem  ge- 
legte Ebene  auftreten,  auf  welcher  unendlich  viele  Systempunkte 
liegen.'^  Rg. 


B.    Elasticitätstheorie  etc. 
A.  Castbgliano.     Intorno   ad  una  proprietk  dei  sistemi 

elastici.     Attl  d.  Torioo,  XVn.  705  713. 

Früher  hatte  der  Verfasser  den  Satz  bewiesen:  „Die  Ableitung 
derjenigen  Arbeit,  welche  auf  die  Deformation  eines  elastischen 
Körpers  oder  Systemes  verwendet  ist,  in  Bezug  auf  eine  der 
äusseren  Kräfte  wird  dargestellt  durch  die  Projection  auf  die 
RichtuDg  der  Kraft  von  der  Verrttekung  ihres  Angrifipunktes." 
Mit  Benutzung  dieses  Satzes  gewinnt  der  Verfasser  in  vorliegen- 
der Arbeit  das  Resultat:  „Wenn  P  und  Q  zwei  beliebige  der 
äusseren  Kräfte  sind,  welche  auf  einen  elastischen  Körper  oder 
auf  ein  elastisches  System  wirken,  und  wenn  p  und  q  die  Ver- 
rttckungen  ihrer  Angriffspunkte  sind,  ist  der  Coefficient  von  Q 
in  dem  Ausdrucke  von  p  gleich  dem  Goefficienten  von  P  in  dem 
Ausdrucke  von  9.''  Im  Folgenden  werden  Anwendungen  von 
diesem  Satze  gemacht.  Eis. 

W.  J.  C.  Sharp.  Od  the  invariants  of  a  certain  ortho- 
gonal transformation,  with  special  reference  to  the 
theory  of  the  straiiis  atid  Stresses  of  an  elastic  solid. 

Lood.,  M.  S.  Proc.  XIII.  216-23U. 
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Die  orthogonale  TraDsformation  be7.ieht  sich  aaf  drei  Variable 
Xy  y,  2,  d.  h.  man  geht  von  einem  rechtwinkligen  Goordinaten- 
systeme  im  Räume  zu  einem  zweiten  solchen  mit  gleichem  An- 
fangspunkt 0  über.  Der  Herr  Verfasser  giebt  zunächst  eine 
systematische  Zusammenstellung  aller  in  der  Mechanik  fester  und 
flüssiger  Körper,  Elektricität,  Magnetismus,  Potentialtheorie  etc. 
auftretenden  Invarianten  einer  solchen  Transformation,  insbeson- 
dere von  denen,  die  einer  oder  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
mit  0  als  Mittelpunkt  zugehören.  Es  mögen  dies  einige  Bei- 
spiele erläutern. 

Die  Gleichung  der  Gentralaxe  (in  der  Statik)  lautet 

N2r--M2Z  L2Z--N2X  ^       M2X^L2Y 


£X  2Y  2Z 

Da  sowohl  die  Zähler  als  die  Nenner  je  drei  mit  x,  y,  z  co- 
^rediente  Grössen  sind,  bleiben  diese  Gleichungen  bei  der  Trans- 
formation ungeändert.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  mit  0  als 
Mittelpunkt  lautet: 

Hier  werden  die  sechs  Coefücienten  linker  Hand  nach  demselben 
Gesetz  transformirt,  wie  x*yy*,z*jyZjZy,xy.  Dann  giebt  es  be- 
kanntlich drei  Invarianten  D,  S,  A  in  jenen  Goefficienten ,  resp. 
vom  ersten,  zweiten,  dritten  Grade,  sowie  zwei  unabhängige 
Covarianten  (und  zwar  vom  zweiten  Grade  in  den  Variabein). 
Besonders  wichtig  für  die  Physik  sind  die  beiden  speciellen 
Fälle,  wo  die  a,  b,  c,  /*,  ^,  h  einmal  proportional  sind  mit 

m',  ©*,  «?*,  ©«?,  wu,  uv; 
andererseits  mit 

tifi',  ov',  totr',    -^j- (©«?'+«'«?))   -^  («>**'+«>'")>  -:7(«^'+''w'), 

«  ^  2^ 

(tf,  Vj  u>  cogredient  mit  o?,  y,  %),  Im  ersten  Falle  verschwinden  S  und  A 
identiBch.    D  wird  ti*4-e'4-tr*,  wie  z.B.  das  Momentquadrat 

(r»~Zy)'+  (Za;-XÄ)'+(Xy-  Yx)\ 

Jni  zweiten  Falle  verschwindet  A,  D  wird  Mu'+co'+iri«?',  S  wird 
(cMj'— t?'ir)'+(fi?M'— tt3'w)'+(Mv'— m'i?)',  wie  z.  B.  die  Functionen 

51* 
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in  der  Hydrostatik, 

]D  der  Geometrie.  Ein  anderer  hervorragender  Fall  ist  der,  wenn 
a,  6,  c,  f,  g,  h  proportional  sind  mit 

2Xx^  2Yy,  SZzy  -^  I{Yz  +  Zy)  etc.  (X„  y„Zi  cogredient  mit  x,y,s> 

Hier  i8t\D  =  -JXr  +  .5  Yy  + -JZa,  wie  z,  B.  die  virtuelle  Arbeit 

Hat  man  zwei  Reihen  von  Grössen  a,&,c...,  a', 6',c'...,  so  treteu 
noch  drei  Combinanten  E^O^ff  auf.  Ein  Beispiel  für  E  ist  das 
Thomson'sche  vollständige  Differential. 

wo  die  o,6,c, ...,  a',6',c',.--,  die  Zug-  resp.  Druckccmponenten 
sind.     Unter  die  Form  £  fallen  auch  die  beiden  Ausdrücke 

in  den  Euler'schen  Bewegungsgleichungen.  In  der  Hydrodynamik 
sind  die  a,6,c...  proportional  mit 

öl*      9«       öfT      J  /  9tj        ö»  \ 
"ö^'  "öy"'  "äi"'  TV'aT  +  'öy"/" 

Hier  treten  noch  drei  weitere  Invarianten  S2,H^Z  auf,  deren  Be- 
deutung nachgewiesen  wird. 

Nunmehr  folgen  noch  einige  Anwendungen  dieser  Invarian- 
ten. So  wird  in  diesem  Sinne  der  Beweis  gefllhrt,  dass  die  Ro- 
tation eines  starren  Körpers  um  einen  festgehaltenen  Punkt  auf 
die  Rotation  um  eine  Axe,  und  dass  die  allgemeinste  Bewegung 
eines  starren  Körpers  auf  eine  Schraubenwindung  zurückkommt 
Zum  Schluss  wird  entwickelt,  wie  sich  die  Invarianten  der  Druck-, 
sowie  die  Combinanten  der  Zug-  und  Druckkräfte  vermöge  der 
Invarianten  der  Zugkräfte  allein  ausdrücken  lassen. 

My. 
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R.  K.  Webb.     Stress   and  strain  in  cylindrical  and  polar 
coordinates.    Mess.  (2)  XI.  146-155. 

Der  Verfasser  giebt  eioen  Ausdruck  fUr  die  SpaoDuog  in 
cflindrischen  Coordioaten  (r,d,2)  und  in  Polarcoordinaten  in  drei 
DimensioDCD ;  dann  bildet  er  die  Bewegungsgleichungen  in  beiden 
Coordinatensystemen.  Er  betrachtet  ferner  die  folgenden  beson- 
deren Fälle:  1)  die  cylindrische  radiale  Spannung;  2)  die  cylin- 
drisebe  transversale  Spannung;  3)  die  gleichförmig  in  einer  senk- 
recht zur  Axe  liegenden  Ebene  verteilte  Torsion;  4)  die  sphä- 
rische radiale  Spannung.  Glr.  (0.). 


J.  BoussiNKSQ.  Les  ddplacements  qo'entratnent  de  petites 
dilatations  ou  condensations  quelconques  produites, 
dans  tout  milieu  homogene  et  isotrope  ind^fini,  sont 
calculables  ä  la  mani^re  d'une  attraction  newtonienne. 

C.  R.  XCIV.  1648-1650. 

Es  wird  der  Satz  gefunden:  „Man  kann  sich  vorstellen,  dass 
die  wirklichen  Dilatationen  in  den  verschiedenen  Teilen  eines 
Körpers  von  VerrQckungen  herrQhren,  welche  in  jedem  Augen- 
blicke und  in  jedem  Punkte  dieselbe  Grosse,  aber  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  der  Newton^schen  Attraction  haben,  die  auf  die 
Masseneinheit  während  derselben  Zeit  und  in  demselben  Punkte 
von  einer  Masse  ausgeübt  werden  würde,  deren  Dichte  beständig 
proportional  diesen  Dilatationen  wäre.  Folglich  ist  die  entgegen- 
gesetzte Verrückung,  welche  jedes  Teilchen  in  die  Lage  des 
natürlichen  Zustandes  zurückbringen  würde,  in  Grösse  und  Rich- 
tung durch  die  Anziehung  dargestellt,  welche  es  ausübt^ 

Gewisse  totale  Verrückungen,  welche  gewissen  Dilatationen 
entsprechen,  können  daher  nach  dem  Ncwton'schen  Attractions- 
gesetze  bei  Benutzung  des  vorstehenden  Satzes  berechnet  werden. 
Für  eine  Flüssigkeit  gelangt  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  dem 
Resultate,  welches  der  Verfasser  in  einer  anderen  Mitteilung 
(C.  R  XCV.  1504)  veröffentlicht  hat.  Rs, 


^06  ^^*  Abschnitt.    MatbematiBche  Physik. 

J.  BoüssiNESQ.  ifiquilibre  d'^lasticit^  d'un  solide  limite 
par  im  plan.  0.  H.  XCV.  1052-1055. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  la  transmission  d'une  pression 
oblique,  de  la  surface  ä  l'int^rieur,  dans  un  solide 
isotrope  et  homogfene  en  ^quilibre.    c.  R.  xov.  1149-1152. 

1)  In  einer  1878  veröffentlichten  Abhandlung  (C.  R.  LXXXVI. 
1260,  siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  674-675)  hatte  der  Verfasser  das 
Gleichgewicht  eines  homogenen  und  isotropen  festen  Körpers 
untersucht,  welcher  auf  einer  Seite  von  der  Ebene  xy  begrenzt 
wird  und  auf  allen  anderen  Seiten  sich  in's  Unendliche  ausdehnt, 
und  welcher  auf  der  Fläche  s  =  0  äusseren  Drucken  unterwor- 
fen ist,  deren  Componenten  (jp^^  p^,  p^)  in  Bezug  auf  die  Flächen- 
einheit für  jeden  Punkt  gegeben  sind;  doch  beschränkte  der 
Verfasser  sich  damals  auf  den  besonderen  Fall,  dass  die  äusseren 
Drucke  sich  auf  die  normalen  Componenten  p«  reduciren.  Cerruti 
hat  in  seinen  Ricerche  intorno  alF  equilibrio  de'  corpi  elastici 
isotropi  (Acc.  dei  Lincei  1882)  auch  das  Vorhandensein  von  p^ 
und  py  angenommen.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  1878  von 
ihm  benutzten  Principien  in  einfacher  Weise  auch  zu  den  neuen 
Resultaten  von  Cerruti  fuhren. 

2)  Zwei  in  ])  gefundene  Formeln  gestatten  nachzuweisen, 
dass  der  im  vorigen  Jahre  mitgeteilte  Satz  (C.  R.  XCIII.  703-706, 
s.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  737),  in  welchem  nur  senkrecht  gegen  die 
Oberfläche  wirkende  Drucke  berücksichtigt  wurden,  verallgemeinert 
werden  kann:  „Jede  äussere  Wirkung,  die  in  einem  Punkte  der 
Oberfläche  eines  festen  Körpers  ausgeübt  wird,  pflanzt  sich  aaf 
den  zur  Oberfläche  parallelen  Schichten  nach  dem  Innern  als 
Druck  von  genau  entgegengesetzter  Richtung  fort,  und  jeder 
Druck  ist  einerseits  proportional  der  Componente  der  gegebenen 
äusseren  Kraft  nach  jener  Richtung  und  anderseits  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  r  vom  Angriffspunkte 
und  direct  proportional  dem  Verhältnis  («:r)  der  Tiefe  der  Schicht 
zu  dieser  Entfernung."  Ferner  wird  eine  der  Folgerungen  an- 
gegeben, welche  aus  einer  jener  beiden  Formeln  gezogen  werden 
kann.    Es  wird    bestimmt,    welche    Gestalt   die  Oberfläche  des 
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Körpers  annimmt,  wenn  auf  ein  im  Goordinatenanfangspunkte 
befindliches  Element  nur  die  tangentiale  Elementarkraft  dT  in 
der  Richtung  der  a;-Axe  wirkt:  „Jeder  Kreis  vom  Badius  r,  wel- 
cher um  den  Angriffspunkt  der  Kraft  dT  als  Mittelpunkt  auf  der 
Oberfläche  beschrieben  ist,  bleibt  nach  den  Deformationen  voll- 
ständig in  derselben  Ebene,  welche  sich  nur  um  den  zur  Kraft 
senkrechten  Durchmesser  um  den  Winkel 

gedreht  hat.  Die  Projectionen  der  Niveaulinien  z  =  const.,  der 
deformirten  Oberfläche  auf  deren  ursprüngliche  Ebene  sind  Kreise, 
welche  durch  den  Anfangspunkt  gehen  und  ihre  Mittelpunkte  auf 
der  Richtung  der  angreifenden  Kraft  haben;  hieraus  folgt,  dass 
die  Linien  grösster  Neigung  analoge  Kreise  sind,  welche  aber 
ihre  Mittelpunkte  auf  der  senkrechten  Axe  der  y  haben.'^ 

Rs. 


H.  Hertz.    Ueber  die  Berührung  fester  elastischer  Körper. 

Krooecker  J.  XCII.  156-171. 

Zwei  elastische  isotrope  Körper  berühren  sich  in  einem  sehr 
kleinen  Teile  ihrer  Oberflächen  und  durch  diesen  Teil  flbt  der 
eine  auf  den  anderen  einen  endlichen,  senkrechten  Druck  aus; 
fflr  sie  bestimmt  der  Verfasser  aus  der  Elasticitätstheorie  die 
Verschiebungen  und  Spannungen  in  der  Nähe  des  Berührungs- 
punktes. Das  beiden  Körpern  nach  der  Deformation  gemeinsame 
Stück  der  Oberfläche  wird  die  Druckfläcbe,  die  Begrenzung  dieser 
die  Druckfigur  genannt.  Die  Druckfläche  wird  als  eine  Fläche 
zweiten  Grades  betrachtet.  Die  Grössen,  welche  sich  auf  den 
einen  oder  den  andern  der  beiden  Körper  beziehen,  seien  durch 
die  Indices  1  und  2  von  einander  unterschieden,  die  Elasticitäts* 
Constanten  seien  also  /if,,  6^  und  ÜT,,  0^.  Zur  Abkürzung  wird 
gesetzt 

_     2(l+g.)  _      2(\+d,) 

Der  Gesammtdruck  sei  p. 


g08  ^^-  Abschnitt     Mathematische  Phjsik. 

Als  Druckiigur  wird  eine  Ellipse  gefunden,  deren  Äxen  a  und  b 
gegeben  sind  durch  die  Gleichungen 

du  A         \6n 


I 


„       i/(a'+«)'(6*+tt)tt         ^,+^,      3p 

du  B         1671 


/ 


y(a'+w)(fc'+«)'w  ^,+^.      ^P 


oder,  wenn  die  Grössen  A  und  £  durch  die  Hauptkrttmmungen 
und  einen  Hülfswinkel  %  ausgedrückt  werden, 

WO  ju  und  y  transcendente  Functionen  des  Winkels  %  sind.  In 
einer  Tabelle  sind  die  Werte  dieser  Functionen  für  die  10  Werte 
von  t:0°,  10°.. .  90°  mitgeteilt.  Es  ergiebt  sich,  „dass  die  Druck- 
ellipse immer  länglicher  ist,  als  die  Ellipsen,  in  welchen  der  Ab- 
stand der  beiden  Körper  constant  ist.  Für  die  absolute  Grösse 
der  Druckfläche  folgt,  dass  dieselbe  bei  gegebener  Form  der 
Oberflächen  proportional  ist  der  dritten  Wurzel  aus  dem  Druck, 
sowie  der  dritten  Wurzel  aus  der  Grösse  v^,+v^,...  Bei  gleicher 
Gestalt    der   sich  beiilhrenden  Oberflächen   ist  die  Annäherung 

proportional  der  -7-'*"  Potenz  des  Druckes  und  der  gleichen  Po- 

tenz  der  Grösse  ^,+^a*^  ^^^  Beanspruchung  des  Elementes, 
in  welchem  der  Berührungspunkt  liegt,  wird  bestimmt,  überhaupt 
die  Verteilung  des  senkrechten  Druckes  in  der  Druckfläche  unter- 
sucht. Dabei  ist  die  Bestimmung  der  Maximaidrncke  von  Wich- 
tigkeit, welche  in  den  auf  einander  gepressten  Körpern  vorkom- 
men; denn  von  diesen  hängt  es  ab,  ob  der  Druck  ohne  bleibende 
Deformation  ertragen  wird,  „...es  ist  bei  unserer  heutigen  Kennt- 
nis von  der  Festigkeit  spröder  Körper  überhaupt  nicht  möglich, 
genau  dasjenige  Element  zu  bestimmen,  in  welchem  die  Bedin- 
gungen für  das  Zustandekommen  eines  Sprunges  bei  wachsendem 
Druck  zuerst  auftreten.  Indessen  zeigt  eine  eingehendere  Dis- 
cussion  so  viel,  dass  in  Körpern,  welche  in  ihrem  elastischen 
Verbalten  dem  Glase  oder  harten  Stahle  ähnlich  sind,  bei  weitem 


Gapitell.    Molecnlarpbysik,  Elaeticität  uod  Capillaritat.  gOQ 

die  stärksten  Zugkräfte  in  der  Oberfläche  und  zwar  am  Rande 
der  Druckfigur  auftreten.    Es  wird  durch   eine  solche  Discussion 
wahrscheinlich,  dass  der  erste  Sprung  an  den  Enden  der  kleinen 
Axe  der  Druckellipse  entsteht  und  senkrecht  zu  dieser  Axe  am 
fiande  der  Druckellipse  entlang  läuft. ^     Besonders  einfach  wer- 
den die  Formeln  fbr  den  Fall,  dass  beide  sich  berührende  Kör- 
per Kugeln  sind.    Nachdem  der  Verfasser  einige  Beispiele  ge- 
geben hat,    wendet   er   die  Formeln    auf  den  Stoss  elastischer 
Korper   an,  d.  h.  dieses  Problem    wird    näherungsweise   gelöst. 
Die  grösste  Annäherung  der  Körper,  der  zwischen  den  Körpern 
gleichzeitig  auftretende  Maximaldruck,  die  Dimensionen  der  Stoss- 
fiäche  und  die  Dauer  der  Berührung  (die  Stosszeit)  werden  be- 
stimmt.    Die    Werte    dieser    Grössen   fllr    den    centralen   Stoss 
zweier  Stablkugeln  von  gleichem  Radius  werden  angegeben. 

Rs. 


G.  H.  Darwin.     On  the  stresses   caused   in  the  iiiterior 
of  the  earth  by  the  weights  of  continents  and  moun- 

tains.     Phil.  Trans.  CLXXIII.  187-230. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Festigkeit  und  Härte  der  Erd- 
materie von  einem  Gesichtspunkt  aus,  der  bisher  nicht  berücksichtigt 
zu  sein  scheint.  Der  erste  Teil  (p.  188-218)  ist  einer  mathema- 
tischen Untersuchung  gewidmet,  die  sich  auf  eine  bekannte  Ar- 
beit von  W.  Thomson  stützt.  Der  zweite  Teil  enthält  eine 
summarische  Uebersicht  und  Discussion  der  vorangehenden  Arbeit. 

Cly.  (0.). 

R.  R,  Webb.     On  the  equilibriinn  of  a  bent  plate. 

Mess.  (-2)  XI.  156-160. 

Untersuchung  des  Gleichgewichtes  einer  geneigten  Platte, 
unter  den  Bedingungen,  dass  dieselbe  isotrope  elastische  Eigen- 
schaften habe,  und  dass  die  Abweichung  von  einer  ungespannten 
Platte  von  gleich  massiger  Dicke  unendlick  klein  ist. 

GIr.  (0.). 
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Ratl£I6h.      On  the  infinitesimal  bending  of  surfaces  of 

revolution.    Lood.,  M  S.  Proc.  X[II.  4-16. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  bei  der  Biegung  von  UmdrehuDgs- 
flächen  die  Deformation  näherungsweise  so  erfolge,  als  wenn  die 
dünne  Schale  im  Ganzen  unausdehnbar  wäre.  Die  Rechnung 
wird  hierdurch  wesentlich  erleichtert,  die  Untersuchung  aber  auf 
die  centrale  Schicht  beschränkt.  Der  Verfasser  stellt  die  Be- 
dingungen dafür  auf,  dass  die  Grösse  einer  Kugelfläche  unge- 
ändert  bleibt,  und  giebt  die  hierbei  möglichen  Verrückungen  an. 
Daraus  werden  die  möglichen  VerrUckungen  einer  Vollkugel  ab- 
geleitet. Die  potentielle  Energie  der  Biegung  wird  berechnet, 
und  es  wird  bewiesen,  dass  die  potentielle  Energie  K,  welche 
irgend  einer  Zahl  von  Verrückungen  gewisser  Art  entspricht,  nur 
die  Quadrate  und  nicht  die  Producte  der  Amplituden  enthält. 
Nachdem  noch  die  Werte  von  V  für  eine  Halbkugel  und  f&r  den 
Fall,  dass  der  grösste  Wert  von  Ö  statt  90"  nur  60*^  beträgt, 
angegeben  sind,  hat  sich  der  Verfasser  Alles  verschafft,  was  zur 
Lösung  statischer  Probleme  in  Bezug  auf  die  Deformation  von 
Kugelschalen  unter  der  Wirkung  gegebener  Kräfte  erforderlich 
ist.  Um  auch  die  Zahl  der  freien  Schwingungen  finden  zu  kön- 
nen, wird  der  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  aufgestellt 
Dies  führt  zu  Bemerkungen  über  tönende  Glocken  von  nahezu 
halbkugelförmiger  Gestalt. 

Endlich  wird  die  Deformation  einer  allgemeinen  Umdrehungs- 
fläche unter  der  Voraussetzung  untersucht,  dass  keine  auf  der 
Oberfläche  gezogene  Linie  eine  Längenänderung  erleidet.  Bei 
der  Rechnung  werden  Cylindercoordinaten  benutzt.  Die  ein- 
fachste Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  bezieht  sich  daher 
auf  den  Kreiscylinder  r  =  const.  Eine  ausgedehntere  Klasse 
lösbarer  Fälle  erhält  man  bei  der  Annahme 

r^-j-T-  =  const, 
dz  ' 

welcher  Gleichung  durch  die  Flächen  zweiten  Grades  im  Allge- 
meinen genügt  wird.  Ks. 
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W.  Voigt.  Allgemeine  Formeln  für  die  Bestimmung 
der  Elasticitätsconstanten  von  Krystallen  durch  die 
Beobachtung  der  Biegung  und  Drillung  von  Prismen. 

Wiedemaoo  Add.  XVI.  273-321,  398-416. 

Die  Haoptresultate  dieser  UntersucbuDg  sind  folgender- 
massen  zusammengefasst: 

1)  Bei  Prismen  von  doppeltsymmetrischem  Querschnitt,  die 
ans  Krystallen  geschnitten  sind,  ist  im  Allgemeinen  die  ,,freie'' 
Biegung,  —  wie  sie  durch  Zugkräfte  normal  zur  Längsaxe  oder 
durch  Drehungsmomente  um  Axen,  die  in  den  Grundflächen 
liegen,  hervorgebracht  wird,  —  von  einer  Drillung  um  die  Längsaxe 
begleitet;  desgleichen  die  durch  ein  einziges  Drehungsrooment 
um  die  Längsaxe  eraeugte  „freie^  Torsion  von  einer  Biegung. 
Es  lassen  sich  ffir  jedes  Krystallsystem  diejenigen  Richtungen 
angeben,  welche  die  Längsaxe  und  die  beiden  Hauptträgheits- 
axen  des  Querschnitts  des  Prismas  haben  müssen,  damit  diese 
Nebenänderungen  verschwinden  und  durch  die  angeführten  Ur- 
sachen reine  Biegung  und  reine  Drillung  hervorgerufen  werden. 
Diese  Lagen  empfehlen  sich  besonders  für  die  Beobachtung;  bei 
der  Benutzung  anderer  als  dieser  bestimmten  Prismengattungen 
hat  man  Sorge  zu  tragen,  dass  jene  Nebenänderungen  unbehin- 
dert zu  Stande  kommen  können,  wenn  man  nicht,  was  sich  nur 
bei  der  Biegung  ausführen  lassen  dürfte,  Veranstaltungen  treffen 
will,  sie  gänzlich  aufzuheben. 

2)  Die  Theorie  der  freien  gleichförmigen  Biegung  eines 
Prismas  aus  einem  krystaliinischen  Medium  lässt  sich  für  jede 
Gestalt  des  Querschnitts  und  jede  Orientirung  des  Prismas  im 
Krystall  „streng",  (d.  h.  wenn  der  Querschnitt  des  Prismas  so 
klein  gegen  seine  Länge  ist,  dass  man  statt  der  in  Wahrheit 
stattfindenden  Verteilung  der  äusseren  Kräfte  auf  den  unter- 
stützen Querschnitten  eine  beliebige  einführen  kann,  die  nur  mit 
jener  gleiche  Componentensummen  und  Drehungsmomente  er- 
giebt),  durchführen,  die  der  reinen  Biegung  (mit  aufgehobener 
Torsion)  wenigstens  soweit,  dass  eine  Formel  zur  Bestimmung 
einer  Constanten  durch  die  Beobachtung  gewonnen  wird. 
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8)  Die  Theorie  der  freien  ungleicbförmigen  Biegung,  wie 
sie  bei  einem  an  beiden  Enden  unterstützten,  in  der  Mitte  be- 
lasteten Prisma  eintritt,  lässt  sich  in  derselben  Allgemeinheit 
nur  angenähert  behandeln  und  führt,  wenn  man  Glieder  von  der 
Ordnung  der  Quadrate  der  Querdimensionen  gegen  die  der  Länge 
vernachlässigt,  zu  der  (analog  auch  für  unkrystallinisehe  Medien 
gültigen)  Gleichung: 

worin  a  die  Senkung  der  Mitte  des  Prismas  von  der  Länge  l 
und  einem  doppeltsymmetrischen,  übrigens  beliebigen  Querschnitt, 
dessen  Trägheitsmoment  um  eine  horizontale  Axe  durch  seinen 
Schwerpunkt  =  Qh^  ist,  unter  einer  Belastung  77  darstellt.  Der 
Biegungscoetlficient  E  ist  das  Reciproke  des  sogenannten  Blast!- 
citätscoefficienten,  auf  den  die  Dilatation  durch  einseitigen  Zug 
führt;  sein  Wert  in  den  Elastitätsconstanten  des  Erystalles  ist 
für  jedes  Erystallsystem  und  jede  Orientirung  des  Prismas  be- 
stimmt. 

4)  Das  Problem  der  Drillung  ist  für  einen  Cylinder  von 
elliptischem  Querschnitt  bei  beliebiger  gleichseitiger  Biegung 
(von  reiner  Drillung  bis  zu  reiner  Biegung)  allgemein  für  jedes 
krystallinische  Medium  durchführbar. 

5)  Das  Gesetz  für  die  freie  Drillung  des  rechteckigen  Prismas 
aus  krystallinischer  Substanz  lässt  sich  ganz  allgemein  auf  die 
Form  bringen: 

TNL 


t  = 


4Qn* 


-•Kt)  ' 


3 

worin  t,  der  Drehungswinkel,  bestimmt  ist  durch  das  wirkende 
Moment  um  die  Langsame  iV,  durch  die  Länge  L,  den  Quer- 
schnitt Q  und  die  halbe  kleinere  Querdimension  n  des  Prismas. 

ff — j  ist  eine  Function  des  Verhältnisses  det  beiden  Querdimen- 

sionen,  die  nur  in  gewissen  speciellen  Fällen  völlig  angebbar  ist, 
aber  allgemein  die  Eigenschaft  hat^  für  einigermassen  grosse 
Werte   des  Argumentes   (5  bis   10  etwa)   merklich   constant  zu 
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werden,  was  sich  dareh  die  Beobachtung  prüfen  lässt.     Darum 

kann  man  sie  bei  geeigneter  Wahl  des  Verhältnisses  —  als  un- 

n 

bekannte  Gonstante  durch  die  Combination  von  Beobachtangen 
mit  mehreren  gleich  orientirten  Prismen  eliminiren,  und  zugleich 
die  Grösse  T,  den  eigentlichen  Torsionscoefficienten,  bestimmen, 
dessen  Wert  in  der  Abhandlung  gleichfalls  durch  die  Elasticitäts- 
constanten  des  Krystalles  für  jedes  Erystallsystem  und  eine  be- 
liebige Orientirung  des  Prismas  angegeben  ist. 

6)  Die  Beobachtung  der  Biegung  und  Drillung  von  Prismen 
giebt  fllr  alle  Krystallsysteme  genug  Daten,  um  alle  Elasticitäts- 
constanten  eines  Minerals  zu  bestimmen,  ja  noch  mehr  als  dies, 
so  dass  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  unter  allen  Beobachtungs- 
arten die  vorteilhafteste  auszuwählen.  Da  nach  den  Darlegungen 
des  Verfassers  die  Beobachtungen  der  Biegung  bequemer  sind 
als  die  der  Torsion,  wird  man  so  viel  Daten,  als  möglieh,  durch 
die  ersteren  zu  gewinnen  suchen  und  nur  die  noch  ausserdem 
nötigen  vermittelst  Torsionsbeobachtungen  bestimmen. 

Ks. 

W.  Voigt,     Volumen-  und  Winkeländerung  krystallini- 
scher  Körper  bei  all-  oder  einseitigem  Druck. 

WieddiDaDO  Add.  XVI.  416-427. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  die  Volumen-  und  Winkeländerun- 
^en  von  Körpern  verschiedener  Krystallsysteme  bei  allseitig 
gleichem  oder  bei  einseitigem  Drucke  berechnet  werden  können, 
und  zwar,  wie  in  einer  Anmerkung  erwähnt  ist,  unter  Anwen- 
dung von  Gedanken,  welche  F.  Neumann  in  seinen  Vorlesungen 
über  Elasticität  entwickelt  hat.  Rs. 


W.  Voigt.    Die  Theorie  des  longitudinalen  Stosses  cylin- 

driscber   Stäbe.     Berl.  Ber.  1882.  683-702. 

Die  Lösung  des  Problems  vom  Stoss  zweier  cylindrischer 
elastischer  Körper,  wie  sie  von  Poisson  in  seinem  Traitö  de 
möcanique   §  499-504   gegeben  ist,    wurde   von    F.  Neumann  in 
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den  Vorlesungen  bereits  während  der  fünfziger  Jahre  yerbessert 
und  später  unabhängig  von  diesem  von  de  Saint-Venant  (Memoire 
sur  le  choc  longitudinal  de  deux  barres  ^lastiques  de  grosseurs 
et  mati^res  semblables  ou  diff^rentes,  et  sur  la  proportion  de 
leur  force  vive  qui  est  perdue  pour  la  translation  ult^rieare,  et 
g^nöralement  sur  le  mouvement  longitudinal  d'un  systöine  de 
deux  ou  plusieurs  prisnies  ölastiques.  Liouville  J.  (2).  XII.  237-376. 
1867)  gelöst,  weicher  das  Problem  auch  allgemeiner  behan- 
delte. Der  Verfasser  wollte  diese  Theorie  experimentell  prüfen; 
er  fand,  dass  seine  Beobachtungen,  welche  er  in  dieser  Mitteilung 
zunächst  giebt,  der  Theorie  durchaus  widersprechen.  Die  An- 
nahme der  Neumann-de  Saint- Venan tischen  Theorie,  dass  während 
des  Stosses  die  Stäbe  als  Teile  eines  einzigen  festen  Systems 
angesehen  werden  können,  scheint  unrichtig  zu  sein;  „denn  die 
allgemeine  Erfahrung,  dass  abgebrochene  Stücke  eines  Körpers 
nicht  durch  blossen  Druck  wieder  mit  demselben  zu  verbinden 
sind,  zeigt,  dass  entweder  eine  Annäherung  der  Teile,  welche 
die  Grenzschichten  des  einen  in  die  Wirkungssphären  derjenigen 
des  anderen  bringt,  in  Wirklichkeit  unmöglich  ist,  oder  wenn  doch, 
die  zunächst  der  Oberfläche  liegenden  Massenteilchen  in  einem 
anderen  Zustande  sind,  als  die  inneren,  und  die  auf  die  ihnen 
genäherten  anders,  nämlich  weit  schwächer  wirken.*^  Der  Ver- 
fasser nimmt  daher  in  der  nun  entwickelten  Theorie  an,  dass 
auch  während  des  Stosses  zwischen  den  Körpern  eine  Schicht 
vorhanden  ist.  Um  die  Rechnung  durchführen  zu  können,  müssen 
bezüglich  dieser  Zwischenschicht  einfache  Annahmen  gemacht 
werden;  der  dann  in  die  Rechnung  eingefflhrte  Elasticitätscoeffi- 
cient  der  Zwischenschicht  hat  „nur  die  Bedeutung  eines  Hittel- 
wertes für  die  bei  einem  bestimmten  Stosse  allmählich  eintreten- 
den Werte"  und  wird  „sich  bei  verschiedenen  Stossgeschwindig- 
keiten  verschieden  finden,  kleiner  bei  geringen,  grösser  bei  be- 
deutenderen." Die  erhaltenen  Formein  geben  die  Beobachtungen 
gut  wieder.  Für  verschieden  dicke  Stäbe  stimmen  die  Beobach- 
tungen von  Boltzmann  nicht  mit  der  Theorie  des  Verfassers. 
Dieser  hat  daher  auch  einige  Versuche  mit  Stäben  von  unglei- 
chem Querschnitt  augcbtellt  und  gefunden,  dass  die  beobachteten 
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mit  den   nach    seiner  Theorie   berechneten  Werten  sich  in  Ein* 
klang  befinden. 

In  einem  Nachtrage  wird  noch  kurz  erwähnt,  dass  in  Folge 
der  Abhandlang  von  Hertz  „Ueber  die  Berührung  fester  elasti- 
scher Körper^  der  Verfasser  einige  Beobachtungen  bezüglich  des 
Einflusses  der  Krümmung  der  zusammenstossenden  Flächen  ge- 
macht hat.  Das  Ergebnis  wird  mitgeteilt.  Die  Krümmung  ist  von 
Einfluss;  doch  meint  der  Verfasser,  dass  neben  der  Wirkung  der 
Krümmung  die  von  ihm  erörterten  Umstände  sehr  merklichen 
Einfluss  haben.  Daher  hat  er  begonnen,  die  Elasticitat  der  an 
verschiedenen  Oberflächen  haftenden  condensirten  Oasschichten 
beobachtend  zu  untersuchen. '^  Rs. 


L.    ßoLTZMANN.       Experimente     über    den     Stoss     von 

Cylindern.     WiedemaDo  ADD.  XVII.  343-347. 

Abdruck  von  Wien.  Ber.  LXXXIV.  1225-1229,  s.  F.  d.  M. 
XIII.  1881.  740.  Rs. 

Sebert  et  HuGONiOT.  Sur  les  vibrations  longitadinales 
des  barres  ^lastiques  dont  les  extremit^s  sont  soumises 
k  des  eflforts  quelconques.  C.  R.  xcv.  213-215,  278-281. 33-5-340. 

Sebert  et  Hugoniot.  Sur  le  choc  longitndinal  d'nne 
tige  ^lastique  fix^e  par  Tane  de  ses  extr^mit^s. 

C.  R.  xcv.  381-384. 

Sebert  et  Hugoniot.  Sur  les  vibrations  longitudinales 
des  verges  ^lastiques  et  le  inouvement  d'une  tige 
portant  a  son  extrdmit^  une  masse  additionnelle. 

C.  B.  xcv.  775-777. 

1)  Nachdem  an  die  Arbeit  von  de  Saint- Venant  (siehe  das  Re- 
ferat über  die  Abhandlung  von  Hertz,  oben  p.  809)  erinnert  ist,  in 
welcher  angenommen  war,  dass  der  betrachtete  Stab  dem  Stosse 
eines  zweiten  prismatischen  Stabes,  der  dieselbe  Symroctrieaxe  bat, 
unterworfen   ist,    wird  das    Problem   gelöst:    Die  Scbwingungs- 
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beweguDg  einer  hotnogeneD  elastischen  Stange  von  endlicher  Länge 
zu  bestimmen,  deren  eines  Ende  irgend  welchen  mit  der  ZtW 
yeränderlichen  Wirkungen  (Drucken  oder  Spannungen)  unter- 
worfen ist,  und  deren  anderes  Ende  frei  oder  befestigt  ist.  Für 
longitudinale  Schwingungen  elastischer  Stäbe  gilt  die  Gleichung: 

ö'a  ^    ,  d'ü  _    Eg    d'u 


dt'  dx'  w      dx' 

Das  allgemeine  Integral  ist 

u  =  q)(x-{-at)  -{'^^{x'-af). 

Die  Functionen  qp'  und  ip*  werden  entsprechend  den  Bedingungs- 
gleichungen  des  Problems  (zunächst  fttr  den  Fall,  dass  das  eine 
Ende  des  Stabes  fest  ist)  yollständig  bestimmt.  Die  Functionen 
g)  und  Wj  deren  Werte  zu  kennen  jedoch  selten  erforderlich  ist, 
können  daher  durch  einfache  Quadraturen  erhalten  werden.  In 
der  zweiten  Note  wird  gezeigt,  wie  man  die  Spannung  und  die 
Geschwindigkeit  irgend  eines  Stabpunktes  bekommt.  In  der 
dritten  Mitteilung  wird  das  bisher  als  fest  angenommene  Stab- 
ende als  frei  vorausgesetzt.  Um  zu  zeigen,  wie  die  Methode  bei 
Aufgaben  über  den  Stoss  angewendet  wird,  beschäftigen  sieh  die 
Verfasser  mit  folgender  Verallgemeinerung  eines  Problems,  wel- 
ches Navier  18*23  in  seiner  Abhandlung  über  die  Hängebrücken 
zuerst  behandelt  hat:  Ein  Stab  sei  am  einen  Ende  befestigt  nnd 
am  anderen  dem  Stosse  eines  Körpers  vom  Gewichte  il  unter- 
worfen. Dieser  Körper  sei  ziemlich  kurz  und  starr,  damit  man 
dessen  Vibrationsbewegung  vernachlässigen  kann,  und  auf  diesen 
Körper  wirke  parallel  zur  Richtung  des  Stabes  eine  Kraft  F{t). 
Man  soll  die  Bewegung  des  Systems  bestimmen,  indem  man  an- 
nimmt, dass  die  kleine  Masse  nach  dem  Stosse  unveränderlich 
mit  dem  Stabe  verbunden  bleibt.    Der  Ausdruck  für  q>*  wird  ge- 

geben,  wenn  /  <  —  ist 

a 

2)   Die   eben    genannte  Aufgabe   wird    für  den  Fall,   dass 

21 
i  >  —  ist,  weiter  behandelt. 

In  3)   werden    aus   den    mitgeteilten  Formeln   Folgerungen 
gezogen.     Die   Abhandlung    von  Philipps'   „Solutions   de  divers 
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proU^mes  de  MöcaDiqoe,  dang  lesquels  les  conditions  imposäes 
aox  extr^mit^s  des  corps,  au  liea  d^6tre  invariables,  sont  des 
fonctions  doonees  du  temps,  et  oü  I'od  tient  compte  de  Tinertie 
de  tontes  les  parties  du  Systeme.  (Liouyille  J.  (2).  IX.  25-83. 
1864)"  war  den  Verfassern  bei  ihren  früheren  Mitteilungen  noch 
unbekannt.  Sebert  und  Hugoniot  sehen  als  besonderen  Vorteil 
ihrer  Behandlung  des  Problems  an,  dass  sie  nicht  die  Functionen 
(ff  und  tp  selbst,  sondern  deren  Ableitungen  q>'  und  tff^  bestim- 
men, weil  dadurch  die  Elementarvorgänge  der  Phänomene  klarer 
hervortreten.  Einvon  Philipps  behandelter  Fall  wird  benutzt,  um 
das  an  einem  Beispiele  erkennen  zu  lassen.  Rs. 


De  Saint -VENANt.  Du  choc  longitudinal  d'une  barre 
^lastique  übte  contre  une  barre  ^lastique  d'autre  ma- 
ti^re  ou  d'autre  grosseur,  fixee  au  bout  non  beurtö; 
considdratidns  du  cas  extreme  oü  la  barre  heurtante 
est  trhs  raide  et  trfes  courte.    0.  R.  XCV.  359-365,  422. 

D£  Saint- Venant.  Solution,  en  termes  finis  et  simples, 
du  probl&me  du  choc  longitudinal,  par  un  Corps  quel- 
eonque,  d'une  barre  dlastique  fix6e  ä  son  extrömit^ 
non  heurt^e.    c.  B.  XGV.  423-427. 

1)  Die  Mitteilungen  von  Sebert  und  Hugoniot  veranlassten  den 
Verfasser,  eine  Fortsetzung  seiner  1867  veröffentlichten  Abhand- 
lung zu  geben.  Die  Gleichungen  des  vorliegenden  Problems 
können  auf  zwei  Arten  gelöst  werden:  1)  in  endlichen  Termen 
durch  die  Summe  zweier  willkflrlicher  Functionen  von  (x+upt), 
deren  Gestalt  sich  nach  jeder  Reflexion  der  Erschütterungen  ändert; 
2)  durch  trigonometrische  Reihen.  Es  wird  die  zweite  Lösungsart 
benutzt  und  im  Speciellen  angenommen,  dass  die  Zeit,  während 
welcher  der  Schall  die  Länge  des  stossenden  Stabes,  der  pris- 
matisch, elastisch,  aber  sehr  kurz  und  hart  sei,  durchläuft,  als 
unendlich  klein  gegen  die  entsprechende  Zeit  für  den  gestossenen 
prismatischen  elastischen  Stab  betrachtet  werden  kann.  Dann 
wird  genau  jener  Ausdruck  gefunden,  welchen  Navier  1823  für 

Fortsehr.  d.  Math.  XIV.  8  52 
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die  Verrttckungen  von  Punkten  einer  elastischen  Stange  ange- 
geben hat,  welche  am  einen  Ende  befestigt  und  am  anderen 
Ende  von  einem  starren  Körper  von  beliebiger  Gestalt  gestosseo 
wird. 

In  2)  wird  die  erste  Lösungsart  benutzt,  um  fUr  den  prak- 
tisch wichtigen  Fall,  dass  der  am  einen  Ende  gestossene  Stab 
am  anderen  Ende  befestigt  ist,  die  Losung  in  geschlossener  Form 
zu  geben.  Rs. 


J.  BoussiNESQ.  Resistance  d'une  barre  prismatique  et 
homogene,  de  longueur  suppos^e  infinie,  au  choc  trans- 
versal et  au  choc  longitudinal.    c.  R,  xciv.  1044-1047. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  le  choc  d'une  plaque  dlastique  plane, 
supposde  indefinie  en  longueur  et  en  largeur,  par  un 
solide  qui  vient  la  heurter  perpendiculairement  en  un 
de  ses  points  et  qui  lui  reste  uni.   c.  R.  XCV.  123-125. 

Transversal  gegen  die  Mitte  oder  longitudinal  gegen  das 
eine  Ende  einer  unendlich  laugen  Stange  stosse  ein  Körper,  ohne 
abgelenkt  zu  werden,  mit  der  Geschwindigkeit  K.  Die  VerrttckuD- 
gen,  welche  in  Folge  dessen  die  einzelnen  Punkte  des  Stabes 
erleiden,  sind  zu  bestimmen.  Für  den  ersten  Fall  der  transver- 
salen Bewegung  sei  der  Querschnitt  der  Stange  symmetrisch  iu 
Bezug  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur  Richtung,  in  welcher  die 
transversale  Bewegung  stattfindet.  Nachdem  die  Differentialglei- 
chung und  die  Grenzbedingungen  aufgestellt  sind,  erfolgt  die 
Integration  nach  einer  Methode,  welche  der  Verfasser  in  den 
C.  R.  XCIV.  33  (s.  Seite  781)  mitgeteilt  hat.  Ist  w  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  längs  der  Stange,  d  die 
Elasticitätsgrenze  und  k  eine  Zahl,  welche  allein  vom  Quer- 
schnitt der  Stange  abhängt,   so   darf  die  der  Stange  mitgeteilte 

Geschwindigkeit  v  niemals  den  Weit  -r-  to  übersteigen,  wenn  die 

Structur  nicht  geändert  werden  soll.  Für  einen  kreisrunden  oder 
elliptischen  Stab  ist  i  =  2,  für  einen  rechteckigen  }^.   Darauf 


Gapite)  1.    Molecnlarphysik,  Blasticitat  und  Capillarität.         gl9 

wird  der  Fall  longitudiDaler  Stösse  behandelt,  welcher  zu  dem 
bereits  von  Young  aufgestellte  Satze  führt:  Das  Verhältnis  der 
grössten  Geschwindigkeit,  welche  der  Stange  durch  longitudinale 
Stösse  mitgeteilt  wird,  zur  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  darf  die  Elasiicitätsgrenze  nicht  überschreiten,  wenn 
die  Structur  keine  Aenderung  erleiden  soll.  Aus  beiden  Sätzen 
wird  gefolgert:  Die  Geschwindigkeit  eines  transversalen  Stosses, 
welcher  eben  fähig  ist,  die  Structur  zu  ändern,  ist  im  Verhältnis 
von  1 :  k  kleiner,  als  diejenige  eines  longitudinalen  Stosses,  wel- 
cher dieselbe  Wirkung  durch  Ausdehnung  hervorbringt,  und  zwar 

ist  das  Verhältnis  1:2  für  einen  runden  Stab,  und  1:]/F  für 
einen  rechteckigen  Stab,  der  senkrecht  zu  seiner  Seitenfläche  ge- 
stossen  wird.  Diese  Sätze  gelten  auch  für  Stangen  von  end- 
licher Länge,  so  lange  die  durch  den  Stoss  erzeugte  Bewegung 
am  nicht  gestossenen  Ende  der  Stange  nicht  bemerkbar  ist. 

In  2)  werden  analoge  Betrachtungen  für  eine  Platte  ange- 
stellt Dabei  wird  eine  in  den  G.  R.  XCIV.  514  (s.  Seite  302) 
mitgeteilte  Integrationsmethode  benutzt.  Es  bezeichne  o  die  Ge- 
schwindigkeit des  direct  erschütterten  Teiles  der  Platte,  w  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  longitudinale  Schwingungen 
in  der  Platte  fortpflanzen,  d  und  d'  die  linearen  Hauptdilatatio- 
nen, so  wird  gefunden 

V  =  -^(a-d')w  =  0,9069(3- ö')«'- 
Daraus  schliesst  der  Verfasser,   dass   das  Verhältnis 


0,9069«? 

den  Wert  der  Elasticitätsgrenze  des  Stoffes  nicht  erreichen  kann, 
ohne  dass  der  Rand  des  Teiles,  auf  welchen  der  Stoss  ausgeübt 
wird,  eine  bleibende  Veränderung  erleidet.  Es  sei  /u  die  Masse 
des  stossenden  Körpers,  bezogen  auf  die  Masse  der  Oberflächen- 
einheit der  Platte,  V  die  Geschwindigkeit  jener  Masse  zur  Zeit 

/  =  0,  A  die  halbe  Dicke   der  Platte   und  a  =  — r=r-,  so  ergiebt 

Ys 

sich  ferner:    Die  Verrückung  des  gestossenen  Punktes  strebt  der 

uV 
Grenze  -^ —  zu,  während  für  den  Fall  des  transversalen  Stosses 
3a         ' 

52* 
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gegen  eiae  unendlich  lange  Stange  diese  Verrfickang  bei^ndig 
wächst,  obgleich  die  Oesehwindigkeit  sich  der  Grenze  Null  nähert. 
„  Wenn  der  gestossene  Punkt  in  seine  neue  Ruhelage  gekommen 
ist,  haben  sich  die  umgebenden  concentrischen  Ringe  in  der 
Platte  um  ihn  in  einer  Ebene,  welche  der  ursprQngliohen  Ebene 
parallel  ist,  am  Ende  von  Zeiten  gebildet,  die  proportional  den 
Quadraten  der  Ringradien  sind.^  Rs. 


H.  Ri:sAL.  Sur  un  point  de  la  th^orie  math^matique 
des  eflfets  du  jeu  de  billard.   c.  B.  xoiv.  1548-I55i. 

H.  Resal.  Sur  une  question  de  principe  qui  se  rap- 
porte  a  la  th^orie  du  choc  des  corps  imparfaitement 
ölastiques.    0.  r.  xcv.  547-549. 

H.   Resal.       Sur    le    choc    des    corps    imparfaitement 

^lastiques.     0.  R.  XCV.  578-582. 

H.  Resal.  Du  choc  de  deux  sphferes  en  ayant  ^gard 
k  leur  degr^  d'^lasticitd  et  au  frottement  d^velopp^ 
au  contact.    C.  R.  xcv.  615-619. 

H.  Resal.  Du  choc  de  deux  billes  posäes  sur  un  tapis 
de  billard.    C.  r,  XCV.  655-659. 

H.  Resal.  De  Teffet  d'un  coup  de  queue  inclind  sur 
une  bille.   0.  R.  xcv.  700-703. 

H.  Resal.    Remarques  sur  la  throne  des  chocs.  c  R.  xcv. 

745-747. 

1)  Es  handelt  sich  um  den  Stoss  eines  Balles,  welcher  sich 
auf  einer  Ebene  iSi  gegen  eine  zu  dieser  senkrechte  Ebene  be- 
wegen muss.  Der  Ball  besteht  aus  homogenen  Kugelschaleo, 
deren  Dichte  sich  in  der  Richtung  vom  Mittelpunkte  zur  Ober- 
fläche ändern  kann.  Die  Masse  wird  der  Einfachheit  wegen 
gleich  1  gesetzt.  Von  der  Componente  der  Rotation  des  Balles 
um  seinen  Schwerpunkt  in  der  Richtung  der  Normale  von  S\ 
welche  während  des  Stosses  constaut  bleibt  und  bei  den  durch 
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die  Reibung  erzeagten  Wirkungen  keine  Rolle  spielt,  wird  abge- 
sehen. Es  sei  C  die  Lage  des  Ballmittelpunktes  während  des 
Stosses,  A  der  Berührungspunkt  mit  S',  Ay  die  durch  A  gehende 
Parallele  ziir  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen,  A%  die  äussere 
Normale  zu  5?,  v  die  zu  Ax  parallele  Componente  der  Geschwin- 
digkeit f>  von  C  zu  irgend  einer  Zeit  während  des  Stosses,  p  und 
q  die  Componenten  der  Rotation  um  C  parallel  zu  Ay  und  Az, 
Der  Verfasser  bestimmt  o,  p,  q  fllr  das  Ende  des  Stosses,  be- 
trachtet dann  den  einfachen  Fall,  dass  zu  Anfang  des  Stosses 
p  =  0  ist,  und  fügt  die  Bemerkung  hinzu,  dass  die  angestellten 
Betrachtungen  sich  auch  auf  den  Fall  anwenden  lassen,  wenn 
die  Ebene  S*  durch  eine  zur  Ebene  S  normale  Cylinderfläche 
ersetzt  wird,  wie  beim  „billard  forain^. 

2)  Navier's  Raisonnement  wird  nach  dessen  Darstellung  in 
L'architecture  de  Belidor.  1819.  Tome  L  p.  121  wiedergegeben. 
Den  Formeln  von  Navier  entsprechen  die,  welche  der  Verfasser 
1873  in  seinem  Trait^  de  Möcanique  ginörale  Tome  I.  gegeben 
hat.  Der  Verfasser  kennt  genaue  Experimente  über  den  Stoss 
unvollkommen  elastischer  Körper  nur  von  Coriolis  (Theorie 
math^matique  des  effets  du  jeu  de  billard,  p.  89).  Diese  Ex- 
perimente scheinen  die  Hypothese  von  Navier,  welche  für  den 
directen  Stoss  auf  die  des  Verfassers  zurückkommt,  zu  recht- 
fertigen. Nach  dem  Verfasser  kann  man  bezüglich  des  Stosses 
zweier  unvollkommen  elastischer  Körper  von  beliebiger  Gestalt 
eine  Gleichung  aufstellen,  welche  ausdrückt,  dass  der  Verlust  an 
lebendiger  Kraft  sich  aus  zwei  Teilen  zusammensetzt,  von  wel- 
chen der  eine  proportional  der  lebendigen  Kraft  der  verlorenen 
Geschwindigkeiten,  d.  i.  dem  Doppelten  der  im  Innern  erzeugten 
Moleculararbeit,  und  der  andere  gleich  dem  Doppelten  der  durch 
die  Reibung  verbrauchten  Arbeit  ist.  Die  Auswertung  dieses 
zweiten  Gliedes  bietet  im  Allgemeinen  grosse  Schwierigkeiten  dar. 
In  3)  wird  zunächst  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  beim 
Zusammenstoss  zweier  unelastischer  Körper  berechnet.  Es  be- 
zeichne m  ein  Massenmolecül  der  beiden  Körper,  Ov^,  Oe^,  Ou  die 
von  einem  Punkte  0  aus  gezogenen  Geraden,  welche  beziehungs- 
weise   die  Geschwindigkeiten  t>^  vor  dem  Stosse,  t)^  nach  dem 
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Stosse,  u  im  Augenblicke  der  grössten  ZusammeDdrUckung  dar- 
stellen, U  =  v^v^  =  ©0— f|  die  während  des  Stosses  verlorene 
Geschwindigkeit,   qp^  =  v^u  =  v^—u  die    im    ersten   Teile    des 

Stosses  verlorene  Geschwindigkeit,  q>^=v^u  =  c^  —  u  die  im 
zweiten  Teile  des  Stosses  gewonnene  Geschwindigkeit,  J^  und  J^ 
die  Projectionen  der  Punkte  o^  und  v^  auf  die  Richtung  Ou, 
Es  wird  angenommen,  dass  q>^  direct  entgegengesetzt  q>^  ist,  dass 
folglich  die  Punkte  t?^,  u,  v,  in  einer  geraden  Linie  liegen^  uDd 
dass  f^  =  qpo  +  9>i  ist.  Indem  dann  9,  =  nq>^  gesetzt  wird,  wo 
n  zwischen  0  und  1  liegt,  gelangt  der  Verfasser  schliesslich  zu 
der  Gleichung 

1       n 

in  welcher  e  =  -r-\ —  istf  ^  den  Impuls  bedeutet,   welcher  von 

1+« 

der  im  Stosspunkte  entwickelten  tangentialen  Moleculararbeit 
herrührt,  und  to  die  Projection  der  Gleitungsgeschwindigkeit  in 
der  Richtung  von  J  bezeichnet.  Darauf  berechnet  der  Verfasser  die 
Wirkung  eines  horizontalen  Queuestosses  auf  einen  Billardball. 

4)  enthält  eine  weitere  Anwendung  der  in  3)  veröffentlichten 
allgemeinen  Formel.  Jede  der  beiden  Kugeln  soll  frei  beweg- 
lich und  aus  concentriscbeu  homogenen  Schichten  zusammenge- 
setzt sein,  deren  Dichte  von  Schicht  zu  Schicht  sich  ändern  kann. 
Es  wird  gefunden :  Während  der  ganzen  Dauer  des  Stosses  hat 
die  Reibung  dieselbe  Richtung,  sie  hängt  von  der  relativen  Be- 
wegung der  beiden  Körper  zu  Anfang  des  Stosses  ab.  Für  zwei 
genau  gleiche  Kugeln  hat  bereits  Coriolis  diesen  Satz  ausge- 
sprochen. In  7)  wird  mitgeteilt,  dass  dies  ein  specieller  Fall 
des  Satzes  ist,  welchen  Philipps  1849  in  Liouville  J.  gegeben  hat. 

In  5)  zeigt  sich :  Wenn  zwei  gleich  grosse  Bälle  auf  einer 
Billardfiäche  zusammenstossen ,  ist  die  Richtung  der  Reibung 
nicht  constant,  entgegen  der  Annahme  von  Coriolis.  Die  Rech- 
nung wird  nur  für  den  Fall  weitergeführt,  dass  es  sich  um  eine 
erste  Annäherung  handeln  soll,  und  dass  der  angestossene  Ball 
anfänglich  in  Ruhe  ist. 

6)  Mit  Coriolis  wird  angenommen,  dass  die  Elasticität  der 
Billardfläche  gering  genug  ist,  damit  sie  vernachlässigt  werden 
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kann.  Bereits  ICoriolis  fand,  dass  die  Oleichungen  fttr  diesen 
Fall  mit  einander  wohl  vereinbar  sein  würden,  wenn  man  an- 
nehme, dass  die  Reibung  zwischen  Ball  und  Billardfläcbe  während 
des  Stosses  dieselbe  Richtung  habe.  Fttr  diesen  Fall  werden 
die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt,  aus  welchen  sich  ergiebt, 
dass  die  Bewegung  des  Ballmittelpunktes  parallel  zu  Cx  recht- 
läufig oder  rückläufig  sein  wird,  je  nachdem  eosy^fcoi  i  ist. 
Hierbei  bedeutet  Cx  die  durch  den  Mittelpunkt  C  des  Balles  ge- 
legte Horizontale  in  der  verticalen  Ebene,  welche  parallel  zur 
Queueaxe  durch  C  geht,  y  die  auf  die  constante  Richtung  der 
Reibung  bezügliche  Constante,  f  den  Reibungscoefficienten  für 
den  Ball  auf  der  Billardfläche,  t  die  Neigung  der  Queueaxe 
gegen  die  Billardfläcbe.  Wenn  diese  Neigung  nicht  genügend 
gross  ist,  kann  folglich  keine  rückläufige  Bewegung  eintreten. 

7)  Philipps  schlug  yor,  das  Problem  des  Stosses  unvollkom- 
men elastischer  Körper  dadurch  zu  lösen,  dass  angenommen 
wird,  die  Grösse  der  normalen  gegenseitigen  Wirkung  im  zwei- 
ten Teile  des  Stosses,  d.  h.  nach  dem  Augenblicke,  wann  die 
grösste  Zusammendrückung  stattgefunden  hat,  sei  ein  Bruchteil 
der  entsprechenden  Grösse  im  ersten  Teile  des  Stosses.  Unter 
dieser  Annahme  behandelt  der  Verfasser  den  directen  Stoss  zweier 
Körper,  welche  parallele  Translationsbewegungen  ausführen,  und 
gelangt  zu  den  Formeln,  welche  er  in  1)  gegeben  hat.  Die 
Hypothese  von  Philipps  ist  durch  ihre  Einfachheit  sehr  verführe- 
risch und  der  Verfasser  ist  geneigt,  sie  bei  der  Lösung  der  ver- 
schiedenen Probleme  des  Billardspieles,  welche  er  schon  behan- 
delt hat,  anzuwenden.  Rs. 


H.  Lamb.     On  the  vibrations  of  an  elastic  sphere. 

L.  M.  8.  Proc.  XIII.  189-212. 

Dieselbe  Methode,  welche  der  Verfasser  in  einer  etwas  früher 
veröffentlichten  Mitteilung  (On  the  Oscillations  of  a  Viscous 
Spheroid-  Proc.  L.M.S.  XIII.  51-66  s.p.  789)  angewendet  hat,  wird 
für  die  Untersuchung  der  Schwingungen  einer  elastischen  Kugel  be- 
nutzt.    Die  wichstigsten  der  Resultate  sind  bereits  durch  Järisch 
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auf  anderem  Wege  gefunden  worden   (siehe  F.  d.  H.  XI.  1879. 
723-724).    Es  genüge  daher  dieser  Hinweis  auf  die  Arbeit 

Bs. 


M.  DA  T.  P.  ViANNA.      Influencia  das   oargas    un   movi- 
mento  sobre  as  nigas  rectas.    Lisboa.  1882. 

Im  ersten  Capitel  untersucht  Herr  Vianna  die  Vibration  von 
geraden  Balken,  wenn  die  Belastung  auf  einem  Punkt  vereint 
ist.  Im  zweiten  Capitel  beschäftigt  er  sich  mit  den  Schwin- 
gungen gerader  Balken,  wenn  die  Belastung  gleichmässig 
auf  ihnen  verteilt  ist.  Für  beide  Aufgaben  benutzt  Herr  Vianna 
die  Metboden  der  Herren  Philipps  und  Bernandot,  aber  er  dehnt 
die  Genauigkeit  weiter  aus,  als  die  beiden  Ingenieure. 

Tx.  (0.). 


Tresca.     Theorie  de  la  r^sistance  des  Stoffes   tissdes  ä 
Textension.    0.  R.  xcv.  1315-1321. 

Durch  Beobachtungen  hat  der  Verfasser  gefunden,  dass  das 
bekannte  Gesetz  der  Elasticität  des  Zuges,  wonach  die  Ausdeh- 
nung innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  der  Belastung  proportional 
ist,  nicht  mehr  für  Riemen  aus  Geweben  (und  Leder)  gilt,  dass 
vielmehr  hier  die  Ausdehnungen  geringer  sind,  als  jenes  Gesetx 
erfordern  würde.  Um  diese  Abweichung  theoretisch  zu  erklären, 
denkt  er  sich  die  Fäden  des  Einschlaggarns  als  (unzusammen- 
drückbare)  Gylinder,  welche  zwischen  die  der  Kette  eingeschaltet 
sind,  so  dass  die  letzteren  jene  längs  ihres  halben  Umfanges  um- 
fassen. Bei  einer  Belastung  entfernen  sich  die  Gylinder  von  ein- 
ander, und  die  Fäden  lösen  sich  von  ihnen.  Das  Gewebe  erfUhrt 
hierbei  eine  grössere  Verlängerung  als  die  Fäden.  Wenn  a  den 
Bogen  bezeichnet,  längs  dessen  sich  der  Faden  von  dem  Gylinder 
trennt,  so  ist  die  Relation  zwischen  der  flir  die  Längeneinheit  zu 
verstehenden  Verlängerung  t  des  Gewebes  und  der  Belastung  f 
derselben  gegeben  durch  die  Gleichungen: 
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t  = 1,    f= (tanga— a), 

worin  Ol  den  Querschnitt,  q  den  Clasticitätscoefficienten  bedeutet. 
Die  Berechnung  von  t  und  f  für  eine  Reihe  von  Werten  des 
Winkels  a  bestätigt  die  Ergebnisse  der  Beobachtung.  Je  dichter 
das  Gewebe  ist,  desto  grösser  wird  bei  einer  gleichen  Belastung 
die  Verlängerung.  Wären  die  Fäden  des  Einschlaggarns  abge- 
plattet, so  würde  die  Ausdehnung  eine  geringere  werden.  Diese 
kann  auch  von  einer  Deformation  derselben  abhängen. 

Sbt 


H.  L^AUTi^.     6ur  l'application  de  la  r^sistance  des  mat^* 
riaux  aux  pifeces  des  machines.    c.  R.  xoiv.  843-645. 

Die  Hypothese,  dass  man  die  Gomponenten  und  Momente 
der  äusseren  Kräfte  berechnen  könne,  wie  wenn  die  Teile  keine 
Deformation  erführen,  von  der  man  bei  der  Bestimmung  des 
Widerstandes  der  Baumaterialien  Gebrauch  macht,  ist  nicht  mehr 
zulässig  fbr  die  Bestandteile  von  Maschinen;  hier  hängen  die 
Kräfte  wesentlich  von  deren  Deformation  ab.  Das  Problem  führt 
in  Folge  dessen  nicht  auf  einfache  Quadraturen,  sondern  auf 
Differentialgleichungen,  welche  vom  Verfasser  aufgestellt  werden. 

Sbt. 


C.    Gapillarität. 

P.  Volkmann,    üeber  die  Molecularanziehung  von  Flüssig- 
keiten  auf  einander.     Wiedemaon  Add.  (2)  XVI.  321-835. 

Es  werden  folgende  Definitionen  aufgestellt  und  physikalisch 
begründet:  1)  Die  Gapillaritätsconstante 

a  =  g-  ^'  =  ~  ff  =  -^  Vy^  r'q>(r)dr 


8 


kann  als  Mass  der  Gohäsion  oder  der  Anziehung  zweier  gleich- 
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artiger  Flttssigkeitsteile  dienen.    2)  Ein  dem  obigen  yollkommen 
entsprechender  Ausdruck 


l  /•* 

«i2  =-8"^^.^t  J     r'q>,,(r)A 


dient  als  Mass  der  Adhäsion  oder  der  Anziehung  zweier  ver- 
schiedenartiger Flüssigkeiten.  3)  Ein  solches  Mass  lässt  sich 
aufstellen,  gleichviel^    ob  die  Flüssigkeiten   mischbar  sind  oder 

nicht.     So  lange  o,,<  — (er, +o,),  sind   die  Flüssigkeiten  nicht 

mischbar;  sie  sind  es  dagegen,  wenn  a^^^  —  (a^  +  a^)  ist.     Es 

kann  aber  sehr  wohl  or,,  grösser  sein  als  eine  der  beiden  Grössen 
Oj  oder  a„  ohne  dass  eine  Mischung  eintritt.  Dabei  sind  jedoch 
die  Fälle  einer  bei  der  Mischung  stattfindenden  Contraction, 
sowie  einer  nur  teilweisen  Mischung  der  Flüssigkeiten  ausge- 
schlossen. Wn. 


Van  dkr  Mensbrügghe.  Interpretation  th^orique  de 
TefFet  produit  par  une  couche  mince  d'huile,  r^paudue 
ä  la  surface   de  la  mer,  pour  calmer   Tagitation  des 

flotS.     CR.  XCV.  1055.1056. 

Breitet  sich  eine  dünne  Schicht  reinen  Wassers  über  einer 
Oelschicht  aus,  so  wird  die  Oberflächenspannung,  damit  also  die 
potentielle"  Energie  der  ganzen  Masse  vermehrt.  Hierdurch  aber 
ist  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  bedingt.  Das  ist  der  Grund 
der  .,im  Titel  genannten  Erscheinung.  Die  Vermehrung  der  po- 
tentiellen Energie  lässt  sich  aus  vorhandenen  Messungen  nume- 
risch bestimmen.  Wn. 
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Capitel  2. 

Akustik  und  Optik. 

A.     Akustik. 

W.  Matzka.     Kritische  Berechnungen  der  musikalischen 
Töne   und   der  diatonischen   Tonleitern.     Prag.  Abb.  (6) 

XI.  B. 

Eine  sehr  breite,  elementare  Erörterung,  um  die  Intervalle 
der  diatonischen  Tonleiter  zu  ermitteln.  Zunächst  geht  der  Ver- 
fasser von  einer  gespannten  Saite  aus,  die  er  um  ^,  -,  -,  -,  -  etc. 

^    O    4    D    O 

ihrer  Länge  verkürzt  denkt.  Die  Verhältnisse  der  Schwingungs- 
zahlen der  resultirenden  Töne  geben  successive  die  gesuchten 
Intervalle.  Eine  zweite  Art  der  Ermittelung  stutzt  sich  darauf, 
dass  die  einzelnen  Töne  durch  Zahlenwerte  repräsentirt  werden, 
die  Mittelwerte  zwischen  1  und  2  darstellen,  und  deren  Zähler 
und  Nenner  durch  keine  andern  Primzahlen,  als  2,  3,  5  teilbar 
sind.  Für  die  Quinte  und  die  unterhalb  liegenden  Töne  werden 
die  Mittelwerte  so  gebildet,  dass  die  Zähler  und  die  Nenner 
zweier  Töne  addirt  werden,  z.  B.  ergiebt  sich  für  die  Quinte  als 

Mittelwert  zwischen  dem  Grundton  (-r-J  und   der  Octave  T— ) 

3  1 

die  Zahl  —  etc.     An  Stelle  von  —  wird   dabei  nach   Bedürfnis 
o  1 

2     3  /  3  \ 

— ,  —  etc.  genommen.    Die  zwischen  der  Quinte  (—J  und   der 

Octave  f — j    liegenden  Mittelwerte  dagegen  werden  nach  dem 

Schema  , gebildet.    Endlich  wird  gezeigt,  wie  sich  auch 

ohne  den  Begriff  der  Mittelwerte  die  gesuchten  Zahlen  aus  den 
der  zweiten  Ermittelung  zu  Grunde  liegenden  Principien  finden 
lassen.  Wn. 


328  ^^  Abschnitt     Mathematische  Physik. 

E    Beltrami.     Sulla  teoria  della  scala  diatonica. 

Lorab.  Ist.  Bend.  (2)  XV.  61-66. 

Ist   für   den    Grundton   das    Intervall   der   Octave   bekannt 
=  — ,  das  der  Terz  und  der  Quinte  unbekannt  und  resp.  =  r,  «, 

so  erhält  man  dadurch,  dass  man  von  $  und  von    —  um  Terz 

und  Quint  weiter  geht,  für  die  einzelnen  Töne  der  Tonleiter  die 

Intervalle 

L.        -IL  ^ 

2«  '  *'    2*  '  '■*'    2  * 

Es  muss  dann 

l>2«'>r>— - 

2* 

sein.    Die  einfachsten  rationalen  Zahlen,  welche  diese  Aufstel- 

2  4 

langen  erfüllen,   sind  «  =  — ,  r  =  —  • 

.  o  D 

Wn. 


1,  J5  ,  r,  ,  *,  ,  r«, 


Schnell.    Harmonische  Teilung  und  consonirender  Drei- 
klang.   Grunert  Arch.  LXVIIL  219-222. 

Bei  dem  Durdreiklang  (c,  e,  g)  bilden  die  Schwingungszableo, 
bei  dem  Molldreiklang  ihre  reciproken  Werte  (die  entsprechen- 
den Saitenlängen  des  Monochords)  eine  arithmetische  Reihe  erster 
Ordnung.  Wn. 


B.     Theoretische  Optik. 

A.  Beer.     Einleitung  in  die  höhere  Optik.     Zweite  um- 
gestaltete Auflage,  bearbeitet  von  V.  v.  Lang.     Braun- 

schweig.     Vieweg. 

Der  Bearbeiter  der  neuen  Auflage  des  seit  dreissig  Jahreo 
wohlbekannten  Buches  hat  den  bei  der  ersten  Auflage  verfolgten 
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Gang  der  Darstellang  Abschnitt  fQr  Abschnitt  beibehalten  und  im 
Allgemeinen  auch  an  dem  Inhalt  nur  geringe  Aenderungen  vor- 
genommen. Eine  völlige  Umarbeitung  mussten  jedoch,  in  Be- 
racksichtigung  der  neueren  Literatur,  die  Abschnitte  erfahren, 
welche  folgende  Gegenstände  behandeln:  Die  Brechungsverhäit- 
nisse  der  Gase,  die  Franenbofer'schen  Linien,  das  natttrliehe 
(nicht  polarisirte)  Licht,  die  analytische  Ableitung  der  allgemeinen 
Gesetze  der  Lichtbewegung  in  Krystallen  (hier  ist  statt  der 
Cauchy'schen  Darstellung  diejenige  gewählt,  über  die  F.  d.  M. 
XIL  1880.  p.  749-751  berichtet  ist),  das  Dispersionsgesetz,  die 
Wellenfläche  zweiaxiger  Kry stalle.  Fortgelassen  ist  die  in  der 
ersten  Auflage  enthaltene  Tabelle  mit  den  Brechungsquotienten 
einfach  brechender  Körper  und  die  Zusammenstellung  der  opti- 
schen Constanten  krystallisirter  Körper,  weil  diese  Tabellen  mit 
dem  eigentlichen  Zwecke  des  Buches  in  keinem  Zusammenhange 
standen.  In  einem  Anhange  finden  sich  ziemlich  vollständige 
Literaturverzeichnisse  über  Doppelbrechung  und  Dispersion;  auch 
im  Text  enthält  die  neue  Auflage  mehr,  resp.  genauere  Literatur- 
nachweise, als  die  frühere.  Jedenfalls  hat  das  Buch  durch  die 
angeführten  Aenderungen  nichts  vqn  seiner  Brauchbarkeit  ver- 
loren. Wenn  dasselbe  auch  nach  wie  vor  nicht  die  ganze  theo- 
retische Optik  behandelt,  sondern  einige  wichtige  Capitel  ganz  tiber- 
geht, ist  es  zur  Einführung  in  das  Studium  jener  Disciplin  doch 
empfehlenswert.  Wn. 


E  Lecher.     Ueber  Ausstrahlung  und  Absorption. 

Wien.  Ber.  LXXXV.  441-490;     Wien.  Adz.  1882.  57-59;     Wiedemaan 
Adb.  (2)  XVII.  477-518. 

Siebe  Abschn.  XI.  Cap.  4.  C. 


G.  Kirchhoff.     Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen.     Beri  Ber. 

1882.  641-669. 

Der  vorliegende  Aufsatz,   dessen  wesentlichen   Inhalt  Herr 
Kirchhoff  schon  seit  Jahren  in  seinen   Vorlesungen  vorgetragen 
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hat,  will  die  Theorie  der  Bildung  der  LichtstrahleD,  ihrer 
UeflexioD  and  Brechung,  sowie  die  Theorie  der  Beugungserschei- 
nnngen  in  strengerer  Weise  begründen,  als  dies  bisher  ge- 
schehen ist.  Das  wesentliche  HUlfsmittel  bei  diesen  Untersuchun- 
gen bietet  ein  Satz  dar,  der  sich  aus  der  Anwendung  des  Green- 
schen  Satzes  auf  solche  Functionen  ergiebt,  welche  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

(0       -371-  =  ö    -3r?-  +  -^-r  + 


genügen.  Dieser  Satz,  der  eine  Präcisirung  und  Verallgemeine- 
rung des  sogenannten  Huygens'schen  Princips  bildet,  ist  folgender: 
Genügt  0(t)  der  Gleichung  (1)  innerhalb  eines  vollständig  be- 
grenzten Raumes,  der  frei  von  leuchtenden  Punkten  ist,  ist  ferner 
0  ein  Punkt  im  Innern  dieses  Raumes,  ist  r^  die  Entfernung  des 
Punktes  0  von  einem  Punkte  o?,  y,  2  der  Grenzfläche  «,  ist  end- 
lich (Do(/)  der  Wert  von  (D{f)  im  Punkte  0,  so  ist 

(2)      4n0,(t)=J^dsi2, 
wo 

ist.  In  (2)  und  (3)  ist  N  die  nach  dem  Innern  des  Raumes  ge- 
richtete Normale,  ds  ein  Oberflächenelement  der  Grenzfläche  s  und 

'^^^  dN 

Aus  vorstehenden  Gleichungen  folgt,  dass  die  Bewegung  des 
Aethers  in  dem  von  der  Fläche  s  umschlossenen  Räume  ange- 
sehen werden  kann  als  hervorgebracht  von  einer  Schicht  von 
leuchtenden  Punkten  in  der  Fläche  s.  Der  Satz  lässt  sich  leicht 
ausdehnen  auf  den  Fall,  dass  die  leuchtenden  Punkte  innerhalb 
der  Fläche  s,  der  Punkt  0  ausserhalb  liegt,  ferner  auf  den  Fall 
zweier  geschlossener  Flächen,  die  einen  Teil  gemeinsam  haben 
und  beide  den  Punkt  0,  aber  nicht  die  leuchtenden  Punkte  um- 
scbliessen,  oder  umgekehrt. 

Während  in  Gleichung  (2)  die  Function   0^  eine  beliebige 
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Lösung  von  (1)  ist,  die  nur  den  bekannten  Gontinuitätsbedingun- 
gen  zu  genügen  bat,  wird  in  Folgendem  für  O  der  Wert  ange- 
nommen: 

(4)         q>  =  ■^C08(A  _i.)2«+  Z-8in(^_  1)2«. 

Darin  ist  r,  die  Entfernung  des  Punktes  x^  y,  2  von  einem  festen 
Punkte  Xj,  y^y  ;s^,  D  und  D'  hängen  von  der  Richtung  der  Linie 
Tj  ab,  sind  aber  im  Uebrigen  constant.  Man  kommt  auf  den 
Ausdruck  (4),  wenn  man  die  bekannte  particuläre  Lösung  von 
(1),  welche  einfache  Kugelwellen  darstellt,  einmal  oder  mehrmals 
nach  i  differentiirt  und  dabei  l  als  eine  kleine  Grösse  betrachtet, 
deren  höhere  Potenzen  zu  vernachlässigen  sind.  Ein  Punkt  1 
mit  den  Coordinaten  Xj,^,,  2^,  welcher  transversale  Wellen  von 
der  Art  aussendet,  dass  die  einzelnen  Componenten  die  Form  (4) 
haben,  wird  als  leuchtender  Punkt  bezeichnet  und  im  Weiteren 
stets  als  Lichtquelle  angesehen.     Es  wird  nun  der  Wert  des  in 

(2)  vorkommenden  /  dsSl^  ausgedehnt  über  eine  begrenzte  Fläche 

$j  abgeleitet  ftir  den  Fall,  dass  die  Function  0  durch  q>  ersetzt 
wird,  wobei  zunächst  Z)  =  1,  />'  =  0  gesetzt,  nachher  D  als  in 
beliebiger  Weise  von  der  Richtung  abhängig  angenommen  wird. 
Wenn  l  unendlich  klein  ist,  wenn  ferner  für  keinen  endlichen 
Teil  der  Fläche  9  oder  ihrer  Grenze  r^  -f  r^  constant  ist,  wenn 
endlich  die  gerade  Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  nicht 
durch  die  Grenze  der  Fläche  oder  unendlich  nahe  an  ihr  vorbei 
geht,  so  verschwindet  jenes  Integral,  falls  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  ]  und  0  die  Fläche  s  nicht  schneidet;  dagegen  hat  das 
Integral  den  Wert  +4779)^,  wenn  ein  solches  Schneiden  statt- 
findet. Dabei  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem 
die  Normale  N  in  dem  Schnittpunkte  einen  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  mit  der  von  1  nach  0  gezogenen  Geraden  bildet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  (§§  1-3)  wird  untersucht,  wie 
das  von  einem  leuchtenden  Punkte  1  ausgehende  Licht  durch  einen 
fremdartigen  Körper  modificirt  wird.  Zunächst  wird  (§  4)  der 
Fall  betrachtet,  dass  jener  Körper  völlig  schwarz  ist,  also  Licht 
weder  reflectirt,    noch   hindurchlässt.    Es  wird   erörtert,  welche 
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Werte  die  Functionen  op  und      ^f,    an  der  Oberfläche  des  Kör- 

öN 

pers  annehmen,  und  wie  daraus  die  Erscheinung  des  Schattens, 
also  die  geradlinige  Fortpflanzung  der  Lichtstrahlen  folgt  Dass 
an  der  Grenze  des  Schattens  Bewegungserscheinungen  auftreten, 
ergiebt  sich  aus  der  Beschränkung,  unter  der  oben  der  Wert  des 

I  ds.Si  abgeleitet  ist.    Jene  Ableitung  gilt  nicht  mehr,  wenn  die 

Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  unendlieh  nahe  an  der 
Grenze  der  Fläche  s  vorbeigeht.  Die  genauere  Erörterung  dieses 
Ausnahmefalles  führt  (§5)  auf  die  Grundformeln  flir  die  Beagungs- 
erscheinungen;  diese  werden  unter  Voraussetzung  einer  kleinen 
Oeffnung  in  einem  ebenen  Schirme  und  unter  den  üblichen  ver- 
einfachenden Annahmen  abgeleitet  Für  die  durch  Gitter  hervor- 
gebrachten Beugungsspectren  gelten  die  zuletzt  erwähnten  Formeln 
nicht  mehr,  weil  die  Spalten  des  Gitters  nicht  mehr  als  sehr 
gross  gegen  eine  Wellenlänge  angenommen  werden  können. 
Welche  Modification  hier  eintritt,  wird  im  folgenden  Abschnitt 
(§  6)  gezeigt  Die  Lichtquelle  sei  ein  leuchtender  Punkt,  der  in 
unendlicher  Entfernung  auf  dem  in  der  Mitte  des  Gitters  auf 
der  Gitterebene  errichteten  Lothe  liegt.  Man  kann  die  Grössen, 
die  in  diesem  Falle  an  Stelle  von  D  und  D*  der  Gleichung  (4) 
treten,  als  periodische  Functionen  von  x  {x  \n  der  Gitterebene 
senkrecht  zu  den  einzelnen  Spalten)  annehmen  und  nach  Sinus 

X 

und  Cosinus  der  Vielfachen  von   —  2n  (e  die  Breite  einer  Spalte) 

e 

entwickeln.  Die  einzelnen  dadurch  in  q>^  auftretenden  Integrale 
verschwinden  im  Allgemeinen,  wenn  die  ganze  Gitterbreite  gross 
gegen  X  ist.  Nur  einzelne  Richtungen  sind  ausgenommen.  Dar- 
aus folgt,  dass  in  einzelnen  Punkten  des  Gesichtsfeldes,  deren 
Lage  sich  leicht  ergiebt,  die  Lichtintensität  unendlich  gross  ist 
gegen  die  in  allen  andern  Punkten  des  Gesiebtsfeldes  statt- 
findende. 

Den  Schluss  (§  7)  der  Arbeit  bilden  Auseinandersetsangen 
zur  Erklärung  der  Reflexion.  Als  bekannt  werden  angmiom- 
men  die  Gesetze  der  Reflexion  ebener  LiehtwcUen  an  einer  Ebene; 
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man  kann  diese  als  eine  Folge  davon  ansehen,  dass  zwischen 
den  Yerriickungen  der  Aetherteilchen  in  beiden  Mitteln  und  deren 
Differentialquotienten,  beide  auf  Punkte  der  Grenze  bezogen, 
lineare  homogene  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  be- 
stehen. Unter  Benutzung  der  obigen  Hülfssätze  ergeben  sich 
daraus  die  Gesetze  der  Reflexion  von  Strahlen  der  Form  (4) 
an  beliebigen  Flächen.  Die  analoge  Betrachtung  für  die  Brechung 
ist  nicht  ausgeführt,  würde  sich  aber  in  derselben  Weise  erledi- 
gen lassen.  Wn. 


J.  Fröhlich.  Experimentaluntersuchungeii  über  die  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes.  Wiedemanu  Ann.  (2)  XV. 
576-613. 

Die  Arbeit  beginnt  mit  einem  experimentellen  Teile,  in  dem 
gezeigt  wird,  dass  die  beobachteten  Intensitäten  der  Uauptmaxima 
mit  der  gewöhnlichen  Beugungstheorie  in  Widerspruch  stehen. 
Daran  schliesst  sich  eine  theoretische  Erörterung  zur  Aufklärung 
dieses  Widerspruchs.  Zu  dem  Zwecke  wird  nach  dem  Vorgange 
von  Kirchhoff  mit  Hülfe  des  Green 'sehen  Satzes  der  Schwingungs- 
zustand in  einem  beliebigen  Punkte  eines  allseitig  begrenzten 
Raumes  ausgedrückt  durch  den  Schwingungszustand  an  der  Grenze, 
resp.  dessen  Differential  quotienten  nach  der  Normale.  Der  so 
gefundene  Ausdruck  wird  angewandt  auf  den  Fall,  dass  der  be- 
trachtete Punkt  Ton  der  Lichtquelle  durch  ein  Gitter  getrennt  ist. 
Dabei  wird  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  Kugelwelleu,  die 
das  Gitter  treffen,  dort  eine  sehr  schnelle  Aenderung  der  Am- 
plitude und  Phase  erleiden.  Diese  Aenderung  denkt  der  Ver- 
fasser durch  eine  Fourier'sche  Reihe  ausgedrückt,  deren  unbe- 
kannte Coefficienten  auch  in  dem  schliesslichen  Ausdruck  für 
die  Lichtintensität  des  betrachteten  Punktes  auftreten.  Vergleicht 
man  diesen  Intensitätsausdruck  mit  den  Beobachtungen,  so  findet 
sich,  was  wohl  von  vorn  herein  zu  vermuten,  dass  von  jenen 
unbekannten  Coefficienten  so  viele  berechnet  werden  können, 
als  Beobachtungsdata  vorliegen,  dass^man  daher  unendlich  viele 
verschiedene  Functionen    für   die    oben  genannten  Aenderungen 
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annehmeD  kann,  deren  jede  die  Beobacbtungsdaten  mit  gleicher 
Genauigkeit  wiedergiebt.  Jene  nicht  näher  zu  bestimmenden 
Aenderungen  erklären  die  Abweichungen  der  Beobachtungen  von 
der  früheren  Theorie,  die  zwar  die  Lage  der  Maxima  und  Minima 
genügend  genau  ergiebt,  nicht  aber  die  Grosse  der  Intensitäten. 
Zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Fröhlich  ist  zu  bemerken,  daas 
dasselbe  Problem  von  Herrn  G.  Kirchhoff  in  seiner  Arbeit  über 
die  Lichtstrahlen  (cf.  das  vorhergehende  Referat)  absolvirt  ist,  und 
zwar  nach  des  Referenten  Ansicht  in  eleganterer  und  strengerer 
Weise.  Wn. 


H.  Struve.     FresneFö   Interferenzerscheinungen   theore- 
tisch   und    experimentell    bearbeitet.     Diss  Dorpat    id8i. 

Wiedemann  Ano.  (2)  XV.  49-80. 

Der  Verfasser  geht  von  demselben  Grundgedanken  aus,  den 
zuerst  Herr  H.  F.  Weber  in  seiner  Theorie  der  FresneFschen  Inter- 
ferenzerscheinungen (Wiedemann  Ann.  (2)  VIII.  401-444,  cf.  F.  d.  M. 
XL  1879.  741-744)  ausgesprochen,  dass  nämlich  die  Berücksich- 
tigung der  Diffraction  für  diese  Theorie  wesentlich  sei.     Er  ge- 
langt jedoch  zu  den  Weber'schen  Endformeln  auf  viel  einfache- 
rem Wege,  und  ausserdem  gelingt  es  ihm,  die  Weber'schen  Re- 
sultate nach  zwei  Seiten  hin  zu  verallgemeinern.    Es  geschieht 
dies  dadurch,  dass  von  vorn  herein  das  Problem  als  eine  Ver- 
allgemeinerung einer  bekannten  Aufgabe  aus   der  Theorie    der 
Fresnerschen  Beugungserscheinungen  aufgefasst  wird.    Während 
nämlich  bei  den  Beugungserscheinungen  die  Intensität  in  einem 
Punkte  P  zu  bestimmen  ist,    wenn   die  von  einem  leuchtenden 
Punkte  L  ausgehenden  Lichtstrahlen  durch  eine  rechteckige  Oeff- 
nung  gebeugt  sind,  so  treten  hier  nur  an  Stelle  der  einen  zwei 
gleiche   rechteckige  Oeffnungen,  deren  längere  parallele  Seiten 
durch  einen  kleinen  Zwischenraum,  die  beugende  Kante,  getrennt 
sind.     Femer   sind    zwei    leuchtende   Punkte   vorhanden,    deren 
jeder  sein  Licht  nach  einer  der  Oeffnung  sendet.    Diese  Punkte, 
die  verschiedene  Entfernungen  von  der  beugenden  Kante  haben, 
machen  gleichartige  Schwingungen,  aber  von  verschiedener  Phase. 
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In  Folge  dieser  Fassang  des  Problems  ist  die  weitere  Behand- 
lang  desselben  in  ebeuso  einfacher  Weise  möglich,  wie  bei  den 
gewöhnlichen  Beugnngserscheinnngen.  Ebenso  wie  bei  diesen 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  für  die  Intensität  in  einem  beliebigen 
Punkte,  ein  Ausdruck,  der  dann  durch  die  üblichen  vereinfachen- 
den Annahmen  weiter  reducirt  wird.  Dadurch  wird  die  Betrach- 
tung der  complicirten,  den  Besserschen  Functionen  verwandten 
Transcendente,  auf  die  Herr  Weber  das  Problem  zurückgeführt 
hatte,  überflüssig.  Statt  dieser  Transcendente  treten  hier  viel- 
mehr, und  das  ist  eine  wesentliche  Vereinfachung,  in  dem  Aus- 
druck für  die  Lichtintensität  die  beiden  Functionen 

M(p)  =  y*co8(r-tj')d$,    N(v)  =  y  *8in(^'-t?')dg 

auf,  welche  mit  den  gewöhnlichen  Fresnerschen  Integralen  durch 
einfache  Relationen  zusammenhängen,  sich  aber  vor  denselben 
dadurch  auszeichnen,  dass  sie  für  positive  Argumente  v  keine 
periodische,  sondern  eine  stetige  Abnahme  besitzen.  Dies  wird 
daraus  abgeleitet,  dass  für  positive  Argumente  v  jene  Functionen 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

Weiter  folgen  aus  dieser  Form  unmittelbar  die  Gauchy'schen 
semiconvergenten  Reihen  zur  Berechnung  von  M  und  N  für  posi- 
tive 0,  während  die  Functionswerte  für  negative  Argumente  mit 
denjenigen  für  positive  Argumente  durch  die  Relationen  zusam- 
menhängen: 

Auf  die  besprochenen  Eigenschaften  der  Functionen  M  und  N 
stützt  sich  die  Discussion  des  Intensitätsausdrucks;  und  aus  dieser 
Discussion  ergeben  sich  nicht  nur  die  Weber'schen  Resultate, 
sondern  auch  Verallgemeinerungen  derselben,  die  darin  bestehen, 
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dass  die  virtuellen  Lichtpunkte  nicht  gleiche,  sondern  verschie- 
dene Abstände  von  der  beugenden  Kante  haben,  und  dass  die 
beugende  Kante  keine  mathematische  Linie  ist,  sondern  eine  iui 
Vergleich  zur  Wellenlänge  des  Lichts  nicht  zu  vernachlässi- 
gende Breite  besitzt.  In  dem  Falle,  wo  der  Interferenzapparat  ein 
Doppelspiegel  ist,  sind  diese  Annahmen  gleichbedeutend  damit, 
dass  die  mathematische  Durchschnittslinie  der  Spiegelebenen 
nicht  mit  der  beugenden  Kante  zusammenfällt,  und  dass  die 
beiden  Spiegel  nicht  vollständig  an  einander  grenzen.  Die  Unter- 
suchung des  Einflusses,  den  eine  gewisse  Breite  der  beugenden 
Kante  auf  die  Erscheinungen  ausübt,  ist  aber  nötig,  wenn  man 
die  Fresnelschen  Interferenzerscheinungen  nicht  nur  qualitativ, 
sondern  auch  quantitativ  mit  der  Theorie  vergleichen  will. 

Den  Schluss  der  Arbeit,  deren  Resultate  im  Einzelnen  mit- 
zuteilen hier  zu  weit  führen  würde,  bilden  Messungen  zur  Ver- 
gleichung  der  theoretischen  Ergebnisse  mit  der  Erfahrung. 

Wn. 


A.  LiNDSTEOT.     Zur  Theorie  der  Fresnel'schen  Integrale. 

V\  iedemaoD  Add.  (2)  XV (I    720-725. 

Der  Verfasser  hat  eine  Tafel  für  die  mit  den  Fresnelschen 
Integralen  verwandten  Functionen  ^f  (o),  N(c)  (vergleiche  das  vor- 
hergehende  Referat)   berechnet,    die  für  r  =  \\ß-\-':rJ^    das 

Intervall  /$  ==  0  bis  /:^  =  ^!,9  umfasst.  Zur  Berechnung  dienen  für 
grosse  Werte  von  r  die  bekannten  semiconvergenten  Reihen, 
während  für  kleinere  Werte  des  Arguments  neue  Recursions- 
furmeln  aufgestellt  werden,  die  eine  bequeme  Berechnnng  ge- 
statten. Wn. 


H.  SrRUVK.     Ueber  den  Einfluss  der  Diifraction  au  Fem- 
rOhreu  auf  Liehtscheiben.    Petereb.  Mem.  XXX.  No.  k 

11.  Strvvk.    Beitraor  zur  Theorie  der  DifFraction  an  Fem« 

^hreu.     WiedemaoD  Add.  (2    XVIL  1008  101«). 
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In  der  ersten  der  beiden  Arbeiten,  die  dem  Referenten  nicht 
zugänglich  war,  hat  der  Verfasser,  wie  er  im  Eingang  der  zwei- 
ten Arbeit  erwähnt,  unter  anderem  die  Intensitätsverteilung  in 
der  Focalebene  eines  Fernrohrs  für  den  besonderen  Fall  unter- 
sucht, dass  das  geometrische  Focalbild  der  Lichtscheibe  gerad- 
linig begrenzt  ist  und  in  allen  Teilen  dieselbe  specifische  Inten- 
sität besitzt.  Die  Aufgabe  führte  auf  die  Bestimmung  eines 
Doppelintegrals  der  BesseFschen  Function  JX^)  ^^^  wurde  mit 
Hülfe  von  Keihenentwickelungen  ausgeführt.  Dieselbe  Aufgabe 
nun  wird  in  der  zweiten  Arbeit  auf  directerem  Wege  und  in 
eleganterer  Form  gelöst.  Aus  dem  bekannten  Ausdruck  für  die 
Intensität,  welche  ein  Lichtpunkt  bei  der  Beugung  durch  die 
kreisförmige  Oeffnung  des  Fernrohrs  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  Focalebene  hervorbringt,  ergiebt  sich  durch  Integration  für 
die  von  einer  Lichtlinie  herrührende  Intensität  ein  Ausdruck  von 
der  Form 


(1)     i-cj 


xVx  --  s 

z  ' 

Durch  verschiedene  Umformungen,  bei  denen  neben  anderen 
bekannten  Formeln  die  Neumann*sche  Darstellung  von  [^,(ir)]' 
durch  ein  Integral  von  «/,(a;),  sowie  das  Mehler'sche  Integral  für 
7^(0?)  (cf.  F.  d.  M.  IV.  1872.  p.  227)  benutzt  werden,  gelangt  man 
zu  dem  Resultate: 

{^)      '      Y     — ?* — ' 

wo 


n 


2  /'T 

Äj  (ä)  =  —  j5    /      sin  (a  smß)  cos "«  d(i 

i) 

eine^mit  den  Bessel'schen  Functionen  nahe  verwandte  Function 
ist.  Für  £r,(«)  wird  noch  eine  andere  Integraldarstellung  mitge- 
teilt, ferner  eine  convergente  und  eine  semiconvergente  Reihen- 
entwickelung, endlich  eine  Recursionsformel,  die  H^{&)  mit  der 
Function 


/i 


H^(z)  =  —    /  ^  B\u(zs\\\ß)dß 


u 
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verbindet.  Aus  (2)  folgt  durch  Integration  nach  s  zwischen  den 
Grenzen  z  und  oo  die  Intensitätserteilung  an  einer  geradlinig 
begrenzten  homogenen  Lichtscheibe  (Kreisscheibe  von  unendlich 
grossem  Radius).  Für  dies  Integral  ergeben  sich  aus  den  oben 
erwähnten  Reihen  für  H^(z)  analoge  Reihen,  die  unmittelbar  zu 
genäherten  Ausdrücken  für  die  gesuchte  Intensität  führen. 

Zum  Schluss  wird  angedeutet,  wie  man  auf  analoge  Weise 
ein  allgemeineres  Integral  entwickeln  kann,  das  aus  (1)  entsteht, 
wenn  dort  Jn{ax).Jn(bx)  an  Stelle  von  \Ji(x)V  ^"^-  ^'^^  allge- 
meinere Integral  würde  seine  Anwendung  bei  einer  ringförmigen 
ObjectivöflFnung  finden.  Wn. 

J.  Delsaux.      Sur   une   propri^td  de   la   diffraction   des 
ondes  planes  dans  les  sjst^raes  de  petites  ouvertures. 

Brnx.  8.  sc.  VL  B.  1-8. 

Verallgemeinerung  von  Eigenschaften,  die  für  einen  beson* 
dem  Fall  aufgestellt  waren.  Man  vergleiche  „Billet,  Optique 
physique"  I.  p.  224.  Mn.  (0.). 

W.  König.     Ueber  die  elliptische  Polarisation  des  reflec- 

tirt    gebeugten    Lichtes.    Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  1016-1036. 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  enthält  eine  theoretische 
Entwickelung,  die  sich  eng  an  eine  Arbeit  von  Röthy  (cf  F.  d.  M. 
XII.  1880.  p.  770)  anschliesst.  An  Stelle  der  von  Röthy  be- 
trachteten Kugelwellen  geradlinig  polarisirteu  Lichts  treten  hier 
nur  solche  elliptisch  polarisirteu  Lichts.  Wn. 

GüUY.      Sur   la   propagation   des  ondes   lumineuses,   en 
^gard  k  la  dispersion.    B^aal  J.  (3)  Vlll.  335*356 

Das  Hauptresultat  der  vorliegenden  Arbeit  war  vom  Ver- 
fasser bereits  im  Jahre  1880  in  den  C.  R.  ohne  Beweis  veröffent- 
licht und  von  Herrn  Cornu  bekämpft  (cf  F.  d.  M.  XIL  1880. 
p.  749).    Hier  tritt  uun  deutlicher  hervor,  was  der  Verfasser  meint; 
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er  unterscheidet  nämlich  in  Bezug  auf  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit zwei  verschiedene  Begriffe,  1)  die  individuelle  Geschwin- 

l 
digkeit  einer  einzelnen  Welle,  die  =  -=■  ist,  wenn  X  die  Wellen- 
länge, T  die  Vibrationsdauer;  2)  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  Lichtintensität  bei  dem  Zusammenwirken  einer  Zahl 
von  Wellen,  die  zusammen  nahezu  homogenes  Licht  ergeben. 
Diese  soll 


X 


<\) 


T  dl 

sein.  Es  wird  dies  folgendermassen  begründet.  Die  Bewegung, 
welche  eine  einzelne  ebene  Welle  von  der  Fortpflanzungsrichtung 
X  hervorbringt,  sei  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(1)        T]  =  ABm(Kx  —  St)  -h  BcoH(Kx-St), 

wobei  zwischen  den  Constanten  S  und  K  eine  Gleichung  von 
der  Form 

(2)        S  =  Fl/T) 

stattfindet.  Wirken  unzählig  viele  ebene  Wellen  mit  verschiede- 
nem K  zu  gleicher  Zeit,  so  ist  die  VerrUckung  eines  Punktes 

(3)        V=  f    \q^XK)fi\n{Kx-St)-\-(p^(K)cos{Kx^St\dl(; 

die  Functionen  q>^  und  ^,  sind  durch  den  Anfangszustand  des 
Mediums  bestimmt.  Die  durch  (3)  dargestellte  Lichtbewegung 
erzeugt  nahezu  homogenes  Licht,  wenn  die  Functionen  qp,  und  q>^ 
für  alle  Werte  von  K  verschwinden,  ausser  für  solche  Kj  die 
zwischen  K^  —  b  und  Kq -\- e  liegen,  unter  £  eine  kleine  Grösse 
verstanden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  wird  die  Gleichung  (3)  in  die  Form  gebracht 

(4)        Tj  =  %(x,t)Bm[K,x^S,t+x(^M 
Die  hierdurch  repräsentirte  Bewegung,  deren  Intensität 

t-/it 
ist,   wird  gedeutet  als  eine  Wellenbewegung  mit  veränderlicher 
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WellenläDge,  Amplitude  und  Phase;  und  zwar  sind  die  Aeude- 
rungen  dieser  Grössen  langsame.  Denkt  man  nun  die  rechte 
Seite  von  (2)  nach  dem  Taylor'schen  Satze  nach  Potenzen  von 
K—Kq  entwickelt  und  bricht  schon  nach  der  ersten  Potenz  von 
K  -Kq  ab,  so  enthalten  die  in  (4)  vorkommenden  Functionen 
Fund  X  die  Variabein  x  und  t  nur  in  der  Verbindung  x—iF'{K^)j 
und  auch  die  Intensität  /  wird  ein  Ausdruck  der  Form 

/  =  f[x-tF'CK,)l 

Die  Gleichung  (4)  stellt  dann  eine  Wellenbewegung  dar,  die  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  o  =  F'(K^)  fortpflanzt.  Diese  Näherung 
genügt  indessen  nur,  wenn  das  Licht  sehr  nahe  homogen  ist;  in 
den  meisten  Fällen  wird  eine  weitere  Näherung  nötig.  Behält 
man  daher  in  der  obigen  Entwickelung  von  S  noch  das  Glied 
(JC—K^y  bei,  so  erhält  man  für  die  Functionen  JP(x,/)cosx(ii?,/) 
und  F(ir,<)  8in(x(x,0)  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  I  fort- 
schreiten, während  ihre  Coefficienten  Functionen  des  Arguments 
x—iF\K^)  sind.  Vernachlässigt  man  hier  die  zweiten  und  höhe- 
ren Potenzen  von  /,  so  folgt  für  die  Fortpflanzungeschwindigkeit, 
die  vorher  F\Kq)  war,  der  Wert: 

falls  l  die  Wellenlänge  der  durch  (4)  repräsentirten  Bewegung 
ist.     Vermöge  der  Bedeutung  von  F  kann  man  schreiben 

l 


<7)        >      .<t) 

dK  .f  l\   ~   T  dl 


F  =  4i=  _^_=^_i 


<i) 


Ist  n  =  —  der  Brechungsexponent  beim  üebergang  von   einem 

Medium  in  ein  andres,   so  ist  das  Verhältnis  der  Lichtgeschwin- 
digkeiten in  beiden  Medien 

V  ,  du 


dl 


Gapitel2     Akastik  und  Optik  K41 

Referent    hält    die  Resultate   der  Arbeit   noch  immer  für  unan- 
nehmbar, die  oben  skizzirte  Begründung  für  nicht  stichhaltig. 

Wn. 


P^.  LoMMEL.     Theorie  der  elliptischen  Doppelbrechung. 

WiedemaDD  Ann.  (2)  XV.  378-390. 

Die  Grundlage  der  Untersuchung  bilden,  abgesehen  von  ge- 
ringen hier  angebrachten  Modificationen,  die  Gleichungen,  von 
denen  der  Verfasser  in  seiner  Theorie  der  Doppelbrechung  aus- 
gegangen war  (cfr.  F.  d.  M.  X.  1878.  696).  Die  Modificationen 
bestehen  darin,  dass  1)  die  Gleichungen  nicht  auf  die  Haupt- 
elasticitätsaxen  bezogen  werden,  sondern  auf  solche  Axen,  dass 
z  die  Fortpflanzungsrichtung  ist,  und  dass  2)  jeder  der  beiden 
Gleichungen  für  die  Bewegung  der  ponderablen  Molecüle  noch 
ein  Zusatzglied  hinzugefügt  ist,  herrührend  von  dem  schrauben- 
förmigen Bau  der  Molecüle,  während  die  Gleichungen  für  die 
Bewegung  der  Aethermolecüle  ungeändert  bleiben.  Die  eben 
erwähnten  Zusatzglieder  sind  von  derselben  Form,  wie  in  der 
im  vorigen  Bande  des  Jahrbuchs  besprochenen  Arbeit  des  Ver- 
fassers (cfr.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  p.  751).  Für  die  Componenten 
der  Schwingungen  der  Aether-  und  Körpertheilchen  wird  der 
Ausdruck 

angenommen,  je  mit  einer  Constanten  multiplicirt,  und  es  wird 
dann  untersucht ,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Ausdrücke 
den  obigen  Grundgleichungen  genügen.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  Bewegungen  der  Aethermolecüle  in  zwei  entgegengesetzt 
elliptisch  polarisirten  Wellen  bestehen,  deren  Bahnellipsen  ein- 
ander ähnlich,  aber  um  einen  rechten  Winkel  gegen  einander 
gedreht  sind,  und  die  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  fort- 
schreiten. Weiter  werden  die  Ausdrücke  für  die  Axenrichtungen, 
das  Axenverhältuis  der  Ellipsen,  der  Phasenunterschied  beider 
Wellen  etc.  genauer  discutirt  und  mit  Beobachtungen  von  Jamin 
verglichen.  Wn. 
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E.  Kkttelkr.      Einige    Bemerkungen    zu    Arbeiten    der 
Herrn   Lommel,   Glazebrook    und    Mathieu.    Wiedemano 

Ann.  (2)  XV.  613-623. 

E.  LOMMEL.       Zur    Theorie    des    Lichts.     Wiedemann  Ann.  (-2) 
XVI.  427-441. 

Die  BemerkuDgen  des  Herrn  Ketteier  sind  vorzugsweise  gegen 
Herrn  LommeVs  optische  Arbeiten  (cfr.  F.  d.  M.  X.  p  692,  XL 
p.  739,  XIL  p.  772,  XIIL  p.  751,  sowie  das  vorhergehende  Re- 
ferat) gerichtet.  Gegen  die  darin  erhobenen  Angriffe  vertheidigt 
Herr  Lommel  seine  Theorie  und  weist  jene  Bemerkungen  sämmt- 
licb  als  ungerechtfertigt  zurück.  Es  handelt  sich  um  folgende 
Einwände.  Eetteler  bemerkt,  LommeVs  zweiconstantige  Disper- 
sionsformel sei  nicht  leistungsfähig  und  stimme  mit  den  Beob- 
achtungen nicht  fiberein,  da  sie  mit  seiner,  Ketteler*s,  Dispersions- 
formel nicht  übereinstimme.  Diesen  Schluss  weist  Lommel  durch 
directe  Vergleichung  seiner  Formel  mit  den  Beobachtungen  als 
falsch  nach.  Ketteier  setzt  ferner  an  LommeFs  Theorie  aus, 
dass  sie  nur  einfache  Mittel  (solche  mit  einem  einzigen  Absorp- 
tionsgebiet) behandeln  könne,  und  diese  kämen  in  der  Natur 
nicht  vor.  Demgegenüber  bemerkt  Lommel,  dass,  da  er  jedem 
Molecül  drei  Eigenschwingungen  von  verschiedener  Periode  bei- 
lege, ein  aus  solchen  Molecülen  bestehendes  Medium  drei  Ab- 
sorptionsstreifen besitze.  Auch  sei  der  Uebergang  auf  Körper, 
die  aus  Molecülen  beliebig  verschiedener  Arten  bestehen,  sehr 
nahe  liegend.  Eine  nebenbei  gemachte  Bemerkung  Ketteler's, 
LommeFs  Theorie  fordere,  dass  ein  Oas  an  der  Grenze  seiner 
Verdünnung  einen  unendlich  grossen  Extinctionscoefficienten  habe, 
wird  als  völlig  unzutreffend  zurückgewiesen. 

Eine  weitere  Bemerkung  Eetteler's  sagt,  Lommel  könne  ihm 
auf  das  katoptrische  Gebiet  der  undurchsichtigen  Mittel  nicht 
folgen;  Lommel  kenne  nur  FresneFs  Intensitätsformeln  für  das 
gespiegelte  Licht,  nicht  aber  die  allgemeinen  Formeln  für  Re- 
flexion an  absorbirenden  Medien,  auch  nicht  die  Abhängigkeit 
des  Extinetions-  und  Refractionscoefficienten  vom  Einfallswinkel. 
Lommel  erwidert,  er  habe  nur  über  diesen  Teil  der  Theorie  bis- 
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her  noch  nichts  veröffentlicht,  da  er  zuvor  das  Einfachere,  die 
Lichtbewegung  innerhalb  eines  einzelnen  Mediums  habe  absol- 
viren  wollen.  Er  habe  aber  auch  schon  den  Uebergang  aus 
einem  Medium  in  ein  anderes  behandelt.  Aus  einer  darüber 
demnächst  zu  veröffentlichenden  Arbeit  teilt  er  als  erwähnens- 
wertes neues  Resultat  mit,  dass  zu  dem  Brechungsgesetze  der 
Wellennormale  ein  analoges  Gesetz  für  die  Brechung  der  Ab- 
sorptionsnormale hinzutrete.  Dadurch  gelange  er  zu  Formeln, 
die  noch  allgemeiner  seien,  als  die  Eetteler's  Uebrigens  stehe 
er,  was  die  Reflexionstheorie  betreffe ,  im  Wesentlichen  auf 
Eetteler's  Standpunkt,  dessen  Verdienste  in  diesem  Teile  er  an- 
erkenne. Dagegen  müsse  er  sich  seinerseits  gegen  die  Grund- 
lagen von  Ketteler's  Dispersionstheorie  wenden.  Die  von  Kettelcr 
an  die  Spitze  seiner  Theorie  gestellten  Gleichungen  (cf.  F.  d.  M. 
XII.  1880.  p.  7Ö8,  759;  gegen  die  Begründung  dieser  Gleichungen 
hat  auch  Referent  wiederholt  Bedenken  geäussert)  seien  nicht 
aus  der  Mechanik  abgeleitet,  sondern  Forderungen,  die  Ketteier 
formulirt  habe,  um  ihnen  ohne  weitere  Begründung  den  Rang 
dioptrischer  Grundgesetze  zu  vindiciren.  Ferner  arbeite  Ketteier 
mit  Differentialgleichungen,  welche  eine  willkürliche  Constante, 
die  erst  im  Integral  auftreten  sollte,  bereits  enthielten. 

Ein  letzter  Einwurf  von  Ketteier,  der  sich  gegen  LommeFs 
Fluorescenztheorie  richtet,  wird  gleichfalls  als  unhaltbar  nach- 
gewiesen. 

Ausser  gegen  Lommel  wendet  sich  Ketteier  auch  gegen  die 
Reflexionstheorieen  von  Glazebrook  und  Mathieu  (cf.  F.  d.  M.  XIII. 
1881.  p.  749).  Er  findet  es  verwunderlich,  dass  diese  Autoren 
auf  den  Standpunkt  F.  Neumann's  zurückgehen.  Auch  halte  er 
für  falsch,  dass  Mathieu  bei  der  Reflexion  einen  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  postulire.  Eine  genügende  Begründung  dieses  Ur- 
teils wird  nicht  mitgeteilt.  Wn. 


W.  Voigt.  Bemerkungen  zu  Herrn  E.  LommeTs  Theorie 
der  Doppelbrechung,  der  Drehung  dei  i.^larisations- 
ebene  und  der  elliptischen  Doppelbrechung.    Wiedemano 

Ann.  (2)  XVII.  468-476. 
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Herr  Voigt  erbebt  gegen  die  Grundlagen  der  Lommerschen 
Licbttbeorie  Einwände,  die  nach  des  Referenten  Ansieht  gewich- 
tiger sind,  als  die  von  Ketteier  (cf.  das  yorbergehende  Referat) 
erhobenen.  In  Lommers  Theorie  ist  es  unerlässlich,  die  Dichtig- 
keit des  Aethers  als  sehr  klein  gegenüber  derjenigen  ponderabler 
Körper  anzunehmen.  Diese  Annahme  führt  aber  zu  der  Folge- 
rung, dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  den 
grössten  Wert  bat  ftir  Licht  von  kleinster  Schwingungsdauer, 
sowie  dass  mit  verschwindender  Absorption  auch  die  Dispersion 
verschwindet.  Beide  Folgerungen  stehen  in  directem  Widerspruch 
mit  der  Erfahrung. 

Ein  weiteres  Bedenken  knüpft  sich  daran,  dass  die  Kräfte, 
welche  nach  Lommel  zwischen  den  ponderablen  Molecülen  wirken, 
solche  sind,  die  ihrerseits  die  Erscheinungen  der  Elasticität  nicht 
erklären.  Abgesehen  davon,  dass  die  Einführung  dieser  Kräfte 
bei  Lommel  nicht  genügend  motivirt  ist,  beruht  auch  die  einzig 
mögliche  Deutung  jener  Kräfte,  die  Helmholtz  in  seiner  Arbeit 
Ober  anomale  Dispersion  (cfr.  F.  d.  M.  VL  1874.  p.  654)  giebt, 
auf  Vorstellungen,  die  denjenigen  widersprechen,  welche  der  er- 
probten allgemeinen  Elasticitätstheorie  zu  Grunde  liegen.  Ein 
ganz  analoges  Bedenken  wird  gegen  die  Widerstandskraft  er- 
hoben, die  Lommel  einführt,  um  die  Drehung  der  Polarisations- 
ebene zu  erklären.  Eine  letzte  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die 
Reibungskraft,  die  Lommel  zwischen  Aether-  und  Körpertheilchen 
wirkend  annimmt.  Diese  ist  von  Lommel  mit  falschem  Vorzeichen 
eingeführt.  Die  Einfährung  des  richtigen  Vorzeichens  würde  eine 
umständliche  Gorrectur  aller  Formeln  erfordern.  Wn. 


E.  Kettelkr.    Theorie  der  circiilar-  und  elliptiseh-pola- 

risirenden    Mittel.     WiedemaDO  Aon.  (2)  XVI.  86-128. 

Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  Lichtbewegung  in  einem 
gewöhnlichen  circular  polarisirenden  Medium.  Die  zu  Grunde 
gelegten  Gleichungen  haben  wesentlich  die  schon  früher  von 
Herrn  Ketteier  benutzte  Form  (cfr.  F.  d.  M.  XII.  1880.  p.  758), 
lur  dass  für  die  Bewegung  der  Körpermolecüle  Kräfte  ähnlicher 
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Art  hinzugefugt  werden,  wie  sie  von  Louiniel  (cf.  F.  d.  M.  Xill. 
1881.  p.  751)  benutzt  sind.  F'älit  die  a-Axe  mit  dem  Licbtstrable 
zusammen,  so  ergiebt  das  sogenannte  Gesetz  der  Verwandlung 
der  Sebwinguogsarbeit  des  Aetbers  die  Gleichungen 

)  »»^«J'  +  'S«  ^d*'  =  e^^^.  f  ^  +  — ,d,, 

^«|;id,  +  ^„.'^dy  =  e(0  +  |U|J>, 

während  das  Gesetz  der  VerwandluDg  der  Scbwioguogsarbeit  der 
Molecularkräfte  der  KörperteileheD  für  jede  einzelne  Moleeular- 
qaalität  Gleichungen  der  Form  ergiebt: 

„,^df  +  m'^df' 


(II) 


=  -(>c?+y-f>,-'-(f,'+ö^>r, 


«l-^^f +"•'?> 


=  -(''n'  +  y^h'  +  {U'^,^)sr. 


dt  /^'  '  v>  '  «  dt 
Darin  bedeuten  |,  tj  die  Schwingungseomponenten  der  Aetber-, 
$',  jy'  die  der  Körperteilchen,  i»,  m'  ihre  Massen.  Die  Grössen 
^7  ^9  /?  ^  9  s^"^  Constanten.  Endlich  bedeuten  ds,  ds'y  df,  df  kleine 
Verrückungen,  deren  resp.  Verhältnisse  als  für  das  Mittel  charak- 
teristisch gleichfalls  als  gegeben  vorausgesetzt  werden.  Die  vier, 
die  Constanten  f,  g  enthaltenden  Glieder  sind  zu  den  früheren 
Gleichungen  des  Verfassers  neu  hinzugetreten.  Es  wird  nun 
untersucht,  unter  welchen  Bedingungen  man  den  Gleichungen 
(I),  (II),  (denen  nach  des  Referenten  Ansicht  eine  genügende 
mechaniche  Begründung  bisher  noch  fehlt)  genügen  kann  durch 

|  =  2l.e^%os[2«(|+-^')], 
»     -r'"    .    r .    f  l    .  o*M 

r  =  a;  e-r*%08[2^  (  ^,  +  ^?)-./.  ], 
r/  =  a;  «^  "•■  sin  [2;t  (i,  i   ^)  -    ./„]• 
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Im  AllgeroeineD  beschreiben  die  Aether-  und  Körperteilcheo  con- 
foeale  Ellipsen  in  demselben  Sinne.  In  den  besonderen  Fällen 
t  =  0  oder  g  =  0  geben  diese  in  Kreise  über.  Je  nach  dem 
Sinne,  in  dem  diese  Kreise  durchlaufen  werden,  ist  das  Ampli- 
tudenverhältnis  der  Aether-  und  Körperteilchen  nebst  dem  Gang- 
unterschiede  J  verschieden;  somit  ist  für  beide  Fälle  auch  der 
Refractionscoefficient  a  und  der  Extinctionscoefficient  6  Air  rechts- 
läufige  Schwingungen  ein  anderer,  als  für  linksläufige.  Die  fttr 
die  Abhängigkeit  dieser  Coefficienten  von  der  Wellenlänge  X  sieh 
ergebenden  Formeln  werden  eingehend  discutirt. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  die  magnetischen  Mittel  be- 
trachtet. Die  zu  Grunde  liegenden  Gleichungen  sind  von  ganz 
ähnlicher  Form  wie  die  obigen  Gleichungen  (I)  und  (II),  nur  dass 
{  =  0  gesetzt  wird.  Dieselben  Gleichungen,  nur  wenig  modifi- 
cirt,  dienen  sodann  (dritter  Abschnitt)  zur  Untersuchung  einaxig 
krystallinischer  Mittel,  welche  elliptisch  polarisiren,  während  in 
den  beiden  letzten  Abschnitten  die  Gleichungen  des  ersten  zur 
Erklärung  der  Drehung  der  Polarisationsebene,  sowie  der  circu- 
laren  Reflexion  und  Refraction  fllr  senkrechte  Incidenz  angewandt 
werden.  Die  Einzelresultate  dieser  Untersuchungen  hier  mitzu> 
teilen,  würde  zu  weit  führen.  Wn. 


A.   WüLLNER.       Zur    Dispersion    farblos    durchsichtiger 

Medien.     Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  580-587. 

Der  von  Helmholtz  in  seiner  Theorie  der  anomalen  Disper- 
sion (cf.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  654)  abgeleitete  Dispersionsformel 
wird  umgeformt  und  dann  auf  farblos  durchsichtige  Medien,  d.  b. 
auf  solche,  für  die  der  Absorptionscoefficient  verschwindet,  an- 
gewandt.    Für  diese  ergiebt  sich  folgende  Dispersionsformel: 


n*-l  =  -PA"+0 


l 


m 


Eine  Vergleichung  dieser  Formel  mit  den  Beobachtungen  ergiebt 
weiter,  dass  für  alle  untersuchten  Substanzen  ?  und  Q  sehr  nahe 
gleich    sind.     Setzt   man  beide  gleich,   so  geht  die    Formel   in 
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eine  schon  von  Lommel  abgeleitete  über  (cfr.  F.  d.  M.  XI.  1879. 
p.  739).  Wn. 


R.  F.  Glazebrook.     Ou  the  refraction  of  plane  polarised 
light   at  the  surface   of  a   uniaxal    crystal.    Phil.  Trane. 

CLXXIIL  595-620. 

Die  Arbeit  ist  grösstenteils  experimentell.  Der  Verfasser 
bemerkt,  dass  die  Gesetze  der  Reflexion  nnd  Brechung  des 
polarisirten  Lichtes  an  einer  Erystallfläche  aus  der  elektromagne- 
tischen Lichttheorie  von  Lorentz  (Scblömilch  Z.  XXII.;  s.  F.  d.  M. 
X.  1878.  689),  Fitzgerald  (Phil.  Trans.  CLXXL;  cf.  F.  d.  M.  XIL 
1880.  751)  und  ihm  selbst  (Gamb.  Proc.  1881)  abgeleitet  sind. 
Er  recapitulirt  die  Formeln,  zu  denen  er  frtlher  gelangt  war,  und 
formt  sie  so  um,  wie  es  die  besonderenBeobachtungsbedingungen 
erfordern.  Zwei  längere  Beobachtungsreihen,  die  im  Herbst  1880 
und  im  Sommer  1881  angestellt  sind,  ftlhren  dann  zu  dem  Er- 
gebnis, dass  die  Formeln,  zu  denen  die  elektromagnetische  Licht- 
tbeorie  hinsichtlich  der  Beziehung  gelangt,  in  welcher  die  Polari- 
sationsebene des  einfallenden  zu  der  des  an  der  Oberfläche  eines 
einaxigen  Krystalls  gebrochenen  Strahles  steht,  nicht  genau  sind, 
sondern  die  Erscheinung  nur  angenähert  wiedergeben.  Die  For- 
meln sind  dieselben,  wie  die  von  Neumann,  MacCuUagh,  Kirch- 
hoff und  Anderen  aus  verschiedenen  Hypothesen  tlber  die  Natur 
des  Aethers  abgeleiteten.  Im  Falle  eines  isotropen  brechenden 
Mediums  stimmen  dieselben,  was  die  Lage  der  Polarisationsebene 
des  reflectirten  Strahles  betrifft,  mit  Fresners  Formeln  übereio, 
nicht  aber  für  den  gebrochenen  Strahl.  Cly.  (Wn.). 


R.  J.  Glazebrook.      On  some  equations  connected  with 
the    electromagnetic    theory    of  light.    Cambr.  Proc.   iv. 

155-167. 

Das  Problem  der  Reflexion  und  Refraction  des  Lichtes  nach 
MaxvveU's  Theorie  ist  von  Lorentz  behandelt  worden  (Scblömilch 
Z.  XXII.),  dann  von  J.  J.  Thomson  (Phil.  Mag.  1880),  wenigstens 
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insofern,  als  isotrope  Medien  in  Betracht  kommen,  und  dann  aacb 
von  Fitzgerald  (Phil.  Trans.  1881).  Die  vorliegende  Arbeit  giebt 
eine  Methode,  die  Intensität  der  reflectirten  und  gebroch nen 
ebenen  Wellen  im  allgemeinsten  Falle  zu  gewinnen,  nämlich  die 
einer  Welle,  welche  in  einem  krystalliniscben  Medium  auf  die 
Oberfläche  eines  anderen  Krystalls  einfällt.  Diese  Methode  ist 
einfacher  als  -die  Methode  von  Lorentz  oder  Fitzgorald.  Einige 
Resultate  sind  in  einer  Form  ausgedrückt,  dass  sie  sofort  experi  • 
raentell  verificirt  werden  können.  Glr.  (0.). 


A.  C.  VAN  Run  van  Alkemadk.  De  elliptische  polari- 
satie  bij  de  terugkaatsing  van  het  lieht  door  door- 
schynende  middenstoffen.    Dias.  Leiden. 

Die  Dissertation  handelt  über  die  elliptische  Polarisation  bei 
der  Reflexion  des  Lichtes  an  der  Oberfläche  durchscheinender 
Mittel.  Der  bekannte  Satz  von  Fresnel  lässt  einige  Umstände, 
welche  auf  diese  Reflexion  von  Einfluss  sind,  ausser  Acht.  Canchy 
hat  dies  zu  verbessern  gesucht,  indem  er  longitudinale  Schwin- 
gungen einführte,  was  aber  nicht  ausreicht  wegen  der  Schwierig- 
keiten, welche  seine  Aethertheorie  mit  sich  bringt.  Deshalb  giebt 
der  Verfasser  der  elektromagnetischen  Theorie  von  Maxwell  den 
Vorzug,  wobei  aber  die  Schwierigkeit  entsteht,  dass  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  longitudinalen  Oscillationen  von 
einer  Constanten  abhängt,  welche  von  Helmholtz  in  die  Formel 
für  die  Inductionswirkung  dreier  Stromelemente  eingeführt  ist, 
und  deren  Wert  man  noch  nicht  hat  bestimmen  köunen,  so  dass 
damit  die  Existenz  von  longitudinalen  Schwingungen  zweifelhaft 
wird.  Es  wird  gezeigt,  dass,  wenn  longitudinale  Schwingungen 
möglich  sind,  ihr  Einfluss  jedenfalls  klein  ist  im  Vergleich  zu 
dem  von  Lorentz  in  Kopenhagen  gefundenen  Umstand,  dass  beide 
Mittel,  an  deren  Grenzfläche  das  Licht  reflectirt  wird,  nicht  scharf 
von  einander  getrennt  sind,  sondern  dass  daselbst  ein  allmählicher 
Uebergang  stattfindet.  Weiter  wird  untersucht,  in  wiefern  eine 
wenn  auch  noch  so  schwache  Absorption  des  Lichtes  zu  der 
beobachteten  elliptischen  Polarisation  beitragen  kann,  zunächst, 
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weil  die  elliptische  Polarisation  bei  Metallen  aus  ihrer  Undurch- 
driDglichkeit  erklärt  wird,  und  ferner,  weil  u.  A.  nach  den  Ver- 
suchen von  Wiederaann  auch  andere  stark  absorbirende  Mittel 
eine  starke  elliptische  Polarisation  zeigen.  Aus  der  ausführlichen 
Bezeichnung  ergiebt  sich  indessen,  dass  diese  Absorption  zur 
Erklärung  der  elliptischen  Polarisation  nicht  beitragen  kann.  Die 
Dissertation  zeichnet  sich  durch  klare  Auseinandersetzung  und 
gründliche  Behandlung  des  wichtigen  Gegenstandes  aus. 

G. 


F.  Lippich.     üeber  polaristrobometrische  Methoden. 

Wien  Ber.  LXXXV.  268-326. 

Bringt  man  zwei  Polarisatoren  in  gekreuzter  Stellung  vor 
das  Auge,  so  erscheint  das  Gesichtsfeld  nicht  gleichmässig  dun- 
kel, sondern  von  den  dunkelsten  Stellen  aus  nimmt  die  Helligkeit 
in  verschiedener  Weise  zu.  Der  Grund  dafür  liegt  darin,  dass 
ein  Polarisator  entweder  nur  für  eine  einzige  Strahlenrichtnng 
genau  geradlinig  polarisirtes  Licht  giebt,  oder  dass,  wenn  für 
alle  Strahlenrichtungen  innerhalb  gewisser  Grenzen  das  Licht 
geradlinig  polarisirt  ist  (wie  es  bei  Anwendung  doppelbrechender 
Medien  der  Fall  ist),  die  Polarisationsebenen  der  einzelnen  Strah- 
lenrichtungen in  ihrer  Orientirung  von  einander  abweichen.  Wel- 
chen Einfluss  dieser  Umstand  auf  die  Helligkeitsverteilung  im 
Gesichtsfelde  gekreuzter  Polarisatoren  hat,  wie  ferner  die  Hellig- 
keitsverteilung von  der  Natur  der  Polarisatoren  und  der  speciellen 
Yersuchsanordnung  abhängt  (die  Erscheinung  ist  z.  B.  verschie- 
den, je  nachdem  die  Polarisatoren  in  paralleles  Licht  gestellt 
sind  oder  nicht),  wird  in  der  vorliegenden  Arbeit  eingehend  er- 
örtert. Damit  wird  eine  theoretische  Grundlage  für  die  Con- 
struction  eines  Polarimeters  geschaffen,  sowie  auch  manche 
Wahrnehmungen,  die  bei  Verwendung  der  üblichen  Polarimeter 
gemacht  sind,  ihre  Erklärung  finden.  Da  die  Resultate  mehr 
von  physikalischem,  als  mathematischem  Interesse  sind,  so  über- 
gehen wir  die  Einzelheiten.  Wn. 

Forucbr.  d.  Math.  XIV.  3.  54 
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A.  MiCHKLSON.      Sur   le  mouvement   relatif   de  la  terre 
et  de  r^ther.    C.  R.  XOIV.  520-523. 

In  der  Theorie  der  Aberration  des  Lichtes  wird  angenom- 
meo,  dass  der  Aether  sich  in  stationärem  Zustande  befindet.  Der 
Verfasser  legt  dar,  wie  er  hoffte,  die  Richtigkeit  dieser  Hypo- 
these dadurch  prttfen  zu  können,  dass  er  zwei  Strahlen  interferi- 
ren  liess,  welche  in  der  Luft  dieselbe  Strecke  zurückgelegt  haben, 
aber  der  eine  in  der  Richtung  oder  entgegengesetzt  der  Richtung, 
wie  sich  die  Erde  bewegt,  und  der  andere  in  dazu  senkrechter 
Richtung.  Das  Resultat  war  negativ,  ^die  Hypothese  eines  sta- 
tionären Aethers  . . .  würde  daher  falsch  sein.^ 

Man  vergleiche:  Mascart,  Recherches  exp^rimentales  des 
modifications  qu'^prouve  la  lumiöre  par  suite  du  mouvement  de 
la  source  lumineuse  et  du  mouvement  de  Tobservateur.  Ann.  de 
r^cole  norm.  (2)  KL  363-420.  1874.  Rs. 


F.  Boas.     Ein  Beweis  des  Talbot'schen  Satzes  und  Be- 
merkungen    zu     einigen     aus    demselben    gezogenen 

Folgerungen,    Wiedemann  Add.  (2)  XVI.  359-362. 

Der  der  physiologischen  Optik  angehörende  Talbot'sche  Satz 
sagt  aus,  dass,  wenn  eine  Stelle  der  Netzhaut  von  einem  perio- 
disch veränderlichen  Lichte  getroffen  wird,  bei  genügend  kurzer 
Dauer  der  Periode  ein  continuirlicher  Eindruck  entsteht,  der  dem 
gleich  ist,  welcher  entstehen  würde,  wenn  das  während  einer 
Periode  eintreffende  Licht  gleichmässig  Über  die  ganze  Dauer 
der  Periode  verteilt  würde.  Der  hier  mitgeteilte  Beweis  beruht 
darauf,  dass  nach  dem  Fechner'schen  Gesetze  zwei  dieselbe  Stelle 
der  Netzhaut  treffende  Reize  durch  Addition  zusammengesetzt 
werden;  dass  man  ferner  für  die  resultirende  Empfindung  ihren 
Mittelwert  setzen  kann,  da  bei  kurzer  Dauer  der  Periode  die 
Schwankungen  für  die  Empfindung  unmerkbar  werden. 

Wn. 
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C.     Geometrische  Optik. 

F.  Hoffmann,     lieber  Linienpaare  mit  optischen,  denen 
der  Brennpunkte  entsprechenden  Eigenschaften. 

SchlömilchZ.  XXVIL  189-192. 

„Ist  ein  KegelschDitt  K  und  ein  beliebig  gelegener  Punkt  F 
gegeben,  so  giebt  es  zwei  reelle  und  ausserhalb  K  verlaufende 
Gerade  x,  y  von  folgender  Eigenschaft:  Ist  durch  P  und  einen 
beliebigen  Punkt  A  von  K  ein  Spiegel  senkrecht  zur  Ebene 
von  K  aufgestellt,  sind  ferner  X  und  Y  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  x^  y  mit  der  Tangente  g  des  Punktes  A^  so  wird  ein  von 
X  nach  P  gelangender  Lichtstrahl  vom  Spiegel  nach  Y  reflectirt.^ 

Diese  beiden  Geraden,  fttr  die  eine  einfache  Gonstruction 
mitgeteilt  wird,  haben  die  Eigenschaft,  dass  immer  zwei  auf  ihr 
gelegene,  in  Bezug  auf  K  conjugirte  Punkte  von  P  aus  unter 
rechtem  Winkel  erscheinen.  Ueberhaupt  lässt  jeder  Satz  über 
Brennpunkte  sofort  eine  Uebertragung  in  Bezug  auf  diese  beiden 
Geraden  zu.  Wn. 


J.  MoRAWETZ.     Zur  Reflexion  und  ßefraction  des  Lichtes 
au  Curven  und  Flächen.    Schlomiioh  z.  xxvii.  310-313. 

Die  Zeit,  welche  ein  von  einem  Punkte  ausgehender  Licht- 
strahl bedarf,  um  nach  der  Reflexion  an  einer  Curve  oder  Fläche 
nach  einem  zweiten  Punkte  zu  gelangen,  ist  im  Allgemeinen 
kleiner  oder  grösser,  als  jene  Zeit,  welche  das  Licht  brauchen 
wttrde,  wenn  es  vom  ersten  Punkte  über  irgend  einen  dem  reflec- 
tirenden  benachbarten  Gurven-  oder  Flächenpunkt  zum  zweiten 
Punkte  ginge.  Dieser  bekannte  Satz  wird  hier  bewiesen  mit 
Hülfe  derjenigen  Ellipse  (resp.  des  Rotationsellipsoids),  welche 
die  beiden  oben  genannten  Punkte  zu  Brennpunkten  hat  und 
die  gegebene  Gurve  (resp.  Fläche)  berührt.  Ein  analoger  Satz 
für  die  Brechung  des  Lichtes  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise 
aus  bekannten  Eigenschaften  des  Gartesischen  Ovals. 

Wn. 
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F.  Kessleu.       lieber    das    Minimum    der  Zeit    bei   der 

Brechung  des   Lichts.     Wiedemann  Ann.  (2)  XV.  334-335 

F.  Kessler.      Ueber    das    Minimum    der   Rotation    des 
Lichtstrahls  bei  combinirter  Brechung  und  Spiegelung 

an    einer    Kugel.     Wiedemann  Ann.  (2)  XV.  330-333. 

F.  Kessler.     Das  Minimum  der  Ablenkung  eines  Licht- 
strahls durch  ein    Prisma.    Wiedemann  Ann.  (2)  XV.  333-334. 

Id  der  erstgenannten  der  obigen  Arbeiten  wird  zunächst  die 
einfache  Construction  eines  an  einer  Kugel  gebrochenen  Licht- 
strahls mit  Hülfe  zweier  concentrischer  Kugeln  von  dein  n-faeheo 

und  — fachen  Radius  erörtert.    Diese  Construction  ist  indessen 
n 

nicht,  wie  der  Verfasser  meint,  neu.    Aus  derselben  ergiebt  sich, 

bei  Anwendung  auf  die  Brechung  an  einer  Ebene,  durch  einfache 

Betrachtungen  der  Satz  vom  Minimum  der  Zeit  bei  Erfüllung  des 

Brechungsgesetzes. 

Eine  ähnliche,  rein  geometrische  Lösung  wird  in  der  zweiten 
Aufgabe  ftlr  die  Frage  nach  dem  Minimum  der  Ablenkung  eines 
Strahles  mitgeteilt,  der  in  eine  Kugel  ein-  und  nach  mehrmaliger 
Reflexion  im  Innern  derselben  wieder  austritt.  (Der  Verfasser 
braucht  ftlr  Ablenitung  den  ungewöhnlichen  Namen  Rotation.) 
Diese  constructive  Methode  hat  den  Vorteil,  den  Gang  der  Strah- 
len beim  Regenbogen  anschaulich  zu  machen. 

In  der  dritten  Arbeit  wird  der  Satz  vom  Minimum  der  pris* 
matischen  Ablenkung  dadurch  bewiesen,  dass  das  Viereck, 
mittelst  dessen  der  Gang  eines  Lichtstrahls  im  Prisma  dargestellt 
wird,  in  seiner  Lage  geändert  wird,  und  zwar  so,  dass  der 
brechende  Winkel  und  die  Ablenkung  constant  bleiben,  während 
n  bis  KU  einem  Maximum  wächst;  und  dass  sodann  dasselbe 
Viereck  bei  unveränderter  Lage  wieder  auf  die  ursprtingliche 
Grösse  reducirt  wird.  Wn. 
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H.  Hammerl.    üeber  Regenbogen,  gebildet  durch  FlüssigT 
keiten  von  verschiedenen   Brechungsexponenten. 

Wien.  Ber.  LXXXVI.  206-215. 

Der  theoretische  Teil  der  Arbeit  ist  nur  eine  Reproduetion 
der  bekannten  Newtou'schen  Theorie,  wie  man  sie  in  den  meisten 
physikalischen  Lehrbüchern  findet.  Wn. 

J.  ÜELSAUx.     Sur  la  thöorie  de  Tarc  en  ciel.    Bmx.  s  sc. 

VI.  B.  9-16. 

Vereinfachung  der  Theorie  von  Airy.  Mn.  (0.). 


K.    Moser.      Die   Grundformeln    der    Dioptrik    für    den 
praktischen  Gebrauch  entwickelt.    Prag.  Ber.  I88i.  ui-i66. 

Die  wichtigsten  und  bekanntesten  Sätze  der  Linsentheorie 
werden  abgeleitet,  ohne  dass  irgend  welche  neuen  Resultate  oder 
neuen  Gesichtspunkte  dabei  zu  Tage  treten.  Den  Ausgangspunkt 
bildet  fUr  die  Brechung  an  einer  einzelnen  Kugelfläche  die  Be- 
trachtung des  Doppelverhältnisses  folgender  vier  Strahlen:  Ein- 
fallender Strahl,  gebrochener  Strahl,  Einfailslot,  Einfallstangente. 
Hieraus  ergiebt  sich  das  Doppelverhältnis  ihrer  Schnittpunkte  mit 
einem  in  ihrer  Ebene  liegenden,  ungebrochen  durch  die  Kugel- 
fiäche  gehenden  Strahle,  und  weiter  folgen  Beziehungen  zwischen 
den  Coordiuaten  jener  Schnittpunkte.  Diese  werden  benutzt,  um 
die  bekannten  Sätze  über  die  Brechung  centraler  Strahlen  auf- 
zustellen, während  der  weitere  Gang  in  allem  Wesentlichen  der 
übliche  ist.  Ein  Schlussabschnitt  behandelt  die  sphärische  Ab- 
weichung, entwickelt  aber  auch  lediglich  bekannte  Resultate. 

Wn. 


F.  Kessler.     Ueber  den  Ersatz  eines  centrirten  Systems 
brechender  Kugelflächen  durch  eine  einzige  dieser  Art. 

Wiedemann  Ann.  ("2)  XVI.  362-366- 

Eine  Linse  kanU;   was  die  Lage  ihrer  conjugirten   Punkte 
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anbetrifft,  durch  eine  einzige  brechende  Fläche  ersetzt  werden. 
Derartige  Flächen  giebt  es  zwei,  die  bo  liegen,  dass  der  Scheitel 
der  einen  zugleich  Mittelpunkt  der  zweiten  ist.  Die  Scheitel  sind 
aber  nichts  anderes,  als  Listing's  Symptosen,  d.  h.  die  Punkte, 
in  denen  Object  und  Bild  an  demselben  Ort  liegen.  Die  er- 
setzende Fläche  giebt  jedoch  ein  anderes  Bildgrössen^erhältnis  ß 
als  die  ursprüngliche  Linse,  für  die  jenes  Verhältnis  =6  sei; 
und  zwar  ist 

h 

wenn  t?  die  Vergrösserung  ist,  welche  die  Linse  im  Scheitel  der 
ersetzenden  Fläche  hervorbringt.  Zugleich  ist  v  =  t?*  der  Brechungs- 
quotient der  ersetzenden  Fläche;  endlich  ist  das  der  einen  er- 
setzenden Fläche  angehörige  v  der  reciproke  Wert  des  v  der 
andern  Fläche. 

Für  diese  Resultate,  die  der  Verfasser  zunächst  empirisch 
aus  einer  Zeichnung  ermittelt  hatte,  wird  ein  von  Herrn  V. 
Y.  Lang  herrührender  Beweis  mitgeteilt.  Wn. 


K.  W.  Zenger.      Berechnung  des  Endomersions-Objec- 
tivs  für  Fernrohr-    und   Mikroskopobjective.    Prag.  Ber. 

1881.  467-479 
K.  W.  ZbNGER.     Dioptrische  Studien.    Prag.  Ber.  188l.  479-492. 

Es  handelt  sich  in  beiden  Arbeiten  um  die  Berechnung  des 
sogenannten  „symmetrischen  Endomersionsobjectivs^.  Dasselbe 
besteht  aus  einer  biconvexen  Crownglas-  oder  Bergkrystalllinse 
und  einer  planconvexen  Flüssigkeitslinse.  Die  Radien  der  drei 
krummen  Flächen  dieser  beiden  Linsen  sind  gleich,  die  letzte 
Fläche  eben.  Der  Verfasser  verfolgt  den  Weg  eines  beliebigen 
Strahles  durch  die  beiden  Linsen  mittelst  genauer  trigonometri- 
scher Rechnung  und  bestimmt  dadurch,  welche  Brcchungsexpo- 
nenten  die  Flüssigkeit  für  die  einzelnen  Spectrallinien  haben 
muBS,  damit  vollständige  Aplanasie  und  Achromatismus  des  Sy- 
stems erreicht  wird.    Passende  Flüssigkeit  stellt  er  durch  Auf- 
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lösen  von  stearinsauren  oder  Ölsäuren  Salzen  in  ätherischen  und 
fetten  Oelen  her,  und  zwar  nehmen  diese  Lösungen  eine  gallert- 
artige Form  an.  Die  Symmetrie  des  Objeetivs  soll  die  günstig- 
sten Bedingungen  für  Heiligkeit,  Tiefe  der  Schärfe  und  Eben- 
heit des  Gesichtsfeldes  darbieten.  Wn. 


F.  Meisel.     lieber  die  Bestrahlung  einer  Kugel    durch 

eine   Kugel.     Scblömilch  Z.  XXYII.  65-86 

Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Lichtintensität  in 
einem  Elemente  einer  Kugelfläche,  die  von  einer  andern  Kugel- 
fläche  beleuchtet  wird.  Es  wird  dabei  angenommen,  dass  alle 
Elemente  der  leuchtenden  Kugel  gleiche  Lichtmengen  ausstrahlen, 
unabhängig  vom  Emanationswinkel,  dass  also  die  Intensität,  die 
ein  leuchtendes  Flächenelement  in  einem  bestrahlten  Elemente 
P  hervorbringt,  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Ent- 
fernung der  beiden  Elemente  und  direct  proportional  dem  Cosinus 
des  Winkels  zwischen  dem  Strahl  und  der  Normale  in  P  ist. 
Liegt  P  so,  dass  von  ihm  aus  die  ganze  zugewandte  Seite  der 
leuchtenden  Kugel  ttbersehen  werden  kann,  so  ergiebt  sich  leicht 
die  Intensität  in  P.  Dagegen  führt  die  Bestimmung  auf  ellip- 
tische Integrale,  wenn  die  in  P  an  die  beleuchtete  Kugel  gelegte 
Tangentialebene  die  leuchtende  Kugel  schneidet.  Da  die  Be- 
rechnung dieser  Integrale  für  die  Anwendung  zu  mtthsam  sein 
würde,  so  hat  der  Verfasser  folgendes  Näherungsverfahren  be- 
nutzt. Man  denke  sich  von  P  an  die  leuchtende  Kugel  den  Be- 
rübrungskegel  gelegt,  diesen  durch  eine  Ebene  senkrecht  zu 
seiner  Axe  geschnitten,  dann  in  jedem  Punkte  innerhalb  des 
Schnittkreises  ein  Lot  auf  der  Ebene  des  Kreises  errichtet,  dessen 
Länge  gleich  der  Intensität  ist,  welche  das  entsprechende  Ele- 
ment der  leuchtenden  Kugel  in  P  hervorbringt.  Die  Endpunkte 
aller  Lote  begrenzen  einen  Rotationskörper,  dessen  Volumen  die 
ganze  in  P  stattfindende  Intensität  giebt,  falls  von  P  die  Kugel 
als  ein  voller  Kreis  erscheint.  Ist  das  Letztere  nicht  der  Fall, 
so  ist  nicht  das  gesammte  Volumen  des  Rotationskörpers  zu  be- 
rechnen, sondern  nur  ein  Teil  desselben.    Die  Näherung  besteht 
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nun  darin,  die  wirkliche  Meridiancnrve  des  genannten  Rotations- 
körpers durch  eine  zweckmässig  gewählte  Ellipse  zu  ersetzen, 
und  dann  den  in  Frage  kommenden  Teil  des  Volumens  zu 
berechnen. 

Weiter  wird  die  Intensitätsvariation  im  Halbschatten  der  be- 
leuchteten Kugel  untersucht.  Der  Verfasser  denkt  sich  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Centrale  beider  Kugeln  gelegt  und  berechnet 
die  Intensität  in  einem  Flächenelemente  dieser  Ebene,  das  im 
Halbschatten  liegt,  näherungsweise  in  derselben  Art,  wie  oben; 
nur  wird  hier  die  Meridiancurve  des  in  Frage  kommenden  Ro- 
tationskörpers durch  eine  Parabel  ersetzt,  statt  durch  eine  Ellipse. 
Ein  Zahlenbeispiel  schliesst  die  Arbeit,  deren  Ergebnisse  im  Ein- 
zelnen mitzuteilen  zu  weit  führen  würde.  Wn. 


Capitel  3. 

Elektricität  und  Magnetismus. 

A.  Maxwell.  Lehrbuch  der  Elektricität  und  des  Magnetis- 
mus.      Deutsch    von  B.  Weinstein.     Berlio.  J.  Springer.  1883. 

Während  die  zweite  Auflage  des  berühmten  Lehrbuchs  er- 
schien, ist  der  Verfasser  gestorben,  so  dass  derselbe  nur  die 
neun  ersten  Capitel  durchsehen  konnte.  Die  englische,  zweite 
Auflage  wurde  von  Dr.  Niven  besorgt.  Bei  der  hohen  Bedeu- 
inn^  des  Werkes  für  die  Entwickelung  der  Elektricitätslehre,  viel- 
leicht für  unsere  gesammte  Naturerkenntnis,  ist  eine  Uebertra- 
gung  desselben  in  die  deutsche  Sprache  mit  Dank  zu  begrüssen. 
Die  Uebersetzung  ist  von  sachkundiger  Hand  gemacht;  besonders 
sind  alle  Rechnungen  nochmals  durchgesehen  worden.  Auf  die 
neueste  Literatur  hat  der  Uebersetzer  noch  besonders  in  Anmer- 
kungen hingewiesen.  Den  Inhalt  des  Werkes:  die  consequente, 
mathematische  Bearbeitung  der  Faraday'schen  Ideen  über  die  Elek- 
tricitftt  dürfen  wir  wohl  als  bekannt  voraussetzen.  Ok. 
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G.  WiEDEMANN.     Die  Lehre  von  der  Elektricität.    Braun- 
schweig. 18»2.   Band  I. 

Bei  Herstellung  der  dritten  Auflage  des  bekannten  Hand- 
buchs des  Galvanismus  und  Elektromagnetismus  ist  dasselbe  zu 
einem  Werke  umgearbeitet  worden,  welches  jetzt  die  ganze  Elek- 
tricitätslehre  umfasst.  Der  vorliegende  erste  Band  enthält  ausser 
einer  historischen  Einleitung  die  Grundbegriffe  der  Elektrostatik, 
die  Elektricitätserregung  durch  Contact  und  die  Gesetze  der 
Constanten  Ströme,  lieber  das  Verhältnis  des  Werkes  zur  mathe- 
matischen Theorie  sagt  der  Verfasser  in  dem  Vorwort:  „Auf  die 
mathematische  Behandlung  des  Gegenstandes  bin  ich  so  weit  ein- 
gegangen, als  ihr  Schwerpunkt  in  der  Physik  liegt,  so  weit  sie 
also  zur  Feststellung  der  allgemeinen  Principien  und  zur  Discussiou 
der  Methoden  und  Begründung  ihrer  Resultate  dient." 

Ok. 


R.  Claüsiüs.      üeber   die    verschiedenen    Maasssysteme 
zur  Messung   elektrischer  und  magnetischer  Grössen. 

Verb.  d.  naturh.  Ver.  f.  Rheinl.  and  Westf.  XXXIX.,  Wiedemann  Ann. 
(2)  XVI.  529-551. 

H.  Helmholtz.     üeber  absolute  Maasssysteme  für  elek- 
trische   und    magnetische    Grössen.      Wiedemaon  Add.  (i>) 

XVII.  42-55. 

R.  Claüsiüs.     üeber  den  Zusaminenhans:  zwischen  den 
Einheiten  der  Elektricität  und  des  Magnetismus. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  713-719. 

Bekanntlich  bedient  man  sich  bei  der  ZurltckfUhrung  elek- 
trischer und  magnetischer  Grössen  auf  absolutes  iMass  entweder  des 
elektrostatischen  oder  des  elektromagnetischen  Masssystems.  In 
dem  ersten  bildet  die  Elektricitätsmenge  den  Ausgangspunkt, 
welche  gemessen  wird  durch  die  Kraftwirkung,  welche  sie  auf 
eine  andere  Elektricitätsmenge  ausübt.  In  ganz  ähnlicher  Weise 
geht  das  andere  Masssystem  von  der  Menge  des  Magnetismus  aus. 
Während  die  Ableitung  aller  Grössen  nach  dem    zweiten  Mass- 
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System  ohne  Bedenken  stattfindet,  kann  es  zweifelhaft  erscheinen, 
in  welcher  Weise  der  „Magnetismus^  im  ersten  System  auf  ab- 
solute  Einheiten  zurtlckgeführt  wird.  Maxwell  bat  in  seinem 
„Treatise  on  Electricity"  hierzu  die  Kraft  benutzt,  welche  ein 
Stromdraht  auf  einen  Magnetpol  ausübt,  und  gelangt  dabei  zu 
der  symbolischen  Formel  für  eine  magnetische  Menge: 

[mj  =  [«»,  L*]. 
In  derselben  bedeutet  M  die  Masse,  L  die  Länge.  Glausius  hält 
diese  Art  der  Ableitung  für  nicht  zutreffend.  Nach  seiner  Auf- 
fassung soll  bei  beiden  Masssystemen  die  bekannte  Beziehung 
herangezogen  werden,  nach  welcher  das  magnetische  Moment 
gleich  ist  dem  Product  aus  einer  Fläche  und  dem  dieselbe  um- 
fliessenden  Strom.    Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

Die  Abhandlung  enthält  dann  weiter  eine  Discussion  der  ZurQck- 
ftthrung  der  beiden  Maasssysteme  auf  einander,  sowie  Vorschläge, 
die  Grössen  nach  dem  in  der  Pariser  Gonferenz  eingeführten, 
praktischen  Maasssystem  in  besonders  einfacher  Weise  auszu- 
drücken. Dies  würde  geschehen,  wenn  man  als  Gewichtseinheit 
1  gr«  10""  oder  ein  ündecimogramm,  als  Längeneinheit  l"*  •  10^ 
oder  ein  Hebdomometer  einführt.  Den  Vorwurf,  welchen  Glausius 
gegen  Maxwell,  wie  oben  besprochen,  erhoben,  eine  unrichtige 
Formel  in  seinem  Maasssystem  benutzt  zu  haben,  weisen  ver- 
schiedene englische  Physiker  zurück,  und  auch  Helmholtz  sucht 
in  der  oben  angegebenen  Abhandlung  darzutun,  dass  beide 
Auffassungen  als  gleichberechtigt  anzusehen  sind.  In  seiner 
letzten  Erwiderung  wiederholt  Glausius  im  wesentlichen  seine 
früheren  Einwände,  und  weist  darauf  hin,  dass  nach  Helmholtz 
noch  eine  dritte  abweichende  Formulirung  für  die  Menge  des 
Magnetismus  möglich  ist.  Eine  grosse  Bedeutung  glauben  wir 
der  Discussion  dieses  Gegenstandes  nicht  zuschreiben  zu  sollen, 
da  man  wohl  selten  mit  Quantitäten  vom  Magnetismus  im  elektro- 
statischen System  rechnen,  sondern  der  Natur  der  Sache  nach 
in  diesem  Fall  das  elektromagnetische  System  zu  Grunde  legen 
wird.  Ok. 
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P.  Volkmann.    Zum  absoluten  Masssystem.  Wiedemann  Ann. 

(2)  XVI.  481-489. 

Der .  Verfasser  schlägt  zur  besseren  Veranschauliehung  der 
elektrischen  Grössen  eine  veränderte  Fassung  der  Definition  der 
Einheit  der  Elektricitätsmenge  vor.  Er  definirt  dieselbe  derart, 
dass  sie  mit  einer  ponderablen  Masse  gleiche  Dimension  hat. 

Daraus  folgen  andere  Dimensionen  fttr  die  übrigen  Funda- 
mentalgrössen,  als  man  denselben  gewöhnlich  giebt. 

Ok. 


A.  Ledieu.  Objections  d'ordre  möcanique  k  la  thöorie 
actuelle  de  T^lectricitö.    0.  R.  xov.  619-623 

A.  Ledieu.  Conception  rationnelle  de  la  nature  et  de 
la  propagation  de  r^lectricitö.  c.  R.  xcv.  669-673,  753-757. 

C.  Dechakme.  Conclusions  des  experiences  hydrodyna- 
miques  d'imitation  des  phönomfenes  d'^lectricitö  et  de 
magn^tisme.     R^pouse  ä  une  Note  de  M.  Ledieu. 

C.  R.  xcv.  913-914. 

A.  Ledieu.  Rt^ponse  aux  objections  de  M.  Decharme 
sur  ma  conception  rationnelle  de  la  nature  de  l'^lectricitä. 

ü.  R.  XCV.  1026-1030. 

C.  Dechakme.  Rdponse  ä  M.  Ledieu,  au  snjet  des  ana- 
logies  entre  les  pb^nom^nes  hydrodynamiques  et 
ölectriques.    C.  R.  XCV.  1273-1275. 

Ledieu  hebt  die  Schwierigkeiten  hervor,  welche  in  der  Auf- 
fassung eines  elektrischen  Stromes  als  Flüssigkeitsstrom  oder 
als  Doppelstrom  vom  Standpunkt  der  Mechanik  aus  liegen.  Die- 
selben sind  indess  nicht  neu  und  auch  von  anderen  Seiten  schon 
präciser  ausgesprochen  worden.  Nachdem  in  der  zweiten  Mit- 
teilung die  verschiedenen  in  der  Elektricitätslehre  vorkommenden 
Grössen,  besonders  in  ihren  Beziehungen  zu  den  absoluten 
Maasssystemeu  besprochen  worden  sind,  setzt  der  Verfasser  in 
der  dritten  Mitteilung   seine   eigene  Theorie   auseinander.     Die- 
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selbe  beruht  auf  der  Annahme,  dass  alle  Veränderungen  auf  der 
Wechselwirkung  der  Atome  und  des  Äethers  beruhen.  Nimmt 
man  an,  dass  zwischen  den  ponderablen  Atomen  und  den  Aether* 
teilen  unter  sieh  und  gegen  einander  nur  conservative  Kräfte 
wirken,  so  kann  der  Satz  der  Erhaltung  der  Energie  für  jedes 
körperliche  System  benutzt  werden.  Die  potentielle  Energie  kann 
dann  als  Summe  von  drei  Gliedern  aufgefasst  werden:  Euergie 
der  Atome,  Energie  des  Aethers,  Energie  der  Wechselwirkung. 
Der  Veränderung  der  letzteren  Grösse  schreibt  Ledieu  Verände- 
rungen des  elektrischen  Zustandes  zu.  Den  elektrischen  Strom 
betrachtet  er  als  eine  Leitung  von  potentieller  Energie.  Ueber 
diese  nur  sehr  skizzenhaft  angedeutete  Theorie  hat  sich  eine 
Discussion  zwischen  Ledieu  und  Decharme  entsponnen,  indem 
Letzterer  auf  Grund  seiner  Versuche  an  der  Analogie  des  elek- 
trischen Stroms  mit  einer  FlUssigkeitsbewegung  festhält. 

Ok. 


C.  Decharmk.    Expöriences  hydvodynamiques.    c.  R.  xuiv. 

440-442,    527-529,  643.^46,   722-727,    1067;     XCV.    340-342,    387-388, 
913-914,  1273-1275. 

Angeregt  durch  die  interessanten  Versuche  von  Bjerknes, 
welcher  magnetische,  elektrische  und  elektromagnetische  Ferne- 
wirkungen durch  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer  Flüssig- 
keit nachgeahmt  hat,  hat  der  Verfasser  es  versucht,  in  anderen, 
hydrodynamischen  Erscheinungen  Analogien  mit  der  Elektricitat 
zu  entdecken.  So  wird  z.  B.  die  Anziehung,  welche  eine  Platte 
durch  einen  dieselbe  vertical  treffenden  Strahl  erfährt  in  Pa- 
rallele mit  einer  elektromagnetischen  Anziehung  gesetzt.  Dass 
ferner  zwei  unter  einem  spitzen  Winkel  sich  treffende  Wasser- 
strahlen sich  zu  einem  Strahl  vereinigen,  soll  eine  Analogie  der 
Anziehung  zweier  paralleler  Ströme  sein.  Wird  ein  Wasserstrahl 
vertical  gegen  eine  Platte  gerichtet,  welche  mit  einem  feinen 
Pulver  und  einer  dünnen  Wassersehicht  bedeckt  ist,  so  häuft  sich 
das  Pulver  in  concentrischen  Ringen  um  das  Centrum  des  Strahls 
an.     Diese  Erscheinung  vergleicht  der  Verfasser  mit  den  Nobili'- 
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sehen  Farbenringen.  Wie  man  aus  den  angeführten  Beispielen 
znr  Genüge  erkennt,  sind  die  Aebnliehkeiten  zwischen  den  beiden 
Erscheinungsgruppen  rein  äusserliche  und  jedenfalls  in  keiner 
Weise  geeignet,  irgend  eine  Aufklärung  über  elektrische  und 
magnetische  Phänomene  zu  geben.  Ok. 

H.  A.  LoRENTZ.     De  groiidformules  der  electrodynamica. 

VersJ.  en  Meded.  XVII.  144-161;  Arch.  N6erl.  XVII.  S3-100 

Einige  Betrachtungen  über  die  Grundformeln  der  Elektro- 
dynamik, welche  durch  die  Abhandlungen  Korteweg's  über  den- 
selben Gegenstand  angeregt  sind  (s.  F.  d.  M.  XII.  1880.  783), 
Es  wird  hier  ein  einfacherer  Weg  eingeschlagen,  um  zu  den 
dort  erlangten  Resultaten  zu  kommen,  und  es  werden  nicht  mehr 
unbekannte  Functionen  eingeführt,  als  zum  Endergebnis  bestehen 
bleiben.  Zuerst  wird  dargetan,  auf  welche  Weise  aus  den  Beob- 
achtungen die  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromkreises  auf 
ein  unvollständiges  Stromelenient  abgeleitet  werden  kann,  ohne 
von  einer  Formel  fftr  die  Wirkung  zweier  Stromelemente  auf 
einander  Gebrauch  zu  machen.  Hieraus  werden  sodann  die  all- 
gemeinen Ausdrücke  für  die  Wirkungen  zweier  Stromelemente 
auf  einander  aufgestellt,  welche  dem  Grassmann'schen  Gesetze 
genügen.  Auch  die  secundäre  Wirkung  wird  bestimmt  und  da- 
bei von  der  Hypothese  der  Spiegelbilder  Gebrauch  gemacht, 
wodurch  sich  Ausdrücke  für  die  allgemeinste  Wirkung,  die 
zwischen  zwei  Stromelementen  angenommen  werden  kann,  er- 
geben, welche  drei  unbekannte  Funktionen  enthalten.  Diese 
werden  auf  nur  eine  zurückgeführt,  wenn  man  die  Bedingung 
einführt,  dass  Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind.  Schliesslich  wird  die  Uebereinstimmung  dieser  Re- 
sultate mit  denen  Korteweg's  nachgewiesen.  G. 

M.  Lew.  Snr  le  mouvement  d'iin  systfeme  de  deux 
particules  de  matifere  ponderable  ^lectris^es  et  sur 
l'int^gration  d'une  classe  d'öquations  ä  d^riv^es  par- 
tielles.   C.  R  XCV.  9S6.988. 
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Der  Verfasser  nimmt  an,  dass  zwei  Massenteile,  welche 
elektrisirt  sind,  sich  bewegen  und  dabei  in  Wechselwirkung 
stehen.  Letztere  kann  nach  dem  Weber'schen,  Riemann'schen 
oder  Clansius'schen  Gesetz  erfolgen.  Es  wird  dann  der  Satz 
der  lebendigen  Kraft  aufgestellt  und  daran  einige  Betrachtungen 
über  die  Möglichkeit  einer  weiteren  Integration  des  Problems 
geknüpft.  Ok. 


H.  Ri:SAL.     Theorie  de  r^lectrostatiqne.  LioaviUe  J.  (3)  vrii. 

217-251. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  den  Worten:  ^Die  folgende  Ab- 
handlung macht  keinen  Anspruch  auf  Neuheit  der  Erfindung. 
Ich  beabsichtige  nur  die  Untersuchungen  Poissons  und  seiner  ge- 
lehrten Nachfolger  Gauss,  Green,  etc.  darzustellen".  Wir  haben 
also  einen  kurzen,  übrigens  klar  und  verständlich  geschriebenen 
Abriss  der  Theorie  des  Potentials  und  seiner  Anwendung  auf 
die  Elektrostatik  vor  uns.  Ok. 


K.  Claüsius.     Sur  une  formule  gän orale  relative  ä  T^lec- 
trisation  par  influence.    Liouville  J.  (3)  Vlli.  73-79. 

Vergl.  F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  740-741.  Ok. 


C'roullebois.      Sur   quelques   cons^quences   du  principe 
de  Gauss  en  ^lectrostatique.    c  r  xciv.  74-76. 

Als  Princip  von  Gauss  bezeichnet  der  Verfasser  den  Satz: 

In  dieser  Formel  bedeuten  die  e  Ladungen  von  Conductoren,  die 
e'  beliebige,  andere  Ladungen  derselben,  die  V  und  V  die  Poten- 
tialcoustanten  bei  den  entsprechenden  Systemen  von  Ladungen. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  beweist  der  Verfasser  den  folgenden 
Satz  von  Maxwell:  „Wenn  ein  System  von  Leitern  seinen  gegen- 
seitigen Einwirkungen  überlassen  wird,  so  strebt  die  Energie  des 
Systems  einem  Maximum  zu.^  Ok. 
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Y.  Machai.  8ur  quelques  tb^orömes  d'^Iectricit^,  dd- 
montr^s  d'une  mani^re  inexacte  dans  les  ouvrages 
didactiques.    c.  R.  xcv.  210-213. 

Die  betreffenden  Lehrsätze  befinden  sich  in  den  Handbüchern 
von  Maxwell  und  von  Ma8car4;  und  Joubert.  Der  erste  Satz  be- 
zieht sich  auf  einen  Punkt  in  einem  elektrischen  Kraftfeld,  für 
welches  die  partielle  Differentialgleichung: 

AF  =0 

gilt.  Legt  man  durch  den  Punkt  eine  Tangentialebene  und  wählt 
das  Goordinatensystem  so,  dass  die  Normale  derselben  der  «-Axe 
parallel  ist,  so  gelten  die  Gleichungen: 


--K^+i)=-K^+^). 


während  Mascart  die  drei  zweiten  Differentialquotienten  einzeln 
gleich  Null  setzt.  Hier  ist  F  die  wirksame  Kraft,  Aa.  und  Ry 
sind  die  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  der  Niveaufläche. 
Bei  einem  zweiten  Satz  wird  nur  eine  Verbesserung  des  Be- 
weises, bei  einem  dritten  (dem  Earnscha waschen  Satz)  ein  cor- 
recterer  Ausdruck  gegeben.  Ok. 


E.  BsLTRAJdi.    Sulla  teoria  dei  sistemi  di  conduttori  elet- 

trizati.    Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  XIV.  400-407. 

Bezeichnet  man  mit  L  die  Potentialwerte  einer  Reihe  von 
Gonductoren,  welche  mit  den  Elektricitätsmengen  M  geladen  sind, 
so  ist  das  Potential  des  ganzen  Systems  auf  sich  selbst: 

Verändert   man   die  Ladungen    und   die  Potentialwerte,   so   ist 
hierzu  eine  äussere  Arbeit  nötig,  deren  Ausdruck: 
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Sind  L  und  IH  rechtwinklige  Coordinaten,  so  wird  der  Zustand 
eines  geladenen  Conductois  durch  einen  Punkt  der  Ebene  voll- 
ständig bestimmt.  Die  bei  einer  kleinen  Aenderung  jener  beiden 
Grössen  zu  leistende  Arbeit  ist  dann  geometrisch  dargestellt  durch 
ein  kleines  Dreieck,  dessen  Ecken  der  Anfangspunkt  und  die 
beiden  Punkte  L,  M  und  L  -|-  dL^  M  -j-  dJU  sind. 

Nach  einer  Reihe  von  Zustandsänderungen  dieser  Art  kann 
die  Summe  aller  äusseren  Arbeiten  von  Null  verschieden  sein. 
Der  Verfasser  erläutert  diesen  Satz  durch  das  Beispiel  einer 
Kugel,  mit  welcher  er  einen  Carnot'schen  Kreisprocess  ausf&hrt, 
wobei  an  Stelle  der  Veränderungen  von  Druck  und  Volumen 
hier  Potential  und  Ladung  treten.  Eine  Veränderung  des  Poten- 
tials bei  gleichbleibender  Ladung  denkt  sich  der  Verfasser  durch 
Veränderung  des  Kugelradius  bewirkt. 

Aus  den  beiden  obenstehenden  Gleichungen  folgt  femer, 
wenn  man  sich  auf  einen  Leiter  beschränkt: 

dQ         dM  dl         ,,       M 


Also  fUr  einen  Kreisprocess: 


Der  Ausdruck  log-^  entspricht  der  Emtropie  in  der  Wärme- 
lehre und  ist  nichts  anderes  als  der  Logarithmus  der  Capacität 
des  Conductors.  Ok. 


A.  G.  Greenhill.     On  functional  iniages  in  Cartesians. 

Quart.  J.  XVIII.  231-245,  346-3G3. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  eine  Abhandlung  von  Hicks  an 
(F.  d.M.  XHL  1H81.  784).  Es  werden  verschiedene  Probleme 
der  Strömung  in  einer  Ebene  behandelt,  bei  welchen  das  Ötrö- 
mungsgebiet  durch  zwei  Curven  eingeschlossen  ist.  Die  hierbei 
in  Betracht  kommenden  Functionen  (Geschwindigkeitspotential 
und  Strömungsfunction)  lassen  sich  durch  elliptische  Functionen 
complexer  Variabein  ausdrücken.  Ok. 
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W.  D.  NivEN.     On   a   metbod   of  approxicnating  to  the 
Solution  of  electrostatic  problems.  Quart.  J.  xvili.  266-270. 

Wird  in  die  Laplace'scbe  Gleichung 


dx*        dy*         dz' 

anstatt  v  die  Coordinate  z  als  abhängige  Variable  eingeführt,  so 
erhält  man: 

dv  ^  öx    dx  dv         dy    dydv^^ 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  erheblich,  wenn  die  Differential- 
quotienten von  s  nach  x  und  y  so  klein  sind,  dass  ihre  Qua- 
drate und  Producte  vernachlässigt  werden  können.  Der  Ver- 
fasser macht  hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Verteilung  der 
Elektricitat  auf  einem  Condensator,  bei  welchem  die  belegten 
Flächen  nur  wenig  von  zwei  parallelen  Ebenen  abweichen.  In 
ähnlicher  Weise  kann  man  in  die  auf  Polarcoordinaten  bezogene 
Gleichung  an  Stelle  des  Radius  vector  e  einfahren.  Diese  Trans- 
formation wird  benutat,  um  die  Elektricitätsverteilung  auf  einem 
nahezu  kugelförmigen  Conduetor  zu  berechnen.  Ok. 


R.  CoLLEY.      lieber    die    Existenz    einer    dielektrischen 
Polarisation  in  Electrolyten.  Wiedemann  add.  (2)  XV.  94-112. 

Wenn  ein  galvanischer  Stromkreis  eine  Flttssigkeitszelle 
enthält,  so  findet  an  den  Elektroden  eine  Potentialdifferenz  statt, 
entsprechend  der  elektromotorischen  Kraft  der  Polarisation.  Man 
rauss  hierbei  das  Vorhandensein  von  je  zwei  sehr  nahen,  elektri- 
schen Doppelschichten  an  den  Elektrodenfiächen  annehmen.  Be- 
stehen letztere  aus  grossen,  einander  parallelen  Platten,  sieht 
man  ferner  die  Flüssigkeit  als  dielektrisch  an,  so  bilden  die 
beiden  Elektroden  ausserdem  noch  einen  Condensator  gewöhn- 
licher Art.  Der  Verfasser  untersucht  nun  theoretisch  und  ex- 
perimentell  den  Verlauf  eines   Ladungs-  und  eines  Entladungs- 
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Stromes,    indem    er   die    beiden    oben    angegebenen    Umstände 
gleichzeitig  berücksichtigt. 

Die   dielektrische  Polarisation   lässt  sich  deutlich   bei  einer 
Reihe  von  schlecht  leitenden  Flüssigkeiten  nachweisen. 

Ok. 


J.  Klkmencic.    Ueber  die  Capacität  eines  Plattenconden- 

sators.     Wien.  Sitzaogsber.  LXXXYI   (2.Abth).  1190-1200 

Die  Capacität  eines  aus  zwei  kreisförmigen  Platten  bestehen- 
den Gondensators  ist  annähernd: 

F 

wenn  die  Entfernung  der  Platten  d  sehr  klein  ist  im  Vergleich 
zu  dem  Radius  der  Platten.  Die  Ableitung  einer  genaueren  Formel 
durch  G.  Kirchhofif  wurde  t\  d.  M.  IX.  1877.  741-744  besprochen. 
Verfasser  prüft  dieselbe  durch  Versuche,  indem  er  die  Capacita- 
ten  bestimmt,  wenn  zwei  Platten  in  verschiedene  Entfernungen 
gebracht  werden.  Zu  dem  Zweck  wurden  die  Condensatoren 
durch  15  Daniell  63  Mal  in  einer  Secunde  geladen  und  entladen 
und  die  Ladungsströme  an  einem  Galvanometer  gemessen.  Die 
Versuche  ergaben,  dass  die  Formel  sehr  genau  die  Capacität 
wiedergiebt.    Die  Capacität  einer  einzelnen  isolirten  Metallscheibe 

OD 

ist Auch  diese  Beziehung  wurde  in   gleicher  Weise  ge- 

71 

prüft.  Die  Uebereinstimmung  war  hier  eine  weniger  gute,  da  in 
diesem  Fall  der  Einfluss  des  Zuleitungsdrahts  ein  bedeutender  ist. 

Ok. 


E.  BüDDE.     Bemerkungen  über  die  mechanischen  Grund- 
lagen der  Gesetze  von  Ohm  und  Joule,   wiedemaon  Aod. 

(2)  XV.  558-570. 

Unsere  in  ihren  Grundzügen  von  G.  Eirchhoff  entwickelte 
Theorie  der  constanten,  galvanischen  Ströme  enthält  trotz  ihrer 
unbestrittenen  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung   eine  Reihe 
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von  Fragen,  welche  noch  als  offen  zu  betrachten  sind.  Eine  be- 
sondere Schwierigkeit  bereitet  zunächst  die  Tatsache,  dass  der 
Strom  stationär  ist,  obgleich  fortdauernd  eine  beschleunigende 
Kraft  auf  denselben  wirkt.  Man  ist  dabei  gezwungen,  einen  der 
Geschwindigkeit  proportionalen  Widerstand  einzuführen.  Ferner 
bleibt  unentschieden,  ob  die  Elektricität  als  compressibles  oder 
incompressibles  Fluidum  anzusehen  ist.  Endlich  ist  fraglich,  ob 
die  an  der  Oberfläche  der  Leiter  befindliche  freie  Elektricität  an 
der  Strömung  teilnimmt.  Obgleich  der  Verfasser  keine  endgül- 
tige Entscheidung  dieser  Fragen  zu  geben  vermag,  so  ist  es 
doch  von  Interesse,  dass  derselbe  auf  diese  Lücken  der  bisheri- 
gen Theorie  hingewiesen  hat.  Ok. 


R.  CoLLEY.     üeber  die  in  einem  geschlossenen  Strom- 
kreise geleistete  Arbeit  äusserer  Kräfte.   Wiedemanu  Add. 

(2)  XVI.  39-56. 

Der  Verfasser  weist  nach,  dass  die  durch  einen  galvanischen 
Strom  geleistete  mechanische  oder  chemische  Arbeit  eine  electro- 
motorische  Gegenkraft  in  dem  Stromkreis  bedingt. 

Ok. 


G.  Lippmann.  Sur  la  th^orie  des  coucbes  doubles  de 
M.  Helmholtz.  Calcul  de  la  grandeur  d'un  intervalle 
mol^culaire.    C.  R.  xcv.  686-689. 

Wenn  das  elektrische  Potential  auf  beiden  Seiten  der  Be- 
rührungsfläche heterogener  Substanzen  verschiedene  Werte  hat^ 
so  muss  man  annehmen,  dass  in  der  ßertthrungsfläche  eine  elek- 
trische Doppelschicht  sich  befindet  Die  Entfernung  der  beiden 
Schichten  kann  als  Entfernung  der  Molecüle  der  einen  und  der 
anderen  Substanz  angesehen  werden.  Der  Verfasser  hat  zur  Er- 
klärung früherer  electrocapillarer  Versuche  (Annales  de  cheniie 
et  de  phys.  1875)  die  Gleichung  aufgestellt: 

d'A 


ox' 
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In  derselben  bedeutet  A  die  Capillarspannung  einer  Quecksilber- 
fläche in  Berührung  mit  Wasser,  welche  bis  zu  dem  Potential 
X  geladen  ist.    X  ist  eine  Constante,  und  repräsentirt  die  Capa- 

cität  der  P'lächeneinheit  der  Doppelschicht  oder  ist:  — — ,  wo  e 
die  Entfernung  der  Schiebten  ist.  Aus  seinen  Versuchen  be- 
rechnet der  Verfasser  dieselbe  zu   -n7"7^7T;77^7vr  ™ro- 

OD  ÜÜUÜÜU 

Ok. 


A.  König,      lieber  dje   Beziehungen   zwischen   der  gal- 
vanischen Polarisation   und    der  Oberflächenspannung 

des   Quecksilbers.     Wiedemann  Ann.  (2)  XVI.  1-39. 

Der  Verfasser  bestimmt  nach  einer  sinnreichen,  von  v.  Helm- 
holtz  angegebenen  Methode  die  Oberflächenspannung  des  Queck- 
silbers in  Berührung  mit  verschiedenen  leitenden  Flüssigkeiten 
und  die  Veränderungen,  welche  dieselbe  durch  die  galvanische 
Polarisation,  also  durch  Beladung  der  Quecksilberfläche  mit 
Gasen  erfahren.  Zur  Berechnung  der  Oberflächenspannung  wer- 
den Formeln  aus  der  Poisson'schen  Capillaritätstheorie  benutzt. 
Als  Resultat  der  Versuche  ergiebt  sich,  dass  die  Oberflächen- 
spannung ein  Maximum  für  einen  mittleren  Polarisationszustand 
zeigt  und  nach  beiden  Seiten  mit  wachsender  Beladung  abnimmt. 
Durch  einfache  theoretische  Betrachtungen  zeigt  von  Helmholtz 
im  Anschluss  an  diese  Untersuchung,  dass  die  Oberflächenspan- 
nung T,   der   Potentialsprung  P  und    die    Ladung  e   durch   die 

Gleichung 

dT 

=  —  € 


dP 

verbunden  sind.     Daraus  folgt,  dass  für  e  •=  0  die  Oberflächen- 
spannung ein  Maximum  sein  muss.  Ok. 


C.  Hildebrand.  Ueber  die  stationäre  elektrische  Strö- 
mung in  einer  unendlichen  Ebene  und  einer  Kugel- 
oberfläche.    Dias.  QöttiDgen.    Pr   GaDdersheim. 
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Der  Verfasser  bespricht  den  Zusammenhang  zwischen  dem 
Problem  der  conformen  Abbildung  zweier  Ebenen,  resp.  einer 
Ebene  auf  eine  Kugeloberfläche  und  der  Theorie  der  stationären, 
elektrischen^Strömung  und  giebt  hierzu  eine  grössere  Anzahl  von 
Beispielen,  bei  denen  er  die  iso^lektrischen  und  die  Strömungs- 
curven  berechnet  und  construirt.  Ok. 


W.  Voigt.     Theorie  der  electrochemischen  Experimente 

des    Herrn    Gu^bhard.     Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  257-272. 

E.  Mach.     Ueber  Herrn  A.  Gu^bhard's  Darstellung  der 

Aequipotentialcurven.     Wien.  Ber.  LXXXVI.  8-14,    Wiedemann 
Ann.  (2)  858-865. 

H.  Meyer.      Ueber   die    von    Gu^bhard    vorgeschlagene 
Methode  der  Darstellung  aequipotentialer  Linien. 

Gott   Nachr.  1881.  666-676. 

Weitere  Discussion  der  in  F.  d.  M.  XII.  1880.  796  beschriebe- 
nen Versuche.  Die  drei  Physiker,  deren  Arbeiten  oben  ange- 
geben sind,  stimmen  mit  der  damals  auch  schon  von  dem  Refe- 
renten geäusserten  Ansicht  überein,  dass  es  sich  bei  den  Gu^b- 
hard'schen  Farbeocurveu  nur  um  eine  in  einzelneu  Specialfällen 
zutreffende  Aenlichkeit  mit  den  Curven  gleichen  Potentials  han- 
deln kann.  Diese  Ansicht  wird  von  W.  Voigt  theoretisch  be- 
gründet, welcher  die  Forraelu  neben  einander  stellt,  welche  in 
dem  Fall  einer  reinen  Horizontalströmung  in  der  Platte  und  einer 
Strömung  in  der  Flüssigkeit  mit  partiellem  Uebergang  in  die 
Metallplatte  gelten.  Die  Gu^bhard'schen  Curven  sind  danach 
complicirtere  Fälle  der  Nobili'schen  Ringe,  d.  h.  Curven  gleicher 
Stromintensität.  Die  Berechnung  derselben  gelingt  nur  unter 
einfachen  Annahmen.  Für  den  Fall  von  zwei  punktförmigen 
Elektroden  von  entgegengesetztem  Zeichen  würde  den  Gu^bhard'- 
schen  Curven  die  Gleichung: 


?i     t 


I 
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den  Potential  cur  veD  dagegen  die  Gleichung: 

entsprechen.  Hierin  bedeuten  ^,  und  q^  die  horizontalen  Ent- 
fernungen eines  Punktes  der  Metallplatte  von  den  Elektroden. 
Einen  etwas  anderen  Standpunkt  vertritt  Mach.  Derselbe  glaubt 
aus  Versuchen  und  Rechnungen  schliessen  zu  sollen,  dass  der 
Hauptteil  des  Stromes  durch  die  Flüssigkeit  geht  und  dabei 
nahezu  horizontale  Strömung  stattfindet.  Die  Curven  gleichen 
Potentials  und  gleicher  Stromstärke  an  der  Metallfläche  würden 
hierbei  nahezu  zusammenfallen.  Endlich  hat  H.  Meyer  einige 
Curven  von  6u6bhard  direct  mit  den  von  der  Theorie  geforder- 
ten Potentialcurven  verglichen  und  dabei  keine  befriedigende 
Uebereinstimmung  erhalten.  Ok. 


L.  DnscHEiNER.    Ueber  die  Guöbhard'schen  Ringe,   Wien. 

Anz.  LXXXVI.  676-708. 

Das  in  dem  vorigen  Referat  auseinandergesetzte  Problem 
wird  von  dem  Verfasser  ebenfalls  ausführlich  behandelt  Der- 
selbe geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  zwei  punktförmige 
Elektroden  sich  in  einem  nach  der  einen  Seite  zu  nnbegrenzten, 
nach  der  anderen  von  einer  dünnen,  ebenen  Platte  begrenzten 
Medium  befinden.  Die  Platte  hat  eine  erheblich  grössere  Lei- 
tuugsfähigkeit,  wie  das  Medium.  Die  Potentiale,  von  welchen 
die  gesammten  Strömungen  in  den  beiden  Leitern  abhängen,  lassen 
sich  durch  Summen  reciproker  Entfernungen  ausdrücken.  Die 
entsprechenden  Punkte  erhält  man  durch  fortgesetzte  Spiegelung. 

Berücksichtigt  man,  dass  das  Leitungsvermögen  der  Flüssig- 
keit sehr  klein  ist  im  Vergleich  zu  demjenigen  des  Metalls,  so 
erhält  man  für  die  Gurvensysteme  angenähert  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

a)  wenn  die  Metallplatte  dick  ist: 

1  1 

1 p  =  const. 


(übereinstimmend  mit  dem  Resultat  von  W.  Voigt), 


Capitel  3.     Elektricit&t  nnd  Magnetismus  g71 

b)  wenn  die  Metallplatte  sehr  dünn  ist, 

=  const. 

^i        Qt 

Der  Verfasser  discutirt  beide  Resultate  unter  der  allgemeinen 
Annahme,  dass  es  sieb  um  ebene  Curven  handelt,  deren  Glei- 
chung durch 

1  1 


k»  j\n 


=  const. 


^7  9. 

ausgedrückt  ist. 

Es  werden  auch  noch  andere  Fälle  behandelt,  welche  den 

Gu^bhard' sehen  Versuchen  entsprechen,  wobei  der  Verfasser  zu 

dem  Resultat  kommt,  dass  dieselben  im  Allgemeinen  vollständig 

durch   die  Theorie   erklärt  werden,   dass    ferner   zwischen   den 

Gu^bhard'schen    Gurren    und    den    Curven    gleichen   Potentials 

zwar  eine  gewisse  Aehnlichkeit  besteht,  aber  von  einer  Identität 

beider  keine  Rede  sein  kann.  Ok. 


A.   WiTKOWsKi.      Ueber   den    Einfluss    der  Deformation 
auf  die  elektrische  Leituugsfabigkeit.   WiedemaoD  Add.  c2) 

XVI.  161-16«. 

Wird  ein  homogener   Leiter   durch    allseitigen  Druck  com- 
primirt,  so  dass  sein  Volumen  im  Verhältnis  -r: — ^    verkleinert 

1  —  V 

wird,  so  wächst  seine  Leitungsfähigkeit  im  Verhältnis 


wo  Q  eine  für  den  Leiter  charakteristische  Constante   ist.    Tritt 

eine  Verlängerung  eines  Leiters  um  —  in  einer  Richtung  und  eine 

entsprechende  Compression  in  einer  dazu  senkrechten  Richtung 

ein,  so  nimmt  die  Leitungsfähigkeit  im   Verhältnis in 

l  —  aa 

der  ersten  Richtung  ab,  und  im  Verhältnis in  der  zwei- 

°      '  l  +  aa 

ten  zu. 

Der  Verfasser  hat  nach  Methoden,  welche  W.  Thomson  au- 
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gegegeben  hat,  Versuche  zur  BestimmuDg  der  Constanten  q  und 
a  angestellt  und  fiudet  für  dieselben  die  Zahlenwerte  bei  Mes- 
sing: 

a  =  0,158, 

Q  =  0,217. 

Ok. 


E.  DiETERici.    üeber  Messung  kleiner  elektrischer  Wider- 
stände.    Wiedemaon  Ann.  (2)  XVI,  234-247. 

Der  Widerstand  eines  kurzen,  dicken  Kupferdrahts  wird  mit 
einem  Norinalwiderstand  nach  der  Methode  von  Kirchhoff  (F.  d.  M. 
XIL  1880.  791-793)  verglichen,  indem  von  beiden  Widerständen 
Zweigleitungen  zu  den  beiden  Rollen  eines  Differentialgalvano- 
meters geführt  werden  und  durch  Einschaltung  passender  Wider- 
stände in  die  beiden  Zweige  eine  Ablenkung  der  Magnetnadel 
verhindert  wird. 

j>  Als  Vergleichswiderstand  benutzte  der 

Verfasser  eine  Quecksilberschicht,  welche  in 
der  Form  eines  doppelten  T  (vergl.  die  bei- 


A>l«     ^        kJB       stehende  Figur)   auf  einer  Glasplatte  aus- 

gebreitet  war  und  durch  passende  Stücke  von 
Glasplatten  begrenzt  wurde.  Der  F^auptstrom  steht  mit  den  Punk- 
ten A  und  B,  die  Zweigleitung  mit  C  und  D  in  Verbindung. 

Der  Widerstand  der  Quecksilberschicht  kann  dann  dadurch 
berechnet  werden,  dass  das  Feld  AB  CD  conform  auf  einer 
unendlich  grossen  Halbebene  abgebildet  wird. 

Dies  geschieht  mit  Benutzung  einer  Methode  von  Kirchhoff 
(F.  d.  M.  IX.  1877.  741-744),  wenn  zwischen  den  complexen  Ver- 
änderlichen t  und  j5  die  Differentialgleichung 


dl  '      (1-^0(1 -i"'0 

besteht.     Dieselbe   liefert   bei    passender    Bestimmung-  der   Con 


stanten: 
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WO  /  =  8iiiam(M,  Ä)  gesetzt   ist.      Zur  Berechnung  der  übrigen 
Grossen  dienen  die  Gleichungen: 

K' 

nß  -"-F 

c         ,  ,  «      (— n^'g" sin (2my) 

_  =  tgy-4  2;- 


log —  =  — 7i+4y  — 
7         c  '  c 

Für  den  Widerstand  des  Leiterstüeks  mit  Rücksicht  auf  die 
Zweigleitung  BC  erhält  man  schliesslich  den  angenäherten  Aus- 
druck : 

\q .  sm  am/} 

In  demselben  bedeutet  A  die  Leitungsfähigkeit,  b  die  Dicke  der 
Quecksilberschicht.  Die  Grössen  q  und  ß  hängen  von  den  hori- 
zontalen Dimensionen  der  Schicht  ab,  indem  c  die  Breite  und  6  die 
Länge  des  Querstreifens,  a  die  Breite  der  beiden  Längsstreifen 
bedeutet.  Ok. 


E.  Dorn.     Die  Reduction  der  Siemens'scheii  Einheit  auf 

absolutes    Maass.     Wiedemano  Ann.  (2)  XVII    773-816. 

Die  von  dem  Verfasser  benutzte  Methode  ist  als  eine  Modifi- 
cation  der  Dämpfungsmethode  von  W.  Weber  anzusehen.  Ver- 
setzt  man  den  Magnet  eines  Galvanometers  in  Schwingungen  und 
beobachtet  Schwingungsdauer  (T^  und  T)  und  logarithmisches 
Decrement  (Jl^  und  IC)  bei  offenen  und  bei  geschlossenen  Galva- 
nometerrollen, so  hängt  der  Widerstand  to  des  Kreises  mit  diesen 
Grössen  durch  die  Formel 

zusammen.  Hierin  bedeutet  noch  K  das  Trägheitsmoment  des 
schwingenden  Systems,  und  q  das  Drehungsmoment  der  Rollen, 
auf  den  Magnet,'  wenn  dieselben  vom  Strom  1  durchflössen 
werden. 
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Diese  letzte  Grösse  wird  bestimmt,  indem  ein  Strom  darch 
eine  Tangentenbussole  und  ein  Zweigstrom  davon  durch  das 
Galvanometer  geleitet  und  beide  Ablenkungen  beobachtet  wer- 
den. Die  Messung  des  Stromes  nach  absolutem  Mass  erfordert 
gleichzeitig  die  Kenntnis  der  Horizontalcomponente. 

Die  einzelnen  Messungen  erfordern  besondere  Vorsichtsmass- 
regeln, auf  welche  einzugehen  hier  nicht  der  Ort  ist.  Ebenso 
müssen  wir  die  Einzelheiten  der  vollständig  mitgeteilten  Beob- 
achtungsdaten übergehen. 

Als  Endresultat  ergiebt  sich: 

1  .  S  .  E  =  0,9482  .  10'°  -51!!^. 

'  sec. 

Ok. 


F.  KoHLKAüsCH.  Ueber  die  Messung  der  Windungs- 
fläche einer  Drahtspule  auf  galvanischem  Wege  und 
über  den  absoluten  Widerstand  der  Quecksilbereinheit. 

Gott.  Nachr.  1882.  654-661. 

Leitet  mau  einen  galvanischen  Strom  durch  eine  Drahtrolle, 
so  ist  die  Wirkung  derselben  aus  grosser  Entfernung  vergleich- 
bar mit  derjenigen  eines  Magnets.  Indem  der  Verfasser  den- 
selben Strom  gleichzeitig  durch  eine  Tangentenbussole  mit  einem 
Drahtkreis  und  die  zu  untersuchende  Rolle  gehen  lässt  und  die 
ablenkende  Wirkung  derselben  auf  die  Magnetnadel  beobachtet, 
kann  er  hieraus  die  Windungsfläche  der  Rolle  im  Vergleich  zu 
der  leicht  genau  zu  messenden  Fläche  des  Drahtkreises  be- 
stimmen.  Ok. 


H.  Weber.  Der  Rotationsinductor,  seine  Theorie  und 
seine  Anwendung  zur  Bestimmung  des  Ohm  in  ab- 
soluten  Maassen.    Leipzig.    G.  Teubner.  1882. 

Eine  mehrfach  angewandte  Methode  der  absoluten  Wider- 
standsbestimmung beruht  auf  der  Rotation  einer  Rolle  um  eine 
Axe,  während  in  ihrem  Mittelpunkt  eine  Nadel  aufgehängt  ist, 
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welche  darcb  die  in  der  Rolle  entstehenden  Inductionsströme  ab- 
gelenkt wird.  Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  allgemeinen 
Formeln,  welche  b6i  der  Ausführung  eines  solchen  Versuches 
zu  verwenden  sind,  indem  er  annimmt,  dass  die  Rotationsaxe 
der  Rolle  einen  beliebigen  Winkel  mit  der  magnetischen  Axe  der 
Nadel  bildet  Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Rechnung,  dass  es  am 
zweckmässigsten  ist,  die  Rolle  um  eine  horizontale  Axe  rotiren 
zu  lassen,  welche  fortdauernd  mit  der  Nadelaxe  zusammenfällt. 
Bei  dieser  Anordnung  werden  in  der  Rolle  Ströme  nur  durch  die 
Verticalcomponente  des  Erdmagnetismus  und  durch  gegenseitige 
Einwirkung  der  Windungen  auf  einander,  nicht  aber  durch  die 
Nadel  inducirt.  Die  Berücksichtigung  der  erwähnten  Selbst- 
induction  bereitet  bei  solchen  Versuchen  die  Hauptschwierigkeit. 
Die  Berechnung  des  Inductionscoefficienten  der  Rolle  nach  For- 
meln von  Maxwell  liefert  wesentlich  andere  Werte,  als  der  Ver- 
such. Die  getroffene  Versuchsanordnung  wird  auf  die  Bestim- 
mung eines  Widerstandes  nach  absolutem  Maass  angewandt. 
Der  Verfasser  hat  hierzu  einen  Etalon  der  British  Association 
gewählt  und  findet  für  denselben:  , 

0,9877  .  10"'  ^"""t"'  • 
'  Secunde 

Ok. 


E.   Dorn.      Zur   Multiplications-    und    Zurückwerfungs- 

methode.     Wiedemann  Add.  (2)  XVII.  654-673. 

Werden  auf  eine  in  Schwingung  befindliche  Magnetnadel  in 
dem  Augenblick  ihres  Durchgangs  durch  die  Gleichgewichtslage 
Stösse  durch  momentane  Inductionsströme  ausgeführt,  so  nähern 
sich  die  beobachteten  Ausschläge  bei  Fortsetzung  dieses  Ver- 
fahrens nach  einiger  Zeit  einem  gewissen  Grenzwerte.  Aus 
demselben  erhält  man  ein  Maaas  für  die  Stärke  der  angewandten 
Inductionsstösse. 

Die  Ausdrücke,  nach  denen  dieselben  aus  den  Ablenkungen 
berechnet  werden  können,  werden  gewöhnlich  unter  der  Voraus- 
setzung entwickelt,  dass  die  Inductionsstösse  genau  im  Augen- 
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blick  de8  Durchgangs  durch  die  Gleichgewichtslage  erfolgen. 
Dies  ist  praktisch  schwer  auszuführen.  Der  Verfasser  giebt  da- 
her allgemeinere  Formeln,  bei  welchen  eine  gewisse  Abweichung 
von  dem  angegebenen  Augenblick  vorausgesetzt  wird.  Er  ge- 
langt hierbei  zu  dem  folgenden  Resultat. 

Ist  die  Scbwingungsgleichung  des  Magnets  von  der  Form: 

setzt  man  ferner: 

^» ij«     ^1 

SO  ist  die  Ablenkung  der  Nadel  zur  Zeit  /: 

qi  =  c"«'  jy'  cosQt  -I i— ?—  smQt] 

seine  Geschwindigkeit 

,;  -  e-"'U/cos^< U^—l — CL-  sin^n- 

Hierin  bedeutet: 

g>'  =  % 2^  ÄyAc"'*sin^fA, 

«''  =  Vq  +  -2;  Äy^e"'*    cosp^Ä+  —  sin^/ft    , 

WO  g)„  und  i;^  Ablenkung  und  Geschwindigkeit  für  /  =  0  be- 
deuten; und  angenommen  wurde,  dass  die  Geschwindigkeit  v  in 
den  Zeitmomenten  <,,  ^,  . . .  /«  wm  Yn  72  * "  y«  vermehrt  wurde. 
Die  Constanten  y'  und  v'  erhalten  etwas  andere  Werte,  wenn  die 
Induction  nicht  durch  Momentanstösse,  sondern  durch  Drebuni? 
eines  Erdinductors  erfolgte.  Aus  den  allgemeinen  Formeln  wer- 
den dann  weiter  passende  Näherungsformeln  entwickelt  und  für 
specielle  Fälle  durchgerechnet.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  bei 
der  Multiplicationsmethode  die  Ausschläge  stets  zu  klein  sind, 
wenn  die  Stössc  nicht  momentan  und  rechtzeitig  erfolgen,  wäh< 
rend  bei  der  ZurUckwerfungsmethode  die  Ausschläge  bei  unrecht- 
zeitigen  Momentanstössen  zu  gross  werden,  bei  Benutzung  eines 
Erdinductors  aber  Abweichungen  nach  beiden  Seiten  erfolgen 
können.  Ok. 
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M.  Brilloüin.     Comparaison  des  coefficients  d'inductiou. 

Ann.  d.  TÄc.  N.  (2)  VI.  p.  339-425,  C.  R.  XCIV.  436-437. 

Die  umfaDgreiche  Abhandlung  enthält  eine  experimentelle 
Prüfung  verschiedener  von  Maxwell  (Treatise  on  eleetricity  II. 
355*357)  angegebenen  Methoden,  die  Inductionscoefficienten  von 
Rollen  zu  prüfen.  Hierbei  kann  es  sich  handeln  entweder  um 
die  Inductionswirkung  einer  Rolle  auf  eine  zweite,  wenn  durch 
erstere  ein  Strom  geleitet  wird,  oder  um  die  Selbstinduction  einer 
Rolle,  bei  Oeffnung  und  Schliessung  eines  durch  dieselbe  fliessen- 
den  Stromes.     Man  kann  daher  vergleichen: 

1)  Die  gegenseitigen  Inductionscoefficienten  zweier  Rollen- 
paare, 

2)  die  Selbstinductionscoefficienten  zweier  Rollen, 

3)  einen  Coefficienten  der  ersten  und  der  zweiten  Art. 
Eine  eingehendere  Besprechung  der  hierbei  angewandten  Methoden 
dürfte  hier  nicht  am  Orte  sein.  Wir  wollen  daher  nur  kurz 
erwähnen,  dass  die  beiden  letzten  Bestimmungen  durch  eine 
Wheatstone- Brückenanordnung  ausgeführt  werden,  bei  welcher 
durch  passende  Widerstandsbestimmung  der  Brückendraht  nicht 
allein  bei  einem  constanten  Strom,  sondern  auch  bei  Oeffnung 
und  Schliessung  desselben  stromlos  bleibt.  Die  Berechnung  der 
in  Frage  kommenden  Coefficienten  geschieht  nach  den  schon  von 
Maxwell  gegebenen  Formeln.  Eine  nicht  unwichtige  Fehlerquelle 
hat  der  Verfasser  ausführlicher  untersucht.  Dieselbe  besteht  in 
der  Eigenschaft  enggewundener  Rollen,  als  Gondensatoren  zu 
wirken.  Der  Einfluss  dieser  Erscheinung  auf  die  Bestimmung 
der  Inductionscoefficienten  wird  in  dem  letzten  Abschnitt  der  Ab- 
handlung erörtert.  Ok. 

A.  Oberbeck.     Ueber  die  Phasenunterschiede  elektrischer 

Schwingungen.     Berl.  Ber.  1882.  125-131,  1065-1074. 

A.  Oberbeck.     Ueber  elektrische  Schwingungen  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  ihrer  Phasen,    vviedemann  Ann. 

(2)  XVII.  816-841,  1040-1042. 

Durch  Versuche  mit  schnell  wechselnden   elektrischen  Strö- 


g78  ^I-  Abschnitt     Mathematische  Physik. 

luen,  welche  der  Verfasser  nach  dem  Vorgänge  von  W.  Weber 
als  elektrische  Schwingungen  bezeichnet,  wurde  derselbe  darauf 
geführt,  eine  bisher  nicht  beachtete  Eigenschaft  des  Electro- 
dynamometers  zu  Untersuchungen  auf  den  verschiedensten  Ge- 
bieten der  Elektricität  zu  benutzen.  Bei  dem  genannten  Instru- 
ment wird  bekanntich  eine  aufgehängte  Drahtrolle  durch  die 
electrodynamische  Wirkung  fester  Rollen  gedreht.  Das  Drebungs- 
moment  ist  dem  Product  der  Intensitäten  der  beiden  Ströme  pro- 
portional. Wechseln  dieselben  schnell  ihr  Vorzeichen,  so  erfolgt 
auch^daun  noch  eine  Ablenkung,  welche  dem  Mittelwerte  dieses 
Products  proportional  ist.  Lassen  sich  die  Stromintensitäten 
durch  die  Formeln 

J  =  il .  cos  -=-y     J'  =  il'cosT— = €J 

ausdrücken,  so  ist. 

T  J  2 

II 

Wenn  daher  der  Phasenunterschied  e  den  Wert  —  beträgt,    so 

erfolgt  keine  Ablenkung. 

Elektrische  Schwingungen  mit  regulirbarem  Phasenunter* 
schied  kann  man  auf  verschiedene  Weise  experimentell  herstellen. 
In  der  ersten  Abhandlung  (ausführlicher  inWiedem.  Ann.  (2)  XVII.) 
entwickelt  der  Verfasser  zunächst  die  Theorie  der  Verbreitung 
elektrischer  Schwingungen  in  einem  verzweigten  Leitersystem. 
Es  wird  dabei  angenommen,  dass  in  den  Zweigen  Selbstinduo- 
tion  vorkommt  und  dass  Condensatoren  mit  Verzweigungspunkten 
verbunden  sind.  Von  besonderem  Interesse  ist  dabei  die  Ver- 
zweigung nach  dem  Schema  der  Wheatstone'schen  Brücke,  speciell 
die  Untersuchung  des  Phasenunterschieds  zwischen  dem  Haupt- 
zweig und  dem  Brückenzweig.    Die  Bedingungen  für  den  Phasen- 

unterschied  —  zwischen  den  Schwingungen  in  den  genannten 

beiden  Zweigen  führen  in  speciellen  Fällen  zu  einer  Reihe  be- 
merkenswerter Formeln,  welche  die  Bestimmung  und  Verglei- 
chung  von  Inductionscoefficienten  und  Condensatorcapacitäten  ge- 
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statten.  Diese  Formeln  werden  durch  Versuche  geprüft,  auf 
welche  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  kann. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  eine  directere  Methode 
beschrieben,  zwei  elektrische  Schwingungen  mit  Phasenunter- 
schieden herzustellen.  Ein  Magnet  wird  in  schnelle  Rotation  ver- 
setzt, während  derselbe  sich  im  Innern  zweier  Drahtrollen  be- 
findet, welche  gegen  einander  um  die  Rotationsaxe  des  Magnets 
gedreht  werden  können. 

Eine  einfache  Rechnung  liefert  Formeln  für  den  Verlauf  der 
beiden  inducirten  Wechselströme.  Aus  denselben  ergiebt  sich  zu- 
nächst eine  neue  Methode,  Inductionscoefficienten  von  Draht- 
rollen zu  messen. 

Durch  Einschaltung  einer  FIttssigkeitszelle  in  einen  der 
Stromkreise  erfolgt  eine  schnell  wechselnde  Polarisation  der 
Elektroden.  Diese  erzeugt  eine  Phasenverschiebung  in  dem  Strom- 
kreis. Auch  hier  wird  eine  Berechnung  derselben  auf  Grund 
einer  einfachen  Annahme  über  die  Natur  der  galvanischen  Pola- 
risation gegeben.  Die  Versuche  zeigen  indess,  dass  dieselbe 
nicht  genau  zutreffend  ist,  so  dass  weitere  Untersuchungen  hier- 
über auszuführen  sind.  Ok. 


M.  Deprez.     Des  actions   ölectriques   dans  les  systfemes 
conducteurs  semblables.    o.  R.  xciv.  431434. 

M.  Deprez.     Sur   le   transport   de   la  force  aux  grandes 
distances,    0.  R.  xciv.  434-436 

M.  Deprez.      Nouvelles    expressions    du    travail    et   du 
rendement  öconomique  des  moteurs  dlectriques. 

a  R.  XCV.  778-781. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Problem  der  Kraftübertragung  be- 
handelt der  Verfasser  in  der  ersten  Notiz  die  Frage,  in  welcher 
Weise  die  elektrodynamische  Wirkung  eines  Systems  von  Leitern 
sich  ändert,  wenn  die  Dimensionen  derselben,  bei  gleichbleiben- 
der Stromintensität,  sämmtlich  in  einem  bestimmten  Verhältnis 
verändert  werden.     Die  zweite  Notiz  enthält  eine  kurze  Wieder- 
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gäbe  der  Versuehsresultate  bei  einer  Kraftübertragung  auf  grosse 
Entfernungen,  während  in  der  letzten  Mitteilung  der  öconomiscbe 
Coefficient  bei  demselben  Vorgang  durch  die  Tourenzahl  der 
empfangenden  Maschine  und  eine  an  derselben  zu  messende 
Arbeitsgrösse  ausgedrückt  wird.  Ok. 


M.  Levy.  Sur  la  Solution  pratique  du  problfeme  du 
transport  de  la  force  ä  de  grandes  distances. 

C.  R.  XCIV.  511-512. 

Um  das  Verhältnis  der  nutzbaren  Arbeit  an  der  einen  Sta- 
tion zu  der  aufgewandten  Arbeit  an  der  anderen  Station  möglichst 
gross  zu  machen,  schlägt  der  Verfasser  vor,  an  der  einen  Station 
mehrere  Maschinen  neben  einander  zu  setzen  und  eine  ent- 
sprechende Anordnung  an  der  anderen  Station  zu  treffen.  Dann 
soll  man  den  öconomischen  Goefficieuten  bis  nahezu  zur  Einheit 
steigern  können.  Von  praktischem  Nutzen  dürfte  eine  solche  An- 
ordnung kaum  sein.  Ok. 

M.  IjEVY.  Sur  la  relation  entre  la  force  dlectromotrice 
d'une  machiiie  dynarao- ^lectrique  et  sa  vitesse  de 
rotation.    C.  R.  XCV.  832-864. 

M.  Deprkz.   Sur  les  moteurs  ölectriques.  CR.  xcv.  I0ö6-1058. 

M.  Levy.  Sur  une  coramunication  de  &J.  M.  Deprez, 
relative  au  transport  de  la  force.    C.  B.  xcv.  1230-1232. 

In  der  ersten  Mitteilung  führt  der  Verfasser  den  Beweis, 
dass  die  elektromotorische  Kraft  einer  dynamo- elektrischen  Ma- 
schine nicht  der  Winkelgeschwindigkeit  proportional  gesetzt  wer- 
den darf,  sondern  dass  dieselbe  jedenfalls  eine  complicirtere 
Function  derselben  ist  und  etwa  in  eine  Reihe  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  entwickelt  werden  kann,  üeprez  bestreitet  dies 
und  behauptet,  dass  das  Gesetz  der  Proportionalität  wenigstens 
für  die  Praxis  durchaus  zureichend  ist,  eine  Behauptung,  weiche 
L6vy  in  der  letzten  Mitteilung  in  Zweifel  zieht.  Ok. 
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G.  Basso.  Sopra  un  caso  particolare  d'equilibrio  per 
un  solenoide  soggetto  all'  azione  magnetica*  terrestre 
ed    a  quella  d'una   corrente  elettrica.    Torino  Atti  XVII. 

358-368. 

Ein  Solenoid  ist  so  aufgehängt,  dass  es  sieh  um  eine  ver- 
ticale  Axe  frei  drehen  kann.  In  der  Ebene  des  magnetischen 
Meridians  befindet  sich  ein  Strom,  welcher  drei  Seiten  eines 
Rechtecks  durchläuft.  Die  eine  Seite  desselben  fällt  mit  der 
Axe  des  Solenoids  im  Ruhezustand  zusammen,  die  zweite  ist 
vertical  über  derselben;  die  beiden  andern  sind  vertical.  Der 
Strom  soll  nur  die  drei  letzten  Seiten  durchlaufen.  Der  Ver- 
fasser berechnet  die  neue  Gleichgewichtslage  des  Solenoids  unter 
dem  gemeinsamen  Einfluss  des  Erdmagnetismus  und  des  Stromes. 

Ok. 


F.  Kohlrausch.  Absolute  Messungen  mittels  bifilarer 
Aufhängung,  insbesondere  zwei  Methoden  zur  Be- 
stimmung   der   erdmagnetischen    HorizontaMntensität 

ohne   Zeitmessung.     Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  737-773. 

Die  im  Principe  so  schöne  Gauss'sche  Methode  der  Messung 
des  Erdmagnetismus  nach  absolutem  Maass  hat  bei  der  Ausfüh- 
rung den  Nachteil,  dass  die  Gesammtheit  aller  Beobachtungen 
eine  verhältnismässig  lange  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  innerhalb 
deren  die  zu  messende  Grösse  möglicher  Weise  sich  verändern 
kann.  Deshalb  ist  die  hier  beschriebene  Methode  (eigentlich 
sind  es  zwei  Modificationen  einer  Methode)  von  Wichtigkeit,  da 
bei  derselben  diejenigen  Messungen,  bei  denen  der  Erdmagnetis- 
mus direct  betheiligt  ist,  in  sehr  kurzer  Zeit  ausgeführt  werden 
können. 

Die  vom  Verfasser  als  bifilar  galvanometrische  bezeichnete 
Methode  besteht  in  Folgendem.  Eine  Drahtrolle  ist  bifilar  auf- 
gehängt. Die  Windungsebene  fällt  mit  dem  magnetischen  Meri- 
dian zusammen.  Durch  die  Windungen  wird  ein  Strom  t  ge- 
leitet.    In  Folge  der  Wirkung  des  Erdmagnetismus  wird  die  Rolle 

FortMhr.  d.  Math.  XIV.  ü,  5(3 
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um  einen  kleinen  Winkel  gedreht,  welcher  zu  beobachten  ist. 
Gleichzeitig  wirkt  die  vom  Strom  durchflossene  Rolle  ablenkend 
auf  einen  Magnetstab,  welcher  nördlich  oder  Bildlich  dayon  im 
Meridian  hängt.    Es  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen: 

DA^a  =  fiH, 

In  denselben  ist  D  das  bifilare  Drehungsmoment,  a  die  Ablenknng 
der  Bifilarrolle,  (p  diejenige  des  Magnetometers,  a  die  Entfer- 
nung der  Rollen-  und  Magnetmittelpunkte.  Aus  beiden  Gleichungen 
lässt  sich  die  Horizontalcomponente  H  berechnen. 

Ersetzt  man  die  vom  Strom  durchflossene  Rolle  durch  einen 
Magnetstab,  so  erhält  man  die  andere  bifilar  magnetische  Methode. 
Die  Abhandlung  enthält  ausführlich  alle  bei  beiden  Methoden  in 
Betracht  kommenden  Rechnungen,  besonders  die  Bestimmung  des 
bifilaren  Drehungsmoments  mit  Berücksichtigung  der  Eiasticität 
der  Drähte.  Zwei  ausgeführte  Messungen  gaben  gut  überein- 
stimmende Resultate.  Ok. 


J.  Stefan.     Ueber  die  magnetische  Schirmwirkung  des 

Eisens.     Wien.  Ber.  LXXX.;    Wiedemaon  Anu.  (2)  XVII.  928-956. 

Die  Poisson'sche  Theorie  der  magnetischen  Induction  flihrt 
zu  dem  Schluss,  dass  ein  in  einer  eisernen  Hohlkugel  befindlicher 
Magnet  nach  aussen  eine  viel  schwächere  Wirkung  ausübt,  als 
ohne  die  Hülle.  Da  diese  Schirmwirkung  bei  der  Gramme'schen 
Maschine  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  hat  der  Verfasser  dieselbe 
experimentell  untersucht.  Zu  dem  Zweck  wurde  zuerst  die  ab- 
lenkende Wirkung  eines  Magnetstabs  auf  eine  Nadel  beobachtet 
und  dann  ein  Eisenring  um  den  Stab  gelegt,  wodurch  die  Wir- 
kung erheblich  geschwächt  wurde. 

Ferner  wurde  die  Schwingungsdauer  eines  aufgehängten 
Magnetstabes  bestimmt  und  derselbe  ebenfalls  mit  einem  eiser- 
nen Hohlcylinder  umgeben.  Hierdurch  wurde  die  Schwingungs- 
dauer vergröBsert.     Die  erhaltenen  Resultate  werden  durch  ein- 
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faehe  Rechnungen  erklärt.  Zanächst  zeigt  der  Verfasser,  dass 
die  Poisson'sche  Theorie  und  die  Faraday'sche  Vorstellung  der 
Kraftlinien  zu  demselben  Ergebnis  führen.  Es  wird  dann  an- 
genommen, dass  ein  unbegrenzter  eiserner  Hohleylinder  in  ein 
gleichförmiges,  magnetisches  Kraftfeld  gebracht  wird.  Es  zeigt 
sich,  dass  die  magnetische  Wirkung  im  Innern  des  Gylinders 
erheblich  verkleinert  ist.  Die  Rechnungen,  zu  welchen  das  er- 
wähnte Problem  führt,  geben  gleichzeitig  die  Lösung  eines 
Strömungsproblems.  Denkt  man  sich  in  ein  mit  geradlinigen 
Strömen  erfülltes  Feld  einen  unendlich  grqssen  Hohleylinder  von 
anderem  resp.  besserem  Leitungsvermögen  eingeführt,  so  werden 
dadurch  die  Stromlinien  verändert.  Das  berechnete  magnetische 
Potential  giebt  in  diesem  Fall  das  Potential  der  elektrischen 
Strömung.  Zum  Schluss  beschreibt  der  Verfasser  noch  einige 
Inductionsversuche,  welche  ebenfalls  einen  Beweis  der  Schirm- 
wirkung einer  hohlen  Eisenmasse  liefern. 

Ok. 


J.  Stefan,      üeber  die  Kraftlinien   eines  um   eine  Axe 

symmetrischen   Feldes.     Wien.  Ana.  1882.  lltt-117;    Wien.  Ber. 
LXXXV.  987-996;  Wiedemann  Ann.  (2)  XVII.  956-964. 

Ist  die  betreffende  Axe  die  a;-Axe  und  setzt  man 

Q  =  y  +2 , 

so  nimmt  bekanntlich  die  Laplace'sche  Differentialgleichung  die 
Form  an: 

Das  System  der  Kraftlinien,  welche  die  Potentialflächen  senk- 
recht schneiden,  ist  dann  durch  eine  Function  f/ =  Const.  ge- 
geben, welche  den  Oleiehungen 

öif  __  _   _ör      dv  _    dv 

dx  ^  dq  ^       dq    ~^       dx 

genügen  muss. 

Der  Verfasser  bespricht  eine  Reihe  naheliegender  Beziehungen 
zwischen  den  beiden  Functionen. 

56* 
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1)  Gehören  zu  den  Potentialfunetionen  F,,  K,,  K, ...  die 
Stromfunctionen  U^,  U^y  U^,.,^  so  entspricht  auch  dem  Potential 
K  =  C,  Kj  4- C,  K,  4-...  die  Stromfunction  U  =  C,  f/,  +  C,  t^,  +  -. 

2)  Ist  V  in  eine  Reihe  nach  Kugelfunctionen  entwickelt, 
so  dass 

wo  Pn(co8^)  eine  Kugelfunction  n**'  Ordnung  bedeutet,    so  ist 
die  zugehörige  Strömungsfunction 

"^  dx  1     da;'  "^  1.2  dx^ 

3)  Ist  endlich  das  Potential  durch  die  Reihe 

^       2'  dx'  ^  2'4'   dx' 
gegeben,  so  ist  die  zugehörige  Strömungsfunction 

a;    dx        2'.4  rf-c'  "^'   2*.4'.6   dx'      '" ' 

Für  diese  allgemeinen  Beziehungen  giebt  der  Verfasser  noch  eine 
Anzahl  von  Beispielen.  Ok. 


M.  Abria.   Snr  las  unit^s  de  Gauss.    Bord.  M6m.  (2)  v.  15-27. 

Der  Verfasser  bespricht  die  Gauss'sche  Methode,  den  Erd- 
magnetismus nach  absolutem  Maass  zu  bestimmen,  und  legt  be- 
sonderes Gewicht  auf  die  genauere  Feststellung  der  zu  Grunde 
liegenden  Einheiten.  Ok. 


A.  Wassmüth.  üeber  eine  Anwendung  der  mechanischen 
Wärmetheorie  auf  den  Vorgang  der  Magnetisirung. 

Wien.  Ber.  (2)  LXXXVI.  589-550. 

A.  Wassmüth.  üeber  den  inneren  aus  der  mechanischen 
Wärmetheorie  sich  ergebenden  Zusammenhang  einer 
Anzahl  von  elektromagnetischen  Erscheinungen. 

Wien.  Ber.  (2)  LXXXVII.  82-97. 
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Den  Ausgangspunkt  der  Betrachtungen  des  Verfassers  bilden 
einige  Versuche  Aber  die  Einwirkung  eines  allseitigen  Drucks 
auf  die  Magnetisirung  eines  Eisenstabs,  wobei  derselbe  zu  dem 
Resultat  gelangt  ist,  dass  eine  Vermehrung  des  Drucks  die  ent- 
gegengesetzte Wirkung  wie  eine  Erhöhung  der  Temperatur  hat. 
Der  Verfasser  wendet  nun  hierauf  die  beiden  Hauptgleichungen 
der  mechanischen  Wärmetheorie  an.  Von  grösserem  Interesse 
ist  der  Fall,  wo  von  Druckänderungen  abgesehen  wird.  Hierbei 
lässt  sich  die  Temperaturerhöhung  berechnen,  welche  der  Stab 
durch  die  Magnetisirung  erfährt.  Endlich  folgt  eine  Anwendung 
auf  die  Magnetisirungsänderungen  durch  einseitigen  Zug  eines 
Stabes.  In  der  zweiten  Abhandlung  bilden  ebenfalls  die  Haupt- 
gleichungen der  mechanischen  Wärmetheorie  den  Ausgangspunkt. 
Als  unabhängige-  Variable  wird  die  Temperatur  und  eine  in  be- 
sonderen Fällen  näher  zu  bestimmende  Grösse  z  gewählt.  So 
wird  bei  den  beiden  weiter  betrachteten  Beispielen  für  z  ein  ein- 
seitiger Zug  auf  den  Stab  in  seiner  Längsrichtung  und  eine 
Torsionskraft  genommen.  Hierbei  lassen  sich  einige  Schlüsse 
ziehen,  welche  die  Beziehungen  zwischen  Torsion  und  Magneti- 
sirung zu  erklären  geeignet  sind.  Ok. 


A.  Wassmuth.     üeber  elektromagnetische  Tragkraft. 

Wien.  Adz.  1882.  12-13. 

Kurzer  Bericht  über  eine  Experimentaluntersuchung.  Zwei 
Ringe  waren  in  ihrer  Mitte  durchschnitten.  Es  werden  die  Kräfte 
bestimmt,  durch  welche  dieselben  auseinander  gerissen  werden 
können,  ebenso  wie  die  magnetischen  Momente  der  Ringe. 

Ok. 


G.  Jung.     SuI  pseudofoco  del  paraboloide  e  sul  centro 

magnetico.    Rend.  ist.  Lomb.  (2)  XV.  407-418. 

Geometrische .  Betrachtungen  über  den  Pseudofocus  eines 
Paraboloids,  worunter  der  Verfasser  einen  Punkt  versteht,  welcher 
gleich   weit  entfernt    ist   von   den   Scheiteln  der  beiden  Focal- 
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parabeln  und  über  den  ZusammenhaDg  desselben  mit  einem  Punkt, 
welchen  Beltrami  (Annali  di  Matematica  X.  188*^;)  als  magneti- 
sches Centruro  bezeichnet  hat.  Ok. 


Quprr.  Les  forces  d'induction  qua  le  Soleil  döveloppe 
dans  les  Corps  par  sa  rotation,  varient,  toutes  choses 
Egales  d'ailleui'8^  en  raison  inverse  des  carr^s  des 
distances.    C.  r.  xcv.  682-685 

Der  Verfasser  stellt  den  Satz  auf:  „Für  einen  Körper, 
welcher  sich  um  die  Sonne  in  der  Ebene  ihres  Aeqnators  in 
einem  Kreise  bewegen  würde,  ist  das  Verhältnis  der  beiden  auf 
ihn  aasgeübten  Inductionskräfte,  von  welchen  die  eine  durch  die 
Umdrehungsgeschwindigkeit  und  die  andere  durch  die  Drehung 
des  Gestirnes  bedingt  ist,  gleich  dem  Verhältnis  jener  Zeit,  welche 
die  Sonne  zu  einer  vollständigen  Drehung  um  ihre  Axe  gebraucht, 
zu  der  Zeit,  während  welcher  der  Gonductor  seinen  Umlauf  voll- 
führt. Wenn  Gonductoren  sich  gleichzeitig  auf  einer  Geraden 
befinden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht,  sind 
ihre  Inductionskräfte,  welche  von  der  Rotation  des  Gestirnes 
herrühren,  parallel  unter  sich  und  ändern  sich  im  umgekehrten 
Quadrat  der  Entfernung.  Unter  diesen  Bedingungen  und  allein 
mit  Rücksicht  auf  die  Intensität  ist  das  Gesetz  dasselbe  wie  f&r 
das  Licht,  die  Wärme  und  die  Sonnenanziehung.''  Dieser  Satz 
folgt  aus  Formeln,  welche  der  Verfasser  1878  (s.  C.  R.  LXXXVII. 
860-862  und  F.  d.  M.  X.  747)  veröffentlicht  hat.  Der  Verfasser 
berechnet  nach  obigem  Satze  die  Induotionswirkung  für  ver- 
schiedene Planeten  und  Cometen.  Rs. 


G.  Ricci.     Sulla   funzione    potenziale   di    conduttori    di 
correnti  galvaniche  costanti.  Veo.  Ist.  Atti  (5)  VIII.  1025-1048 

Durch  Benutzung  der  Methode  von  Beltrami,  welche  dieser 
in  seiner  „Nota  suUa  teoria  matematica  dei  solenoidi  elettro- 
dinamici"   (Cira.  (-2)  VII.  u.  VIII.)   anwendete,   könnte  man  be- 
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weisen,  dass  zu  jeder  Verteilung  der  magnetischen  Materie  inner- 
halb eines  Körpers  oder  auf  dessen  Oberfläche  eine  äquivalente 
Verteilung  constanter  galvanischer  Ströme  gefunden  werden  kann. 
Der  Verfasser  zieht  es  vor,  die  Bedingung  dafür  direct  herzu- 
leiten, dass  eine  galvanische  Verteilung  und  eine  magnetische 
Verteilung  für  einen  Raum  S,  welcher  von  den  beiden  Flächen 
f*  =  fi^  und  ^  =  fi^  begrenzt  ist,  äquivalent  seien.  Darauf  werden 
allgemeinere  Betrachtungen  angestellt,  nämlich  in  Bezug  auf  zwei 
Räume  S  und  S^,  deren  erster  von  den  Flächen  (ju<,),  (^J,  (vj,  (y,) 
und  deren  zweiter  von  den  Flächen  C/io)>  (f^J)  (•'o)  begrenzt  ist. 
Diese  Rechnungen  und  die  weiteren  speciellen  Entwickelungen 
mflssen  im  Original  nachgelesen  werden.  Rs. 


Capitel  4. 

Wärmelehre. 

A.    Mechanische  Wärmetheorie. 

E.  A.  RowLAND.  Kelazione  critica  suUe  varie  deter- 
minazioni  delF  äquivalente  meccanico  della  caloria. 
Opera  premiata  dal  Reale  Istituto  Veneto  di  scienze, 
e  tradotta  dall'  inglese.  Appendice  al  Tomo  VlI. 
dell    Serie   V.    degli    Atti    del    R.   Ist.   Ven.     Venezia. 

G.  Antonelli. 

Die  bisherigen  Bestimmungen  des  mechanischen  Wärme- 
äquivalentes sind  systematisch  geordnet  und  kritisirt.  Der  Ver- 
fasser berichtet  besonders  ausfllhrlich  über  seine  Abhandlung: 
i,On  the  Mechanical  Equivalent  of  Heat  with  subsidiary  Researches 
on  the  Variation  of  the  Mercurial  from  the  Air  Thermometer,  and 
on  the  Variation  of  the  Specific  Heat  of  Water, ^  welche  in 
Boston  Proc.  (2)  VII.  75-200  veröflfentlicht  wurde.  Von  den  er- 
haltenen Werten    des   mechanischen  Aequivalentes   der    Wärme 
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wählt  der  Verfasser  einige  aus,  er  legt  jedem  derselben  ein 
entsprechendes  Gewicht  bei  und  findet  bei  BerUcksichtigang 
dieser  Gewichte  als  Mittelwert  427,62  bei  \3%d  C  in  der  Breite 
von  Baltimore.  Bei  dieser  Berechnung  war  dem  Bowland'scben 
Werte  427,7  bei  14°  C  ein  bedeutendes  Gewicht  beigelegt.  Wenn 
man  diesen  Wert  weglässt,  bekommt  man  als  Mittel  der  anderen 
Werte,  unter  Berücksichtigung  der  diesen  vorhin  beigelegten  Ge- 
wichte, 427,5  bei    13^8C.  Rs. 


E.  H.  Amagat.  Sur  une  forme  nouvelle  de  la  relation 
F{f>pf)  =  0  relative  aux  gaz  et  sur  la  loi  de  dilatation 
de  ces  corps  k  volume  constant.    Add.  d.  Chim  et  Phys.  (5) 

XXVIII.  500-507. 

E.  H.  Amagat.  Sur  la  relation  </?(t?,  jt?,  /)  =  0  relative 
aux  gaz,  et  sur  la  loi  de  dilatation  de  ces  corps 
80U8  volume  constant.    C.  R.  XLiv.  847-851. 

1)  Der  Verfasser  stellt  die  Werte  des  Dilatationscoefficienten 
der  Kohlensäure  bei  normalem  Drucke,  wie  Korteweg  sie  nach 
den  Formeln  von  Clausius  und  van  der  Waals  berechnet  hat, 
mit  dem  Werte  von  Regnault  und  den  Werten  zusammen,  welche 
er  im  Jahre  1872  erhalten  hat.  Die  Uebereinstimmung  zwischen  den 
Werten  des  Verfassers  und  den  nach  der  Formel  von  van  der  Waals 
berechneten,  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig.  Trotzdem  reicht 
diese  Formel  eben  so  wenig  aus,  die  Gesammtheit  der  auf  das- 
selbe Gas  bezüglichen  Resultate  darzustellen,  wie  die  von  Clausius. 

Nicht  durch  theoretische  Betrachtungen,  wie  van  der  Waals 
und  Clausius,  gelaugt  der  Verfasser  zu  einer  Gleichung  qp(p,r,/)  =rO, 
sondern  durch  Berücksichtigung  geometriRcher  Eigenschaften  einer 
gewissen  Curvenschaar,  welche  er  für  Kohlensäure  und  Aethylen 
nach  seinen  Versuchen  gezeichnet  hat.  Bei  jeder  Curve  eutsprechea 
die  Abscissen  den  Drucken  p,  die  Ordinaten  den  Producten  pv 
für  eine  gewisse  Temperatur.  Die  Curven  sind  für  je  10®  Tem- 
peraturunterschied gezeichnet.  Daher  schneidet  jede  gerade  Linie, 
welche  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  geht,  die  Curven  in 
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Punkten,  welche  demselben  Volumen  der  Gasmasse  entsprechen, 
sie  sind  Linien  gleichen  Volumens. 

Als  der  Verfasser  die  Curvenschaaren  für  Kohlensäure  und 
Aethylen,  welche  wegen  der  Nachbarschaft  des  kritischen  Punktes 
lehrreicher  als  die  anderen  sind,  genau  prüfte,  fand  er,  dass  die 
Linien  gleichen  Volumens  durch  die  den  verschiedenen  Tempe- 
raturen entsprechenden  Curven  in  wesentlich  gleiche  Teile  zer- 
schnitten werden.  Da  die  Temperatur  sich  von  einer  Gurve  zur 
nächste^  um  10''  ändert,  bedeutet  jene  Eigenschaft,  dass  die 
Linien  gleichen  Volumens  durch  die  Curven  in  Abschnitte  ge- 
teilt werden,  welche  proportional  den  Differenzen  der  bezüglichen 
Temperaturen  sind.  Dies  gilt  ftlr  den  complicirtesten  Teil  der 
Curvensehaar  ebenso,  wie  fttr  den,  wo  die  Curven  im  Wesent- 
lichen parallel  und  gerade  sind.  Da  keine  anderen  Geraden,  als 
die  durch  den  Anfangspunkt  gehenden,  diese  Eigenschaft  besitzen, 
hat  der  Verfasser  diese  als  eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  Netze  angesehen.  Man  hat  daher  d^i  ==•  C.dt,  folglich 
p  =  C{t—t^)y  wenn  der  Anfangsdruck  p^  =  0  gesetzt  wird. 
C  und  ig  hängen  nur  von  der  willkürlich  gewählten  Linie  gleichen 
Volumens  ab,  sie  sind  Functionen  des  Volumens  allein,  und  sie 
seien  mit  f{v)  und  F(o)  bezeichnet.  Der  Verfasser  konnte  seine 
experimentellen  Resultate,  welche  er  für  die  Kohlensäure  erhalten 
hatte,  gut  darstellen,  wenn  er 

F(r)  = ^^^^^^ 

setzte,  wo  M  wenigstens  2  und  a  das  Atomvolumen  bedeutet. 
Die  Function  /'(o)  muss  so  beschaffen  sein,  dass  für  genügend 
grosse  Werte  von  v  die  gesuchte  Beziehung  sich  auf  p(f?  —  a)  =  AT 
reducirt,  wenn  T  die  absolute  Temperatur  bezeichnet.    F(c)  ver- 

schwindet  dann,  und  man  kann  setzen   f{c)  =  -^^-i.     Folglich 

bekommt  der  Verfasser  für  die  gesuchte  Beziehung 

Die  Formel  von  van  der  Waals  ist  ein  specieller  Fall  von  dieser. 
Die  Gleichung  p  =  0(1—1^)  enthält  das  Dilatationsgesetz  der 
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Gase  bei  constantem  Volumen:  „Wenn  niaa  eine  bestimmte 
Gasmasse  erhitzt  und  das  von  ihr  eingenommene  Volumen  con- 
stant  erhält,  ist  der  Druek  beständig  der  um  eine  constante 
Grösse  verminderten,  absoluten  Temperatur  proportional.  Jene 
Grösse  ändert  sieh  mit  dem  willkflrlieh  gewählten  Volumen  und 
hängt  allein  von  diesem  ab.""  Aus  dem  fUr  F(f>)  gewählten  Aus- 
drucke folgt,  dass  für  die  vollkommenen  Gase  die  constante 
Grösse  Null  und  daher  der  Druck  der  absoluten  Temperatur 
proportional  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  sind  nur  auf  Gase  anwend- 
bar, d.  h.  auf  eine  Gurvenschaar,  welche  sich  auf  Temperaturen 
bezieht,  die  oberhalb  des  kritischen  Punktes  liegen,  oder  auf 
Drucke  unterhalb  jener,  welche  die  Verflüssigung  erzeugen.  Wenn 
dagegen  eine  Beziehung  9)(p,  p,  /)  =  0  gewonnen  werden  soll, 
die  sich  auf  den  flüssigen  und  gasförmigen  Zustand  bezieht, 
würde  man  nicht  mehr  dp  =  f(ti)dt  haben.  Die  Grössen  C  und  t^ 
würden  nicht  nur  vom  Volumen,  sondern  auch  von  der  Tempe- 
ratur abhängen.  Das  Glied  in  der  Formel  von  Olausius,  welches 
i^  entspricht,  erscheint  dem  Verfasser  als  eine  zu  einfache  Func- 
tion der  Temperatur,  und  ferner  hat  die  Formel  nur  eine  Con- 
stante dividirt  durch  (t?->a)  an  Stelle  von  C. 

Der  Verfasser  wird  die  numerischen  Goefficienten  seiner 
Formel  für  die  verschiedenen  von  ihm  untersuchten  Gase  erst 
geben,  nachdem  er  sich  jenen  Teil  der  Gurvenschaar,  welcher 
den  kritischen  Punkt  enthält,  durch  eine  specielle  nnd  besonders 
sorgfältige  Untersuchung  verschafft  bat;  denn  dort  fallen  die 
Gurven  mit  einer  so  bedeutenden  Geschwindigkeit  ab,  dass  die 
bestimmten  Punkte  jener  Curve  weit  von  einander  entfernt  sind, 
obgleich  die  Beobachtungen  bei  ziemlich  benachbarten  Drucken 
ausgeführt  waren. 

Die  zweite  Arbeit  ist  ein  Auszug  der  ersten.  Rs. 


G.  LiPPM.\NN.     Expressions  g^n^rales  de  la  temp^rature 
absolue    et    de    la    fonction    de    Carnot.      0.  R.  xcv. 

1058-1061. 
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Es  wird   daran  erinnert,   dass  die  absoluten  Temperaturen 
T  and  T'  durch  die  Gleichung 

— ^ —  =  0 

definirt  sind,  wobei  Q  wnd  Q^  zwei  Wärmemengen  bedeuten.  Der 
Verfasser  will  die  absolute  Temperatur  als  Function  der  ther- 
mischen Eigenschaften  irgend  eines  Körpers  ausdrücken.  Ein 
beliebiges  Thermometer  zeige  x,  wenn  es  den  betrachteten  Körper 
berührt,  y  sei  eine  von  x  unabhängige  Variable  (Druck,  Volu- 
men, etc.),  welche  mit  x  den  Zustand  des  Körpers  vollständig 
bestimmt;  dq  sei  die  unendlich  kleine  absorbirte  Wärmemenge 
während  der  Aenderung  (dx^  dy).    Es  wird  angenommen 

dq=  Pdx  +  Qdy 

und  hinzugefügt,  dass  alle  Werte  von  PundQ  zwischen  gewissen 
Grenzen  von  x  und  y  experimentell  oder  in  anderer  Weise  be- 
stimmt sind.    Für  geschlossene  Kreisprocesse  findet  man 

dy        dx  "        r^y  dx  dyy 

Der  gesuchte  Wert  T  ist  eine  von  y  unabhängige  Temperatur- 
function  und  daher  hat  man 

ÖT  ÖQ        dP 

CO  dx     ___      dx         dy 


und  folglich  durch  Integration,  durch  welche  eine  Constante  T^ 

eingeführt  wird, 

dQ_dP 


f 


(2)        T=T,e^  ^ 


dx 


Es  wird  bewiesen ,  dass  der  Wert  von  T  nicht  davon  abhängt, 
wie  das  benutzte  Thermometer  graduirt  ist.  Um  die  Gleichung 
(2)  zu  prüfen,  wird  sie  auf  zwei  Fälle  angewendet,  von  welchen 
das  Resultat  bereits  bekannt  ist,  nämlich  1)  auf  vollkommene 
Gase,  und  2)  auf  den  Fall,  wo  y  das  Volumen  der  Gewichtsein- 
heit irgend  eines  Körpers  bezeichnet.  Im  letzteren  Falle  führt  die 
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Gleichung  (2)  zu  der  von  Sir  W.  Thomson  gegebenen  Formel 

1  fPdp 

AuB  Gleichung  (1)  kann  man  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
Carnot'schen  Function  C,  in  Bezug  auf  den  Thermometeraus- 
schlag X  gewinnen;  denn  es  ist 

AQ  dT  dp        dP 

dx  j.     dx  dx         dy 


C«  ==  E  — TT —  =  E  — = —  =  E  ' 


Q 


Wenn  man  y  =^v^  x  =^T  nimmt,  giebt  der  letzte  Ausdruck  eine 
Formel,  welche  Sir  W.  Thomson  kürzlich  auf  anderem  Wege 
erhalten  hat  (W.  Thomson,  Reprint  of  math.  and  phys.  papers 
Cambridge  1882.  S.  188).  Rs. 


A.  Walter,  lieber  die  molecular- kinetischen  Gesetze 
der  Verdampfungswänne  und  der  specifischert  Wärme 
der  Körper  in  verschiedenen  Aggregatformen. 

Wiedemann  Add.  (2)  XVI.  500-Ö28. 

Der  Verfasser  will  die  Continuitätstheorie  der  Aggregatformen, 
welche  van  der  Waals  gegeben  hat,  verbessern.  Er  stellt  den 
Satz  auf:  „Die  Verallgemeinerung  des  idealen  Gasgesetzes  oder 
die  für  Gase,  Dämpfe,  Flüssigkeiten  gültige  Beziehung  zwischen 
Druck;  Volumen  und  Temperatur  ist  gegeben  durch  : 

(1)         {p  +  f)^e~^^l\ 


wo 


f  =  i(,     Ä  =  -^  Ä    und    f  = 


2  '         do 

Hierin  bedeutet  77  die  potentielle  innere  Energie  des  Körpers  im 
Zustande  eines  Gases,  eines  Dampfes  oder  einer  Flüssigkeit 
unter  beliebigen  Druckverhältnissen,  T  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  Translation  der  Eörpermolecüle,  t  die  absolute  Tem- 
peratur, welche  für  das  Experiment  zum  Maasse  der  Bewegungs- 
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energie  T  mittels  eines  constanteD  GoefiGcienten  k  dieDt.  Die  Con- 
staute  des  idealen  Gasgesetzes,  welches  aus  (1)  durch  die 
Annahme  f  =  0,  ß  =  0  sich  ergiebt,  ist  mit  h  bezeichnet. 
ß  ist  eine  Temperaturfunction ,  deren  Bedeutung  näher  dar- 
gelegt wird«  Es  wird  gezeigt,  wie  man  zu  der  Gleichung  (1)  ge- 
langen kann. 

Indem  fttr  Kohlensäure  die  Formel 

^^^0,00874^^--  =  1,00646(1+0,00371.^) 

genommen  und  die  Grösse  ß  aus  den  älteren  Versuchen  von 
Andrews  (Phil.  Trans,  for  1869,  575;  Poggendorflf  Ann.  Ergbd.  V.) 
bestimmt  wird,  bekommt  der  Verfasser  fUr  ß  gut  fibereinstimmende 
Werte.  Femer  teilt  er  mit,  dass  er  mit  den  Versuchsresultaten 
von  Janssen,  Amagat,  Ansdell  und  F.  Roth  bezüglich  der  Körper 
CO,,  NH,,  N,0,  GH^  und  C, H^  entsprechende  Rechnungen  aus- 
geführt habe,  welche  „gleich  günstige  Resultate'^  ergeben  haben 
sollen.  ^Das  Resultat  derartiger  Prüfungen  scheint  mir  da- 
hin ausgesprochen  werden  zu  können;  dass  die  Correction  f 
des  äusseren  Druckes  in  der  Tat  bei  Gasen  sehr  nahezu 
dem  Quadrate  des  specifischen  Volumens  umgekehrt  propor- 
tional, ausserdem  aber  auch  von  der  Temperatur  abhängig  zu 
denken  ist." 

An  der  Grundformel  werden  weitere  Betrachtungen  für  den 
Fall  angestellt,  dass  der  Stoff  sich  im  kritischen  Zustande  be- 
findet. Misst  man  die  Veränderlichen  p,  i,  v  durch  die  kritischen 
Constanten  Werte,  setzt  man  daher 

p  /  V  - 

=  TT,       --=--  =  T.       — 3r  =  V, 


so  hat  man  zwischen  diesen  Grössen  die  Beziehung 

26"+"'        T  1  +  V*    /  1 


wo 


V  =  ^  und  -*  --    y^--^ 


y-..  _, 


ü  2 

ist 
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Als  nothwendige  Folgerung  aus  Gleichang  (2)  wird  be- 
hauptet, „daBS  die  von  Herrn  van  der  Waals  zuerst  auf- 
gestellten Gesetze 

wo  q>  und  xp  f&r  alle  Körper  dieselben  Functionen  bedeuten 
würden,  nur  in  der  Nähe  des  kritischen  Punktes,  wo  nahezu 
y  =  y*,  gelten  können,  dass  dagegen  allgemein  gültige  Gesetze 
von  der  Form: 

n  =  qp(T,  »),     tJ  =  \p(t,  v) 

für  den  gesättigten  Zustand  eines  Dampfes  oder  einer  Flüssig- 
keit bestehen  würden,  wofern  der  Gleichung  (2)  eine  allgemeine 
Gültigkeit  zugeschrieben  werden  dürfte.^ 

Für  die  genannte  Werkwärrae  der  Verdampfung,  r,  findet 
der  Verfasser 

(3)       r  =^T(lAe^'^Ue^). 
o 


Hierin  bedeutet 


»*     .     »-• 


Lie'=C+Iogv+-  +  ^j^+^j^  +  ..., 


ß  ..   _    /» 


V,  =  — — ,      y.  = 


•  ""    w    '        *        w.  ' 


und  cdj  bez.  oi,  sind  die  specifischen  Volumina  des  Körpers  bei 
der  absoluten  Temperatur  /,  je  nachdem  er  sich  im  Zustande 
einer  gesättigten  Flüssigkeit  oder  eines  gesättigten  Dampfes  be- 
findet. Von  Gleichung  (3)  behauptet  der  Verfasser,  „dass  sie  ein 
unbedingt  sicheres  und  allgemein  gültiges  physikalisches  Gesetz 
von  höchster  Wichtigkeit  ausspricht.'^  Wenn  Gleichung  (.3)  sieh 
durch  die  Erfahrung  in  ihren  Consequenzen  bestätigt,  ^dürften 
wir  behaupten,  dass  jetzt  die  Natur  der  analytischen  Function 
erkannt  sei,  welche  die  Disgregation  und  überhaupt  die  mecha- 
nischen Arbeitsleistungen  bei  den  Zustandsänderungen  der  Gase, 
Dämpfe,  Flüssigkeiten  auszudrücken  geeignet  ist.^  Bezüglich 
des  Wassers  vorhandene  Versuchsresultate  werden  für  die  nähere 
Discussion  verwertet. 

Hieran  schliessen  sich  zwei  weitere  Abschnitte:    „über  die 
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Gesetze  derWärmecapacität  gesättigter  Flüssigkeiten  und  Dämpfe"" 
und  über  ^die  allgemeinen  thermodynamiscben  Grundgesetze  der 
Gase,  Dämpfe,  Flüssigkeiten^;  im  letzten  derselben  wird  für  den 
Cohäsionsdruck /*,  welcher  in  (1)  eingeführt  wurde,  der  Ausdruck 
aufgestellt: 

Rs. 


'  '^  ä. 


G.  Schmidt.     Ueber  die  innere  Pressung  und  die  Energie 

überhitzter  Dämpfe.    Wien.  Anz.  154-155;  Wien.  Ber.  LXXXVL 
511-538. 

Als  Zustandsgieichung  überhitzter  Dämpfe  wird  angenommen 

(1)        pv  =  B(T-  Ö), 

indem  0  eine  zu  bestimmende  Function  von  p  und  v  bezeich- 
net und  T  =  a  +  <  =  274,6  + 1  die  absolute  Temperatur  ist, 
„weil  der  Ausdehnungscoefficient  vollkommener  Gase  sowie 
für  hoch  verdünnte  atmosphärische  Luft  nach  Rankine  mit 
0,0036416  =  1:274,6  angenommen  werden  kann.^  Ferner. sei 
„i4=  1:423,5  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeitseinheit, 
U  die  Energie  in  Galorieen  gemessen",  c  =  r„,  C  =^  Cp  (nach 
Clausius'scher  Bezeichnungsweise),  x  der  ,, Grenzwert  des  Quo- 
tienten der  beiden  Wärmecapacitäten  für  unendliche  Ueberhitzung", 
€  die  von  Hirn  (siehe  Memoire  sur  la  thermodynamique,  2.  partie, 
Ann.  d.  Chim.  et  Phys.  (4)  XL  5-111)  eingeführte  „innere  Pres- 
sung", 2)^clche  die  Molecularanziehung  des  Inneren  auf  die  Ober- 
flächeneinheit misst  und  in  demselben  Sinne  wirkt,  wie  der  äussere 
speeifische  Druck  p."  Die  innere  Pressung  kann  als  Analogen 
des  Elasticitäsmoduls  fester  Körper  betrachtet  werden.  Indem 
gesetzt  wird 

wo  g>  im  Allgemeinen  eine  Function  von  p  und  d  bedeutet,  er- 
giebt  sich  u.  A. 
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X  x/i  xL"^  pJ 

Auf  der  adiabatischen  Linie  ist  dQ  =  0,  also 

jt-i 
T  =  D'p  «  . 

Für  zwei  vergchiedene  Zustände  auf  der  adiabatischen  Linie  ist 

»-1 


*=(^)"- 


Der  Verfasser  erhält  für  a^,  den  Ausdehnungscoefticienten 
bei  eonstanter  Spannung,  und  für  a^,  den  bei  constantem  Volumen, 
die  Werte 

1  ,  1 

Op  =  j-^     und    a,  = 


O  —  ö  -f  C  -r— 

de 

Die  Werte  von  c,  dQ,  df/,  «p,  a^  werden  für  folgende  Fälle  be- 
rechnet: I)  für  die  Annahme  von  Zeuner  C  =  const.,  2)  für  die 
Annahme  des  Verfassers  c  =  const,    3)   für  Ritter^s  Hypothese 

6  =  =-,    4)  für  Rankine's  Zustandsgieichung  pt>  =^  TR—  -=-- 

pe^v  '*' 

BT  D 

„Die  Hypothese   von   Clausius  p  =  — =,y — iTST''    ^^^^ 

einen  anderen  Typus,  als  in  (1)  vorausgesetzt  wurde,  lässt  sich 
also  hier  nicht  behandeln,  und  scheint  bis  jetzt  nur  für  Kohlen- 
säure noth wendig  geworden  zu  sein.*^ 

Der  Verfasser  giebt  als  Resultate  seiner  Untersuchung  u.  A. 
an:  „Die  Hypothese  C  =  const.  oder  p(v+  Dp*-^)  =  BT  ist  ftlr 
das  numerische  Rechnen  am  bequemsten. 

Die  Hypothese  c  =  const.  oder  t?(p  +  e)  =  BT  hat  die  grösste 
innere  Wahrscheinlichkeit,  ist  aber  nicht  bis  zum  Sättigungspunkte 
anwendbar. 

Eine  Entscheidung  über  die  numerisch  bestpassende  Formel 
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wird  am  einfachsten  durch  das  Studium  der  Coefficienten  a^  und  a« 
herbeigeitlhrt  werden"  oder  durch  die  Untersuchung  von 

1 


s.  =  -L[»_(T-«(-d».-,)], 


o  — 
a 

7= 

worin  m  = ist.  t» 

X  Ks. 


J.  Stefan,      üeber  die  Verdampfung  aus   einem  kreis- 
förmig oder  elliptisch   begrenzten   Becken.    Wiedemann 

Ann.  (2)  XVII.  550-560. 

Abdruck  von  Wien.  Ber.  f.XXXIII.  953-954.    Siehe  F.  d.  M. 
XIII.  1881.  805-807.  Rs. 


H.  Helmholtz.     Thermodynamik  chemischer  Vorgänge. 

Berl.  Ber.  1882.  22-31,  825-836. 

Da  eine  Fortsetzung  dieser  Mitteilungen  im  Jahre  1883  ver- 
öffentlicht ist,  wird  das  Referat  im  nächsten  Jahrgange  gegeben 
werden.  Rs. 


A.  Wassmüth.  üeber  die  specifische  Wärme  des  stark 
magnetisirten  Eisens  und  das  mechanische  Äequiva- 
lent  einer  Verminderung  des  Magnetismus  durch  die 

Wärme.     Wien.  Ber.  LXXXV.  997-1003. 

Stefan  hat  in  seiner  Abhandlung  ^Ueber  die  Gesetze  der 
elektrodynamischen  Induction«  (Wien.  Ber.  LXIV.  193-224)  auf 
Seite  220  den  Satz  gegeben:  „Zur  Erwärmung  des  magnetischen 
Eisens  ist  mehr  Wärme  erforderlich  als  zur  gleich  starken  Er- 
wärmung des  unmagnetischen.  *"  Falls  keine  freien  Magnetismen 
auftreten,  während  das  bei  0^  magnetische  Eisen  das  Maximum  m 
seines  Momentes  erhalten  hat,  ist  fdr  ein  Milligramm  Eisen  die 
Magnetisirungsarbeit 

FoitMhr.  d.  Math.  XIV.  3.  57 
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indem  J  das  magnetische  Aequivalent  der  Wärme,  C^j  die  mittlere 
specifische  Wärme  zwischen  0°  und  t^  des  magnetischen  Eisens, 
c^r  die  analoge  Grösse  fUr  das  unmagnetische  Eisen  ist.  Denkt 
man  sich  das  Eisen  nicht  bei  0°,  sondern  bei  t]  bis  zum  Maximum 
maguetisirt,  und  dazu  die  Arbeit  Ä^  aufgewendet,  so  ist  t^  -^-t^  =  t, 
«falls  ^^  die  Temperaturerhöhung  des  Eisens  von  der  Temperatur  t^ 
vorstellt,  die  jetzt  zur  Vernichtung  des  Magnetismus  nothwendig 
ist/^     Man  hat  daher 

und  analog  für  die  Temperatur  t^ 

Fttr  die  weiteren  Rechnungen  wird  angenommen,  dass  die  mitt- 
leren specifischen  Wärmen  des  magnetischen  und  des  unmagneti- 
schen Eisens  in  den  Intervallen  0  bis  r,  /,  bis  Tj  t^  bis  t  als  gleich 
angesehen  werden  können,  und  dass  sie  kurz  mit  Cundc  be- 
zeichnet werden.     Dann  ist 

Aus  Versuchen  mit  zwei  Eisenstäben  leitet  der  Verfasser  als 
Mittelwert 

C-c  =  2,7.10« 
ab.     Darauf  berechnet   er  die  Temperatur  r,    bei  welcher  das 
Eisen  sich  auch  den  stärkeren  Kräften  gegenüber  als  unmagne- 
tisch erweisen  würde,  und  findet  als  Mittelwert 

t  ==  1346^ 

Vom  Verfasser  angestellte  Experimente  widerlegen  den  Ein- 
wand, welchen  man  gegen  die  gegebene  Ableitung  des  mecha- 
nischen Aequivalentes  der  Abnahme  des  Magnetismus  mit  der 
Temperatur  erheben  könnte,  dass  neben  der  ursprQnglichen 
axialen  Magnetisirung  in  Folge  der  Erwärmung  auch  eine  trans- 
versale Magnetisirung  dazu  käme,  welche  von  bleibender  oder 
von  wechselnder  Richtung  sein  könnte.  Rs. 
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A.  Wassmuth.     Ueber   eine    Anwendung  der  mechani- 
schen Wärmetheorie   auf  den  Vorgang  der  Magneti- 

sirung.    Wien.  Anz.  167-168;    Wien.  Ber.  LXXXVI.  539-550. 

Wenn  ein  Milligramm  Eisen  unter  dem  Einflüsse  der  magne- 
tisirenden  Kraft  x  das  Moment  ju  erhält,  ist  letzteres  eine  Func- 
tion der  Temperatur.  Uer  Verfasser  bat  in  seinen  Mitteilungen 
„Ueber  die  Magnetisirbarkeit  des  Eisens  bei  höheren  Tempera- 
turen" (Wien.  Ber.  LXXXII.  217-230)  und  „Ueber  die  Magnetisir- 
barkeit bei  hohen  Temperaturen"  (Wien.  Ber.  LXXXIII.  332-345, 
siehe  auch  F.  d.  M.  XIII.  1881.  767)  gezeigt,  wie  der  Einfluss 
der  Temperatur  berücksichtigt  werden  kann.  Weitere  theoretische 
Betrachtungen  haben  ihn  „zu  dem  Schlüsse  geführt,  dass  das 
durch  die  Kraft  x  erzielte  Moment  jU  auch  abhängig  sein  müsse 
von  dem  Drucke  p,  unter  dem  sich  das  Eisen  befindet;  es  lässt 
sich  sogar  von  vornherein  erkennen,  dass  eine  Vermehrung  des 
Druckes  die  entgegengesetze  Wirkung  ausüben  müsse,  wie  eine 
Erhöhung  der  Temperatur."  „Wächst  der  Druck,  so  nimmt  im 
Allgemeinen  das  Moment  ab,  nur  für  stärkere  Magnetisirungen, 
d.  i.  solche,  die  dem  Maximum  nahe  liegen,  findet  eine  Zunahme 
des  Momentes  statt."  Der  Verfasser  kennt  keinen  früher  an- 
gestellten Versuch,  bei  welchem  der  Einfluss  einer  allseitigen 
Druckänderung  auf  die  Magnetisirbarkeit  untersucht  wäre;  er 
beschreibt  einige  von  ihm  ausgeführte  Versuche,  welche  eine 
Bestätigung  des  letzten  Satzes  liefern.  Bei  den  folgenden  theo- 
retischen Betrachtungen  wird  angenommen,  dass  das  von  der 
Kraft  X  erzeugte  Moment  jU  sowohl  von  der  absoluten  Temperatur, 
als  auch  von  dem  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  ausgeübten 
Druck  p  abhängig  ist.  Mit  Benutzung  des  zweiten  Hauptsatzes 
der  Wärmetheorie  und  bei  den  Annahmen,  dass 

(|1)    =.L     und     (%)    =  +  ^ 
\  dp  ^T  X  V  aT  /p  X 

gesetzt  werden  darf,  wenn  L  und  K  positive  Gonstanten  bedeu- 
ten, gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Satze:  „Durch  Compression 
des  Eisens  wird  nahe  die  gleiche  Wärme  erzeugt,  ob  sich  das 
Eisen  im  magnetischen  oder  unmagnetischen  Zustande  befindet." 

67* 
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Ferner  wird  gefundeD:  „Wird  Eisen  durch  schwächere  magne- 
tische Kräfte  im  luftleeren  Räume  magnetisirt,  so  kühlt  es  sich 
ab.  FUr  stärkere  Magnetisirungen  tritt,  wie  bei  dem  gewöhn- 
lichen Luftdrucke,  eine  Erwärmung  auf.^  Hierzu  wird  bemerkt, 
dass  das  Verbalten  des  Eisens  bei  der  Magnetisining  im  luft- 
leeren Räume  ganz  analog  ist  dem  des  Kautschucks,  wenn  der- 
selbe durch  schwächere  oder  stärkere  Kräfte  gedehnt  wird.  Aus 
der  Gleichung 

wo  B  und  C  gewisse  Constanten  bedeuten,  ergiebt  sich  die  Tem- 
peraturänderung, welche  beim  Magnetisiren  durch  die  Kraft  x 
hervorgebracht  wird.  Durch  Rechnung  erhält  der  Verfasser  das- 
selbe Resultat,  welches  verschiedene  Beobachter  gewannen.  „Die 
einseitige  Vermehrung  eines  Zuges  wirkt  auf  den  Magnetismus 
des  Stabes  im  Allgemeinen  so  wie  eine  Temperaturerhöhung.'' 
Am  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  angegeben,  die  Ausführung 
welcher  Versuche  nach  diesen 'Untersuchungen  als  wünschenswert 
erscheint.  (Siehe  auch  S.  882).  Ra. 


A.  Ritter.     Untersuchungen  ober  die  Höhe  der  Atmo- 
sphäre  und   die  Constitution  gasförmiger  Weltkörper. 

Abteilung  13  U.  14.     Wiedemann  Add.  (2)  XVI.  166-192;    XVII. 
322-342. 

Fortsetzung  der  theoretischen  Betrachtungen,  über  welche  in 
F.  d.  M.  XIII.  1881.  822-824  berichtet  ist.  Bei  der  „statischen'' 
Theorie  war  die  Hypothese  aufgestellt,  „dass  die  adiabatische 
Zustandslinie  als  diejenige  zu  betrachten  ist,  welche  dem  natür- 
lichen Gleichgewichtszustande  der  frei  im  Räume  schwebenden, 
ihrer  eigenen  Gravitationswirkung  überlasseneu  Gaskugel  ent- 
spricht.'^ Durch  Wärmeübertragung  von  den  inneren  heisseren 
zu  den  äusseren  kälteren  Schichten  kann  eine  Abweichung  von 
der  adiabatischen  Zustandslinie  erfolgen.  „Bei  Aufstellung  der 
„dynamischen''  Theorie  wird  man  zu  berücksichtigen  haben,  dass 
die  fortgesetzte  Wärmeabgabe  nach  aussen  hin  ebenfalls  zu  den- 
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jenigen  Ursachen  gehört,  welche  eine  dauernde  Abweichung  von 
der  adiabatischen  Zustandslinie  hervorbringen  können."  Der 
Verfasser  findet,  „dass  die  „isothermische"  Zustandslinie  die 
äusserste  Grenze  repräsentirt,  bis  zu  welcher  eine  dauernde  Ab- 
weichung von  der  adiabatischen  Zustandslinie  sich  erstrecken 
kann."  Daher  untersucht  er  zunächst  die  Eigenschaften  der 
isothermischen  Zustandslinie.  Die  hierbei  gefundenen  Gleichun- 
gen und  Tabellen  würde  man  zur  Lösung  der  folgenden,  von 
der  mechanischen  Wärmetheorie  ganz  unabhängigen  Aufgabe 
benutzen  können:  „In  einem  gegebenen  (von  fester  Fläche  um- 
schlossenen)  Eugelranme  soll  eine  gegebene  (gasförmige)  Masse 
so  verteilt  werden,  dass  (r)  das  Verhältnis  der  Druckes  zur 
Dichtigkeit  einen  überall  gleich  grossen  vorgeschriebenen  Wert 
annimmt."  Bezeichnet  Ng  die  Gravitationsbeschleunigung  im  Ab- 
stände r  und  m  eine  Constante,  so  ist 

T  =  mNr  =-^=:RT, 

y 

und  der  Verfasser  erhält  die  beiden  Sätze:  „Eine  gegebene 
Masse  kann  in  einem  gegebenen  Eugelranme  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Arten  so  verteilt  werden,  dass  das  Verhältnis  des 

Dmckes  zur  Dichtigkeit  den  überall  gleich  grossen  Wert  —  ^r 

annimmt." 

„Die  absolute  Temperatur  einer  im  Gleichgewichtszustande 
befindlichen   isothermischen  Gaskugel   kann   niemals   kleiner  als 

0,4  -^  sein." 

„Den  zum  Gleichgewichtszustande  der  isothermischen  Gas- 
kugel erforderlichen  Oberfiächendruck  p,  kann  man  sich,  anstatt 
durch  eine  feste  Oberfläche,  auch  durch  das  Gewicht  einer  auf 
die  Oberfläche  gelegten  Schicht  hervorgebracht  denken,  welche 
die  isothermische  Gaskugel  als  Rinde  umhüllt."  Nach  ent- 
sprechender Lösung  dieser  Aufgabe  untersucht  der  Verfasser  die 
adiabatische  Gaskugel  mit  isotbermischem  Kerne,  den  Einfluss 
der  Temperaturausgleichung  auf  die  Form  der  Zustandslinie, 
radiale    Strömungen    im    Innern    der    Sonnenmasse,    Grenzen 
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der  StrömungggeschwindigkeiteD.  Bezüglich  der  Constitution  der 
Sonnenflecken  wird  u.  A.  bemerkt:  Es  würden  „die  Kerne  der 
Sonnenflecken  als  diejenigen  Regionen  zu  deuten  sein,  in  wel- 
chen von  dem  totalen  Energieinhalte  der  Sonneusubstanz  ein 
beträchtlicher  Teil  zeitweise  die  Form  von  lebendiger  Kraft,  an- 
statt von  Wärme,  angenommen  bat,  und  die  dunklen  Poren  der 
Photosphäre  als  kleinere  Flecken,  bei  welchen  infolge  geringen 
Volumens  und  geringen  Verdichtungsgrades  der  sinkendeo  Massen 
die  sinkende  Bewegung  schon  in  geringer  Tiefe  zum  Stillstande 
gelangt."  Die  beiden  folgenden  Paragraphen  bezieben  sich  auf 
die  beliographische  Verbreitung  und  auf  das  Rotationsgesetz  der 
Sonnenflecken.  Rs. 


B.    Gastheorie. 

A.  Ledieü.     Consid^rations  sur  la  th^orie  cin^tique  des 
gaz  et  sur  Tötat  vibratoire  de  la  matifere.    C.  B.  xciv. 

691-695. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Experimente  Hirn's  über  den  Luftwider- 
stand (siebe  Faye:  Sur  un  nouveau  Memoire  de  M.  Hirn  intitule 
„Recherches  experimentales  sur  la  relation  qui  existe  entre  la 
resistance  de  Tair  et  sa  temp^rature.""  G.  R.  XCIV.  377-380)  ist 
der  Verfasser  geneigt,  die  jetzige  kinetische  Gastheorie  zu  ver- 
werfen. ^Man  wusste  bereits,  dass  die  experimentellen  Gesetze 
über  die  Reibung  der  Gase  und  über  ihre  Leitungsfähigkeit  mit 
dieser  Theorie  nicht  übereinstimmen.'' 

Die  allgemeine  kinetische  Hypothese  ist:  Die  einfachen  wie 
die  zusammengesetzten  Körper  bestehen  aus  Molecülen  und  diese 
sind  aus  vibrirenden  Atomen  gebildet.  Ausserdem  denkt  man 
sich  die  Molecüle  wie  feste  Körper,  welche  eigene  Bewegungen 
innerhalb  des  kosmischen  Aethers  besitzen.  Für  die  flüssigen  und 
und  für  die  festen  Körper  nimmt  man  an,  dass  die  Schwerpunkte 
der  Molecüle  um  mittlere  Lagen  schwingen;  dagegen  möchte  man 
für  die  Gase  haben,  dass  diese  Schwerpunkte  sich  in  sehr  schnellen 
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Translationen  nach  allen  Richtungen  hin  bewegen,  und  zwar  in 
den  Intervallen  zwischen  den  Stössen  der  Moleettle  unter  sich 
oder  gegen  die  Wände,  welche  das  Gas  einschliessen,  grössten- 
teils geradlinig  und  gleichförmig.  Die  jetzige  Gastheorie  beruht 
auf  dieser  letzten  Hypothese,  welche  a  priori  durch  Nichts  gerecht- 
fertigt sei.  Die  Bestätigung  dieser  „secundären,  ganz  willkürli- 
chen kinetischen  Hypothese^  a  posteriori  besteht  in  der  Ableitung 
des  Boyle'schen  Gesetzes.  Aber  dieses  Resultat  werde  nur  durch 
mehrere  falsche  Anwendungen  des  Gesetzes  der  grossen  Zahlea 
gewonnen.  Kurz  „die  Gastheorie  ist  von  Anfang  an  neu  zu 
entwickeln,  indem  man  von  besseren  Grundlagen  ausgeht.  Die 
allgemeine  kinetische  Hypothese  bleibt  von  vorstehender  Kritik 
unberührt."  Rs. 


J.  W.  Häussler.  Beiträge  zur  mechanischen  Wärme- 
theorie insbesondere  die  mathematische  Behandlung 
der  von  der  Wärme  geleisteten  inneren  Arbeiten. 

Leipzig.    B.  G.  Tenbner. 

Nach  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Darstellungen  der 
Bewegungen  von  Körpern,  im  Speciellen  von  MolecOlen,  verschafft 
sich  der  Verfasser  einen  Ausdruck  ftlr  den  „gesammten  Wärme- 
wert eines  Körpers'^  als  die  Summe  aus  der  Energie  seiner  Molecüle 
und  der  geleisteten  äusseren  Arbeit.  Um  also  die  Veränderungen 
zu  bestimmen,  welche  die  in  einen  Körper  von  beliebiger  Tem- 
peratur eintretende  Wärme  hervorbringt,  drückt  der  Verfasser 
den  Wärmewert  des  Körpers  im  Anfangszustande  und  den  nach 
der  Wärmezufuhr  durch  Gleichungen  aus,  und  die  Differenz  dieser 
Gleichungen  giebt  ihm  dann  den  Ausdruck  für  die  Veränderungen. 
Die  allgemeine  Gleichung  wird  illr  eine  Flüssigkeit  specialisirt, 
und  diese  specielle  Gleichung  wird  zur  Bestimmung  des  Null- 
punktes der  absoluten  Temperatur  benutzt,  wobei  die  Kenntnis 
der  mittleren  speeifischen  Wärme  erforderlich  ist.  Nach  dem 
Verfasser  befindet  sich  der  Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur 
etwa  162*  C  unter  dem  Gefrierpunkte  des  Wassers.  Die  weiteren 
Betrachtungen  führen  u.  A.  zu  dem  Satze:  „Die  specifische  Wärme 
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der  festen  Substanz  ist  gleich  derjenigen  der  flüssigen  Sub- 
stanz, vermindert  um  den  Quotienten  aus  der  Schmelzwärme  und 
der  wahren  absoluten  Schmelztemperatur.^  Der  nächste  Paragraph 
(§6)  bezieht  sich  auf  die  „Arbeitsleistung  der  Verdampfungswärme." 
Bei  der  Untersuchung  der  „specifischen  Wärme  der  gesättigten 
Dämpfe^  (§  7)  erhält  der  Verfasser  ein  anderes  Resultat  als 
Glausius;  er  ist  der  Ansicht,  dass  die  bezüglichen  Versuche  von  Hirn 
und  Cazin  zur  Entscheidung  nicht  ausreichend  sind,  und  wünscht, 
dass  ausfuhrlichere  Versuche  über  die  specifische  Wärme  angestellt 
werden  möchten.  Es  folgen  wieder  theoretische  Betrachtungen  Ober 
die  Bewegungen  der  Molecüle;  eine  specialisirte  Formel  entspricht 
dem  Dulong'schen  Gesetze.  Der  Verfasser  fügt  einige  Gedanken 
über  die  Gohäsion  und  Elasticität  fester  Substanzen  hinzu  und 
weist  im  letzten  Paragraphen  (§  14)  „auf  einige  Widersprüche 
hin,  welche  sich  in  der  Glausius'schen  Theorie  finden.^ 

Rs. 


H.  A.  LoRENTZ.  Over  de  bewegingen,  die  onder  den 
invloed  der  zwaartekracht,  ten  gevolge  van  tempera- 
tuurverscliillen  in   eene   gasmassa  optreden.     Versl.  eo 

Meded.  XVII.  179-205;  Arch.  N6erl.  XVII.  193219. 

Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  des  Verfassers  (siehe 
F.  d.  M.  XIL  1880  814),  in  welcher  er  aus  den  Grundsätzen  der 
kinetischen  Gastheorie  die  Bewegungsgleichungen  gasförmiger 
Körper  ableitete.  Hier  beschäftigt  er  sich  mit  den  Bewegungen, 
welche  unter  dem  Einfluss  der  Schwerkraft  in  Folge  von  Tem- 
peraturunterschieden in  einer  Gasmenge  auftreten,  und  findet 
hierzu  die  Anleitung  in  den  Untersuchungen  von  Oberbeck  und 
Lorenz  über  die  Wärmeströmungen,  welche  in  Gasen  durch 
Temperaturunterschiede  verursacht  werden.  Die  Rechnung  wird 
dadurch  vereinfacht,  dass  sowohl  die  Temperaturunterschiede, 
als  auch  die  dadurch  verursachten  Strömungen  unendlich  klein 
angenommen  werden. 

Aus  den  erhaltenen  Resultaten,  welche  von  sehr  zusammen- 
gesetzter Natur  sind,  ergiebt  sich,  dass  bei  Versuchen,  wie  die 
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von  Knndt  und  Warburg,  der  Einfluss  der  Wärmeströme  durchaus 
nicht  erklärt  werden  kann,  wenn  man  den  Temperaturunterschied 
unendlich  klein  annimmt.  Auch  bei  Schallerscheinungen,  welche 
z.  B.  durch  eine  Stimmgabel  hervorgerufen  werden,  darf  die 
Gleichgewichtsstörung  nicht  mehr  als  unendlich  klein  aufgefasst 
werden,  sobald  man  Reibung  und  Wärmeleitung  in  Rechnung 
bringt.  Kann  aber  eine  Gleichgewichtsstörung  nicht  als  unendlich 
klein  betrachtet  werden,  so  ist  die  Auflösung  von  Aufgaben  über 
die  Bewegung  der  Gase  sehr  schwierig,  und  es  kann  nur  ange- 
geben werden,  wie  sie  von  verschiedenen  Umständen  abhängt. 

G. 


E.  Warburg  und  L.  v.  Babo.  lieber  den  Zusammenhang 
zwischen  Viscosität  und  Dichtigkeit  bei  flüssigen  Kör- 
pern. Berl.  Ber.  1882.  509-514;  WiedemaDD  Ann.  (2)  XVII.  390-427. 

Fttr  Kohlensäure  wurden  bei  constanten  Temperaturen  zusam- 
mengehörige Werthe  des  Reibungscoefficienten,  welcher  nach  der 
Methode  der  Strömung  durch  Gapillarröhren  gefunden  wurde,  der 
Dichte  und  des  Druckes  bestimmt.  Die  Resultate  sind  in  Tabellen 
zasammengestellt  und  graphisch  dargestellt.  Bezüglich  der  Vis- 
cosität wurde  gefunden  I.  fttr  gasförmige  Kohlensäure  (oberhalb 
der  kritischen  Temperatur  30,®  9): 

1.  Dem  Maximum  der  Gompressibilität  / — - — \,  d.i.  dem 


m " 


Minimum   der  Elasticität  (s  -p-J ,   welches  die  Beobachtung  er- 

giebt,  entspricht  kein  Minimum  der  Viscosität  (^),  welche  vielmehr 
mit  wachsender  Dichte  in  stets  wachsendem  Verhältnis  zunimmt. 

2)  Bei  der  Dichte  0,1,  ungefähr  der  500-fachen  der  normalen, 
übertrifft  der  Reibungscoefficient  den  normalen  (0,000165  für  40, ""3) 
nur  um  etwa  9  Procent  des  letztern. 

3)  Bei  den  Temperaturen  32,^*6  und  40,°  3  zeigt  die  Substanz 
bei  gleicher  Dichte  wenig  verschiedene  Werthe  von  ftj  sehr  ver- 
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schiedene  von  p.    Danach  scheint  die  Viscosität  mit  der  Dichte 
viel  einfacher,  als  mit  dem  Druck  zusammenzuhängen. 

4)  Der  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Viscosität  bei  con- 
stanter  Dichte  ist  so  klein,  dass  er  aus  den  ein  Teniperaturinter- 
vall  von  nur  8°  umfassenden  Beobachtungen  nicht  mit  voller  Sicher 
heit  zu  entnehmen  ist.  Da  indessen  die  Isotherme  für  40^3  ganz 
oberhalb  der  32°,6  entsprechenden  verläuft,  so  scheint  die  Viscosi- 
tät bei  constanter  Dichte  langsam  mit  der  Temperatur  wachsen. 

II.   Für  tropfbar  flüssige  Kohlensäure: 

5)  Die  tropfbar  flüssige  Kohlensäure  zeigte  eine  weitaus  klei- 
nere Viscosität,  als  alle  bisher  untersuchten  Flüssigkeiten.  Der 
Reibungscoefficient  bei  15^  ist  beispielsweise  für  Wasser  14,6  mal 
so  gross,  als  für  tropfbare  Kolilensäure,  welche  unter  dem  Druck 
ihres  gesättigten  Dampfes  steht. 

6)  Die  Viscosität  der  tropfbaren  Kohlensäure  von  2f>,  1  wächst 
mit  der  Dichte.  Durch  weitere  Ausdehnung  dieser  Untersuchung 
besonders  auch  auf  andere  Flüssigkeiten,  beabsichtigen  die  Ver- 
fasser den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Viscosität  tropfbarer 
Flüssigkeiten  bei  constanter  Dichte,  d.  i.  den  specifischen  Ein- 
fluss der  Temperatur  zu  ermitteln. 

7)  Bei  Dichtigkeiten,  welche  0,8  nahe  liegen,  verläuft  die 
25^1  entsprechende  Isotherme  unterhalb  sowohl  der  33^6  als  der 
15^  und  20^  entsprechenden.  Hieraus  folgt,  das  Kohlensäure  von 
solcher  Dichte,  von  15°  an  erwärmt,  ein  zwischen  20'  und  32*^,6 
liegendes  Minimum  der  Viscosität  zeigen  muss. 

Nach  der  Poisson'schen  Theorie  der  Flüssigkeitsreibung  ist 
der  Reibungscoefficient  (i  =  KT,  Maxwell  fand  für  ein  ideelles 
Gas  K  =Pj  daher  Tbei  constanter  Temperatur  der  mittleren  Weg- 
länge propoilional.  Die  Verfasser  nehmen  an,  dass  in  erster  An- 
nähet ung  T  diese  Eigenschaft  auch  dann  noch  habe,  wenn  das 
Volumen  der  Molecüle  und  die  Anziehung  zwischen  ihnen  berück- 
sichtigt wird,  und  finden,  dass  ^die  Raumerfüllung  der  Molecüle 
eine  Abnahme  der  Reibung  mit  zunehmer  Dichte  hervorbringt,  also 
die  entgegengesetzte  Abweichung  vom  Maxweirschen  Gesetze,  wie 
die  Anziehung  zwischen  den  Molecülen.''  Rs. 
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L.  BoLTZMANN.     ZuF  Tbeoric  der  GasdiflFussion. 

Wien.  Ber.  LXXXVI.  63  99. 

Im  Anschlösse  an  des  Verfassers  „Weitere  Stadien  über  das 
Wärmegleichgewicht«  (Wien.  Ber.  LXVI.  s.  F.  d.  M.  IV.  1872.  566) 
kann  eine  Theorie  der  Diffusion  in  analoger  Weise  gegeben  werden, 
wie  eine  Theorie  der  Gasreibung  bereits  mitgeteilt  wurde  (bezQglieh 
der  letzteren  s.  F^.  d,  M.XII.  1880.  819-821  u.  XIII.  1881.  819-820). 
Die  Molectlle  werden  wieder  als  undeform irbare,  vollkommen 
elastische  Kugeln  vorausgesetzt.  Ferner  wird  angenommen,  dass 
die  Geschwindigkeit  des  Diffusionsstromes  verschwindend  klein 
gegen  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Molecüle  ist. 

Diese  Untersuchung  ist  noch  nicht  abgeschlossen,  sie  soll 
fortgesetzt  werden,  und  daher  wird  eventuell  im  nächsten  Jahr- 
gange auf  dieselbe  zurtlckzukommen  sein.  Rs. 


K.  Waitz.     üeber  die  Diffusion  der  Gase.  Wiedemann  Ann. 

(2)  XVII.  201-236,  a51-352. 

Der  Verfasser  hat  die  Diffusion  der  Gase  experimentell  unter- 
sucht, sich  dabei  einer  optischen  Methode,  der  Beobachtung  der 
Interferenzerscheinungen  an  dicken  Glasplatten,  bedient.  Er  teilt 
die  Beobachtungen  mit,  zeigt,  wie  aus  diesen  der  Diffusions- 
coefficient  berechnet  werden  kann,  und  gelangt  zu  dem  Resultate: 
„Der  Diffusionscoefficient  für  die  freie  Diffusion  zweier  Gase  in- 
einander ist  keine  constante  Grösse;  er  nimmt  nach  Beginn  der 
Diffusion  in  einem  bestimmten  Querschnitt  des  Gefä'sses  mit  der 
Zeit  ab  und  erreicht  bald  einen  ftlr  jeden  Querschnitt  constanten 
Grenzwerth.  Die  Aenderung  dieser  Grenzwerthe  von  einem  Quer- 
schnitt zum  anderen  erfolgt  proportional  dem  Abstände  der 
Querschnitte   von  der  freien  Oberfläche  des  Diffusionsgefässes.'' 

Im  Nachtrage  wird  bemerkt,  dass  die  Angabe  v.  Obermayer's 
(in  Wien.  Ber.  1882),  der  Diffusionscoefficient  nehme  mit  wach- 
sender Zeit  bis  zu  einem  Grenzwerte  zu,  sich  auf  den  mittleren 
Diffusionscoefficienten  der  ganzen  diffundirenden  Gasmasse  bezieht, 
und  es  wird  gezeigt,  dass  jene  scheiqbar  widersprechende  Angabe 
sich  mit  der  des  Verfassers  verträgt.  Rs. 
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y.  Hausmaninger.     Ueber  die  Veränderlichkeit  des  Dif— 
fusionscoefficienten   zwischen    Kohlensäure   und   Luft. 

Wien.  Anz.  18S2.  241-242;   Wien.  Ber.  LXXXVI.  1073-1089. 

0.  E.  Meyer  leitete  eine  Formel  her,  in  welcher  der  DiflFu- 
sionscoefficient  als  eine  Function  des  Mischungsverhältnisses  der 
beiden  diifundirenden  Gase  erscheint.  Zur  Prüfung  dieser  Formel 
eignet  sich  die  von  Waitz  benutzte  Methode,  weil  diese  gestattet, 
das  Verhältnis  des  Diifusionscoefficienten  nicht  nur  ununterbrochen 
während  der  ganzen  Dauer,  sondern  an  verschiedenen  Orten 
des  Diffusionsgefässes  zu  beobachten.  Es  wird  Über  die  Arbeit 
von  Waitz  berichtet  und  alsdann  daran  erinnert:  „Für  den 
Fall,  dass  der  Diffusionscoefficient  zweier  Gase  eine  Function  des 
Mischungsverhältnisses  derselben  ist,  verwandelt  sich  die  partielle 
Differentialgleichung  für  den  Partialdruck  p  des  einen  der  Gase 
in  folgende: 

dt  dx  L    dx  J 

Boltzmann  hat  gezeigt,  wie  diese  Differentialgleichung  unter  den 
hier  zu  machenden  Voraussetzungen  sich  integrieren  lässt     Es 

ist,  wenn  y  =  —j=-   gesetzt  wird, 


Ist  umgekehrt  p  aus  Versuchen  als  Function  der  Zeit  /  und  der 
Tiefe  x  bekannt,  so  berechnet  sich  der  Diffussionscoeiücient  k 
durch  die  Formel 

Pl 

Herr  Hausmaninger  berechnet  mit  Hülfe  dieser  Gleichung 
den  Diffusionscoefficienten  für  Kohlensäure  und  Luft  aus  den 
Beobachtungen  des  Herrn  Waitz  und  findet  denselben  im  All* 
gemeinen  für  grössere  Kohlensäuregehalte  grösser,  „doch  ist  die 
Uebereinstimmung  eine  so  geringe,  dass  dies  möglicherweise 
sogar  durch  Störungen  in  Folge  des  Abhebens  des  Deckels  ver- 
ursacht, und  der  Diffusionscoefficient  in  Wahrheit  doch  constant 
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sein  könnte.^  Nach  dem  Verfasser  dürfte  es  am  zweckmässigsten 
seiiiy  ein  Gemisch  von  halb  Kohlensäure  und  halb  Luft  in  reine  Luft 
und  in  reine  Kohlensäure  diffundiren  zu  lassen.  Rs. 


G.    Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung. 

A.  Dronkb.  Einleitung  in  die  analytische  Theorie  der 
Wärmeverbreitung  unter  Benutzung  der  hinterlassenen 
Papiere    der    Herren    Professoren    Dr.   A.    Beer   und 

Dr.   J.    Plücker.    Leipzig.    G.  B.  Teubner. 

Die  Schrift  ist  ein  Analogen  zu  den  beiden  anderen  Schriften 
Beer's  „Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die  Lehre  vom  Magnetis- 
mus und  die  Electrodynamik^  und  „Einleitung  in  mathematische 
Theorie  der  Elasticität  und  die  Gapillarität.^  Herr  Dronke  hat 
„gesucht,  die  analytische  Theorie  der  Wärmeverbreitung  nach  dem 
Beer'schen  Plane  wiederherzustellen  und  zwar  wohl  so,  wie  die 
Schrift  zur  Zeit  von  Beer's  Tode    etwa   abgefasst  sein  wttrde.^ 

Bs. 

H.  Resal.  Commentaire  k  la  thdorie  analytique  de  la 
chaleur  de  Fourier.  R^sal  J.  (3)  Vlll.  79-124. 
Weil  ITourier's  Theorie  de  la  chaleur  in  Frankreich  selten 
geworden  ist,  giebt  Räsal  einen  Auszug  der  wesentlichen  Teile 
dieser  Theorie  und  fügt  Anmerkungen  hinzu,  damit  einige  Beweise 
einfacher  oder  strenger  als  im  Texte  gegeben  werden  können. 

Rs. 

H.  La6ard£.  Recherches  analytiques  sur  la  mdthode 
de  M.  Thoulet,  relatives  k  la  conductibilit^  thermique. 

Ann  d.  Ghim.  et  Pbya.  (5)  XXXVI.  552-568. 

H.  Lagarde.  De  l'^valuation  de  la  conductibilitä  ther- 
mique par  la  mesure  des  temps  pendant  T^tat  variable. 

0.  R.  XCIV.  1048-1051. 

Thoulet  beschreibt  in  seiner  Abhandlung  ^Recherches  exp6- 
rimentales   sur  la  conductibilitä  thermique  des   mineraux  et  des 
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roches«  (Ann.  Chim.  et  Phys.  (5)  XXVI.  261-285;  Auszug  C.  R. 
XCIV.  1047-1748)  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Wärme- 
leitungsfäbigkeit  und  teilt  die  Resultate  mit,  welche  er  durch  Be- 
nutzung derselben  bekommen  hat.  Die  Methode  besteht  darin, 
dass  man  die  Zeit  bestimmt,  welche  erforderlich  ist,  damit  die 
Temperatur  der  oberen  Fläche  einer  Platte  von  einer  bestimmten 
Temperatur  6^  bis  zu  einer  anderen  bestimmten  Temperatur  0^ 
zunimmt,  während  die  Temperatur  der  unteren  Fläche  der  Platte 
constant  erhalten  wird. 

1)  Lagarde  will  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Wärmelei- 
tung die  Formeln  entwickeln,  welche  zur  Berechnung  der  Ex- 
perimente von  Thoulet  dienen  können,  und  zeigen,  welche  Beob- 
achtungen notwendig  sind,  um  den  „thermischen  Widerstand"" 
Thoulefs  und  den  Goefiicienten  der  Wärmeleitungsfähigkeit  zu 
bestimmen. 

2)  ist  ein  Auszug  von  1).  Rs. 


E.  Lecher.     Ueber  Ausstrahlung  und  Absorption. 

Wien.  Ber.  LXXXV.  441-490;    Wien.  Anz.   1882.  57-59;    WiedemanD 
Ann.  (2)  XVII.  477-518. 

Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  die  mit  Absorptions-  und 
Ausstrahlungsvermögen  bezeichneten  Begriffe  keine  einfachen 
Begriffe,  sondern  aus  vielen  physikalischen  Einzelwirkungen  zu- 
sammengesetzt seien.  Er  unterscheidet  deshalb  scheinbares  und 
wirkliches  Absorptionsvermögen,  scheinbares  und  wirkliches  Aus- 
strahlungsvermögen. Um  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Be- 
griffen zu  entwickeln,  denkt  er  zwei  einander  einschliessende 
Kugelschalen,  die  innere  ideal  schwarz,  die  äussere  (von  sehr 
grossem  Radius)  ideal  reilectirend ;  auf  die  Innenfläche  der  letzteren 
ist  ein  absorbirender  Körper  von  sehr  geringer  Dicke  aufgetragen. 
Die  von  der  inneren  Kugel  ausgestrahlte  Wärme  [oder  Lieht] 
wird  nun  an  dem  genannten  Körper  zum  Teil  regelmässig,  zum 
Teil  diffus  reflectirt;  nur  ein  Teil  tritt  in  den  absorbireuden 
Körper  ein  und  durchläuft  denselben  bis  zur  äusseren  Kugelfläche 
und  zurück.     Auf  diesem  Wege  findet  die  wirkliche  Absorption 
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statt.  Der  an  die  Oberfläche  zurückgelangende  Teil  tritt  zum 
Teil  aus,  ein  zweiter  Teil  wird  regelmässig,  ein  dritter  diffus 
reflectirt.  Der  zweite  Teil  wird  einer  ähnlichen  Betrachtung 
unterworfen,  wie  sie  eben  angedeutet,  etc.  Die  diffus  reflectirten 
Teile  werden  schliesslich  auch  absorbirt;  aber  fUr  diese  kommt 
das  wirkliche  Absorptionsvermögen  nicht  in  Betracht.  Schliesslich 
werden  alle  absorbirten  Ausdrücke  addirt,  und  das  Verhältnis 
dieser  Summe  zur  ursprünglichen  auffallenden  Wärmemenge  giebt 
den  gewöhnlichen,  scheinbaren  Absorptionscoefficienten.  Analoge 
Betrachtungen  werden  für  die  Strahlung  angestellt,  wobei  als 
wirkliches  Ausstrahlungsvermögen  die  ideelle  Summe  der  Wir- 
kungen der  einzelnen  Strahlencentra  angesehen  wird.  Das 
Kirehhoff'sche  Gesetz  lautet  nach  Einführung  der  neuen  Begriffe: 

-4lognat.(l^a)  =  -|-[I)  » 

wenn  a  der  wirkliche  Absorptionscoefficient  ist,  q>  (0  das  (von 
der  Temperatur  <  abhängige)  wirkliche  Strahlungsvermögen,  F(t) 
die  Strahlung  eines  ideal  schwarzen  Körpers.  Es  folgt  ferner 
aus  den  obigen  Betrachtungen ,  dass  bei  genügender  Dicke  der 
Unterschied  des  Ausstrahlungsvermögens  verschiedener  Körper  nur 
herrührt  von  dem  Unterschiede  des  Reflexionsvermögens. 

Die  so  entwickelten  Beziehungen  gelten  nur  für  eine  bestimmte 
Wellenlänge  und  eine  bestimmte  Temperatur,  im  zweiten  Teile 
wird  dann  die  Ausstrahlung  und  Absorption  bei  verschiedener 
Temperatur  betrachtet.  Dabei  wird  die  Annahme  gemacht,  dass 
das  wirkliche  Absorptionsvermögen  sich  mit  der  Temperatur  nicht 
ändert.  Dann  ergiebt  sich,  dass  die  Strahlung  eines  jeden  Kör- 
pers schon  bei  der  tiefsten  Temperatur  alle  Wellenlängen  besitzt, 
die  sie  bei  höheren  Temperaturen  hat,  und  dass  die  relative 
spectrale  Verteilung  der  ausgestrahlten  Energie  von  der  Tempe- 
ratur des  strahlenden  Körpers  unabhängig  ist.  Hierbei  wirkt 
jedoch  die  Aenderung  des  Reflexionsvermögens  mit  der  Temperatur 
störend  ein. 

Den  Schluss  der  Arbeit  bilden  experimentelle  Erläuterungen. 

Wn. 


Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  1. 
Geodäsie. 

Ch.  M.  Schols.     Le  calcul  de  la  distance  et  de  l'azimut 
au  moyen  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Arch.  Neerl.. 

XVII.  101-167. 

BerechnuDg  des  Abstandes  und  des  Äzimuthes  zweier  Orte 
auf  der  Erde  aus  Länge  und  Breite.  Sie  findet  sich  auch  in  dem 
Werke  Helmert's:  ^Die  mathematischen  und  physikalischen  Theo- 
rien der  höheren  Geodäsie'^  doch  wird  sie  bei  vorliegender  Arbeit 
auf  andere  und  einfachere  Weise  ausgeführt.  Zuerst  werden  die 
Formeln  fQr  die  Berechnung  des  astronomischen  Äzimuthes  der 
beiden  Orte  und  der  Sehnen  gegeben;  sie  gelten  bis  zu  Entfer- 
nungen, welche  gleich  ein  Zehntel  des  Erdradius  sind,  also  un- 
gefähr für  638  km.  Für  die  ferneren  Formeln,  welche  auf  das 
Azimuth  und  auf  die  Länge  elliptischer  Bogen  Bezug  haben, 
muss  sich  der  Verfasser  auf  viel  kürzere  Abstände  beschränken. 
Eine  Untersuchung  für  längere  Bogen  folgt  später.  Als  Anwen- 
dung werden  einige  Beispiele  behandelt,  welche  sich  auch  bei 
Helmert  finden;  die  erhaltenen  Resultate  stimmen  in  befriedigender 
Weise  überein.  G. 
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E.  Adan.  Quelques  mots  sur  une  m^thode  de  d^termi- 
nation  de  la  latitude.    Belg.  Bull.  (3)  III.  69-74. 

F.  Folie,     ün   mot  encore  sur  la  d^termination  de  la 

latitude.     Belg.  Bull.  (3)  III.  350-352. 

Herr  Folie  verteidigt  gegen  Herrn  Adan,  der  ein  graphisches 
Verfahren  vorschlägt,  eine  Bessersche  Methode*      Mn.  (0.)- 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  de  onderlinge  af  wijking 
van  den  grooten  cirkelboog  en  de  loxodromische 
kromme  tusschen  twee  naby  gelegen  plaatsen  op  de 
bolvonnige  aarde.  Nieuw  Arch.  IX.  15-31. 

Die  Arbeit  handelt  von  der  Abweichung  des  grössten  Kreis* 
bogens  von  der  Loxodrome  zwischen  zwei  benachbarten  Orten 
auf  der  kugelförmigen  Erde.  Janse  (siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881. 
p.  838)  hatte  diesen  Unterschied  durch  Rechnung  gefunden,  hier 
wird  er  auf  einfachem  geometrischem  Wege  abgeleitet  und  auf 
dieselbe  Art  die  Formeln  fUr  beide  Kurswinkel  bestimmt.  Zum 
Schlüsse  werden  einige  Fehler  in  den  Rechnungen  Janse's  nach- 
gewiesen und  verbessert.  G. 

A.  Hall.     The  density  of  the  earth.    Analyst  ix.  129-132. 

Formeln  f&r  die  Abweichung  von  der  Verticalen  durch  die 
Anziehung  einer  Wasserflut,  mit  einer  numerischen  Anwendung 
ähnlich  dem  Falle  der  Bai  von  Fundy.  Der  Verfasser  findet, 
dass  die  Abweichung  ungeföhr  0^348  sei,  ein  Bogen,  ^der  schwie- 
rig genau  zu  bestimmen  sein  wttrde.^  Jn.  (0.). 

Helmert.  Der  Einfiuss  der  Lotbablenkung  bei  einem 
Gebirgsrücken  auf  die  Ergebnisse  geometrischer  Nivelle- 
ments.   Jordan  Z.  f.  V.  XI.  233-243,  249-205. 

Verfasser  knüpft  an  das  von  Zachariä  (Astr.  Nachr.  1916) 
gewählte   schematische   Beispiel    zur   Schätzung   des   genannten 

FortAchr.  d.  Math.  XIV.  3.  5g 
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Einflusses  an,  veranlasst  durch  einen  in  der  erwähnten  Arbeit 
enthaltenen  sehr  wesentlichen  principiellen  Fehler.  Es  werden 
für  einen  prismatischen  Gebirgsrücken  von  dreieckigem  Querschnitt 
die  Formeln  vollständig  entwickelt  und  der  genannte  Einfluss  ttr 
eine  Reihe  von  Zahlenbeispielen  berechnet,  um  eine  Schätzung 
seines  Betrages  zu  ermöglichen.  B. 


A.  Vogler.    Die  Grundzüge  der  Ausgleichungsrechnung. 

Braunschweig.     Vieweg  und  Sohn.  1883. 

Siehe  F.  d.  M.  XIV.  1882.  157.  B. 


ZAjfcEK.    Lehrbuch  der  praktischen  Messkunst  mit  einem 
Anhang    über    Entwässerung    und    Bewässerung   des 

Bodens.     8".     Wien.  1882.  W.  Braunmüller. 

B. 

G.  DE  Bernardinis.     Sulla  livellazione  geometrica. 

Bau.  G.  XX.  101-143. 

Enthält  eine  Exposition  bekannter  Sätze  über  die  theoretischen 
Grundlagen  und  die  Ausgleichungsvorschriften  fUr  geometrische 
Nivellements,  zum  Teile  unter  wörtlicher  Benutzung  der  Quellen. 

B. 

O.  Schreiber.    Die  Anordnung  der  Winkelbeobachtungen 
im  Göttinger  Basisnetz.    Jordan  z.  f.  V.  XI.  129-161. 

Von  theoretischem  Interesse  in  dieser  Abhandlung  ist  fol- 
gende Aufgabe :  In  einem  Dreiecksnetz,  dessen  Winkel  noch 
angenähert  bekannt  sind,  soll  eine  gegebene  Anzahl  von  Messungen 
so  auf  die  einzelnen  Winkel  verteilt  werden,  dass  das  Gewicht 
des  plausibelsten  Wertes  einer  bestimmten  Function  der  Winkel 
ein  Maximum  wird.  Diese  Aufgabe  reducirt  sich,  wie  gezeigt 
wird,  auf  folgende  andere :  L^^L^j,..Ln  sind  ganze  lineare  Func- 
tionen von  p  Variabein  a:,,...a:^ (p<«)  mit  gegebenen  Coefficienten, 
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gesucht  dasjenige  System  der  Xj  fttr  welches  die  Samme  der 
absoluten  Werte  der  L  ein  Minimum  wird.  Ferner  zeigt  sich, 
dass  in  den  Fällen,  wo  die  Aufgabe  unendlich  viele  Lösungen 
zuläflst,  unter  diesen  immer  eine  vorkommt,  bei  der  durch  die 
entsprechend  verteilten  Messungen  nur  gerade  die  notwendige 
Anzahl  von  Winkeln  im  Netze  bestimmt  wird.  B. 


Jordan.     Teiluog  eines  Vierecks.  Jordan  z  f.  v.  421-428. 

Aufstellung  trigonometischer  Formeln  fttr  die  in  der  Praxis 
vorkommenden  Fälle  der  genannten  Aufgabe.  B. 


Jordan.     Bemerkung  zur  Rectification  eines  Meridian- 

bogens.    Jordan  Z.  f.  V.  622-625. 


B. 


A.  Schell.     Der   Einschneide  -  Transporteur   von  Victor 

von    Reitzner.     &\    Wien.    Seidel  and  Sohn.   1882. 

Der  Apparat  besteht  im  Wesentlichen  aus  drei  um  dasselbe 
Ghamier  drehbaren  Linealen,  deren  Kanten  durch  den  Drehungs  • 
mittelpunkt  des  Gharniers  gehen.  Die  Brochure  bebandelt  den 
Gebrauch  dieser  Instrumente  zur  graphischen  Lösung  der  Potbe- 
notschen  Aufgabe  auf  dem  Messtische.  B. 


DoRNA.    Relazione  sopra  una  memoria  del  prof.  Jadanza. 

Atti  di  Torino  XVIL  647. 

Jadanza.      Alcuni  problemi   di  Geodesia.     Atti  di  xorino 

XVII.  742. 


Ch.  M.  Schols.     Studien  over  kaartprojectien.   Nieuw  Arch. 

VIII.  113-222. 

Diese   umfangreiche  Abhandlung  über  die  Kartenprojection 
wurde  veranlasst  durch  eine  Preisfrage  nach  der  Projection  mit 

58* 
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parabolischen  Meridianen  und  Parallelen.  Der  Verfasser  hat  in- 
dess  seiner  Untersuchung  eine  grössere  Bedeutung  gegeben,  indem 
er  noch  vier  andere  conforme  Kartenprojectionen  behandelt,  näm- 
lich die  Ereisprojection  von  Lagrange;  eine  Projection,  bei  welcher 
die  Meridiane  und  Parallelen  durch  homofokale  Ellipsen  und 
Hyperbeln  gebildet  werden,  eine  Kartenpro jection  mit  einfachen 
Formeln  fär  die  Berechnung  der  Coordinaten,  eine  nicht  symme- 
trische Kartenprojection  mit  Minimalabweichung  von  der  mitt- 
leren Vergrösserung.  Alle  diese  Projectionen  werden  auf  die 
Karte  der  Niederlande  angewendet. 

Voran  gehen  einige  allgemeine  Betrachtungen  über  conforme 
Kartenprojectionen,  die  hauptsächlich  den  Zweck  haben  zu  unter- 
suchen, in  wie  fern  es  bei  einem  Terrain  von  geringem  Umfang 
möglich  ist,  die  Veränderung,  welche  die  Vergrösserungen  dabei 
erfährt,  in  möglichst  enge  Grenzen  zu  schliessen.  Ausführliche 
Zahlentabellen  sind  der  Abhandlung  beigegeben,  mit  deren  Hfilfe 
eine  Landkarte  bequem  in  jede  der  genannten  Projectionen  Ober- 
gefUhrt  werden  kann.  6. 


Gapitel  2. 

Astronomie. 

J.  C.  HoüZEAü  et  A.  Lancaster.    Bibliographie  g^n^rale 
de  TAstronomie.  T.  IL   Brnxeiies. 

J.  C.  Hoüzeau.   Annonce  bibliographique.    Beig.  Bull.  (3)  iii. 

447-449. 
Dieser  Band   enthält  in   dreissigtausend   Artikeln    Abhand- 
lungen und  Notizen  aus  den  academischen  Publicationen  und  wissen- 
schaftlichen Zeitschriften.  Mn.  (0.). 


J.  C.  Hoüzeau.     Vademecum  de  T Astronomie.    Bruieiie«. 

1882. 
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J.  Thirion.     Compte  rendus.    Qu.  sc.  xiv.  594-602. 

Das  Vademecum  hat  über  1100  Seiten:  es  ist  die  zweite 
und  durch  das  Repertorium  der  Constanten  in  der  Astronomie 
(siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  773)  vermehrte  Auflage.  Herr  Thirion 
hat  einige  in  solchem  Werke  verzeihliche  Fehler  gefunden;  im 
Uebrigen  rühmt  er  das  Buch  als  sehr  brauchbar. 

Mn.  (0.). 


K.  Schelle.     Lehrgang  der  populären  Astronomie  und 
mathematischen  Geographie  fttr  Gymnasien  bearbeitet. 

2.  Aufl.     8".    Kempten.    J.  Rosel.  1882. 

B. 


F.  J.  Studnicka.       Mathematische    Geographie.      Prag. 

(Böhmisch } 

Diese  Schrift  bildet  den  IL  Teil  einer  umfangreichen  allge- 
meinen Geographie  und  behandelt  auf  historischer  Grundlage  im 
1.  Abschnitt  die  Form  der  Erde,  im  2.  Abschnitt  die  Messung  der 
Erde,  im  3.  Abschnitt  die  Grösse  der  Erde,  im  4.  Abschnitt  die 
kartographische  Darstellung  der  Erde,  in  einen  Anhang  endlich 
eine  Erklärung  des  Princips  der  Lehmann'schen  Schraffirmethode 
wie  der  Isohypsen  Ducarla's.  Die  mathematischen  Formeln  sind, 
sobald  sie  mit  Differentialausdrücken  zu  tun  haben  oder  complicirt 
werden,  unter  den  Strich  in  Anmerkungen  verwiesen  worden. 

Std. 

K.  IsRAEL-HoLTzwART.    Abriss  der  mathematischen  Geo- 
graphie  für    höhere    Lehranstalten.     1882.    Wiesbadeo. 

J.  F.  Bergmann. 

B. 

K.  IsRAEL-HoLTzwART.     Elemente  der  sphärischen  Astro- 
nomie   für    Studirende    bearbeitet.     1882.     Wiesbadeo. 

J.  F.  Bergmann. 
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Behandelt  in  sieben  Abschnitten:  die  astronomischen  Coor- 
dinaten,  die  Differentialformeln  fÄr  sphärische  Dreiecke,  Strahlen, 
brechung,  Aberration,  Parallaxe,  Dimensionen  des  Erdsph&roids, 
Dämmerung.    Die  Darstellung  ist  für  Nichtastronomen  berechnet 

B. 


J.  Matenberg.     Aufgaben  der  sphärischen  Astronomie. 

Pr.  Hof.    StadieDaosUlt.   1882. 

Bekanntes  ftlr  Unterrichtszwecke  dargestellt.  B. 


C.  Israel.  Ueber  gleichzeitige  Bestimmung  der  Stem- 
zeit  und  der  Schiefe  der  Ekliptik.  Halle  a.s.  H.  w.  Schmidt. 

C.  Israel.  Astronomische  Anwendung  eines  Satzes  der 
Transversalenlehre.    Halle  a.  s    H.  w.  Schmidt. 

C.  Israel.  Gleichzeitige  Bestimmung  der  Sternzeit, 
Ekliptik,  Schiefe  und  geographischen  Breite.  Die 
Horizontalparallaxe  des  Mondes  aus  Beobachtungen 
ausserhalb  des  Meridians.    Halle  a.  s.  H.  W.  Schmidt 

B. 

E.  CoLLiGNON.  Note  8ur  la  rösolution,  au  moyen  de 
tableaux  graphiques  de  certains  probl^mes  de  cosmo- 

graphie.    Noav.  Aod.  (3)  I.  490-508. 

In  einem  früheren  Aufsatze  hatte  der  Verfasser  die  Construc- 
tion  einer  graphischen  Tafel  entwickelt,  welche  Auf-  und  Unter- 
gänge der  Sonne  direct  fttr  jeden  Beobachtungsort  und  jede 
Sonnendeclination  zu  entnehmen  gestattet.  Es  wird  gezeigt,  dass  mau 
dieselbe  Tafel  auch  zur  Bestimmung  des  Durchganges  durch  den 
Ost-  West-Vertical  benutzen  kann.  Ferner  wird  gezeigt,  wie  sich 
derselbe  Grundgedanke  verwenden  lässt,  um  die  Dämmerung  mit 
zu  berücksichtigen.  Daran  schliesst  sich  eine  Behandlung  des 
Problemes  der  kürzesten  Dämmerung.  B. 
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L.  Janse  Bz.     Oplossing  eener  prijsvraag.  Nieuw  Arch.  ix. 

141-179. 

Die  Preisfrage,  welche  hier  beantwortet  wird,  ist  die  folgende: 
„Welcher  Teil  der  kugelförmigen  Sonnenoberfläche  wird  bei  einer 
Sonnenfinsterniss  durch  den  Mond  für  das  Auge  bedeckt ?''  Auf 
analytischem  Wege  wird  die  Rechnung  durchgeführt,  und  es  werden 
die  Resultate  in  Zahlentabellen  gebracht.  Fortsetzung  in  folgen- 
dem Jahrgange.  6. 


Ch.  Roüget.     Observations   astronomiques  sans   mesure 
d'angles.    c.  R.  xcv.  95,  120-123. 

Weitere  Entwickelungen  zu  einer  bereits  früher  von  dem  Ver- 
fasser auseinander  gesetzten  Methode,  welche  darauf  hinauskommt, 
den  Moment  zu  beobachten,  wo  sich  zwei  Gestirne  auf  demselben 
Höhen- oder  Verticalkreise  befinden.  (Gfr.  F. d.M.  XIII.  1881.  855). 

B. 


N.  HuRz.     Zur  Berechnung  der  scheinbaren  Sternörter. 

Aatr.  Nachr.  2416. 

Differentialformeln  für  die  bei  der  genannten  Aufgabe  vor- 
kommenden Sternkonstanten.  B. 


Tfl.  VON  Oppolzer.       Lehrbuch    zur    Bahnbestimmung 
der  Cometen  und  Planeten.    I.  Bd.    Zweite  und  völlig 

umgearbeitete  Auflage.     8".     Leipzig.  1882.   W.  Engelmann. 

Der  vorliegende  Band,  doppelt  so  stark  wie  sein  Vorgänger, 
behandelt  die  Bahnbestimmung  ohne  Berücksichtigung  der  Stö- 
rungen und  ist  als  das  vollständigste  und  ausführlichste  Com- 
pendium  tlber  diesen  Gegenstand  anzusehen.  Da  der  Stoff,  der 
in  ein  Werk  über  einen  so  viel  bearbeiteten  Gegenstand  hinein- 
gebort, seit  langem  feststeht,  so  wird  es  genügen  zu  bemerken,  dass 
der  Verfasser  in  Bezug  auf  die  Schärfe  der  Entwickelungen  soweit 
als  irgend  zulässig  gegangen  ist  und  an  einigen  Stellen  durchaus 
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Eigenes  gebracht  hat,  dass  er  feruer  durch  Beifügung  zahlreicher 
Tafeln  die  Anwendung  der  von  ihm  bevorzugten  Methoden  mög- 
lichst bequem  zu  machen  gesucht  hat.  B. 

K.  Israel  -  HoLTZWART.  Elementare  Darstellung  der 
Gauss'schen  Methode  zur  Bestimmung  elliptischer  Bahn- 
elemente aus  geocentrischen  Beobachtungen.  Halle  a  s. 

H.  W.  Schmidt. 

B. 

De  Oaspakis.  Nuove  serie,  per  esprimere  le  coordinate 
eliocentriche  in  funzione  dell'  anomalia  media. 

Rom.  Acc.  L.  (3)  VI.  65. 

De  Gasparis.  Serie  fra  anomalia  e  raggio  vettore  nella 
ellisse  planetaria.    Nap.  Rend.  xxi.  12-19. 

De  Gasparis.     Prima  approssimazione  di  un  orbita  con 

5  dati.    Nap.  Rend.  XXI.  104-107,  1Ö4-1Ö5. 

De  Gasparis.  Sur  la  th^orie  du  mouvement  des  pla- 
nstes.   C.  R.  XCIV.  32-33. 

De  Gasparis.     Sur  le  problfeme  de  Kepler,  c.  r.  xcv.  44«. 

B. 

J.  Morrison.  On  the  compensation  of  the  eccentric 
anomaly  from  the  mean  anomalj  of  a  planet.   Analyst 

IX.  17-19. 

In   der   Gleichung   m  =  E  —  c  sin  E  setzt    der    Verfasser 
E  =  m  +  x  und  giebt  als  erste  Annäherung 

/— .       1  ^  /      ^  r-       sinm 

r  =  y^.tan-^-ö,    wo    tanö  =  ev2-^ ; 

^  2     '  '      1  —  e  cosm 

und  als  zweite  Näherung 

£,       ,      m  —  ifi, 
=  m-{'X-\-  ' 


1— eioE,   ' 
wo  E^  die  erste  Näherung  und  m,  =  E,  — csinE,  ist. 

Jn.  (0.). 
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Ch.  V.  Zenger.     On  the  Solution  of  Kepler's  problem. 

MoDthl.  Not.  XLII.  446-449. 

J.  C.  Adams.     On  Newton's  Solution  of  Kepler's  problem. 

MoDthl.  Not.  XLIII.  43-49. 

Id  der  ersten  Arbeit  giebt  Professor  Zenger  eine  Näherungs- 
methode  für  die  Eepler'scbe  Gleichung,  indem  er  Reihen  benutzt, 
die  u  in  steigenden  Potenzen  von  sinu  geben,  und  wendet  sie 
auf  Beispiele  an. 

In  der  zweiten  Arbeit  macht  Professor  Adams  darauf  auf- 
merksam, dass  von  allen  Methoden,  die  zur  Lösung  dieses  Pro- 
blems in  Vorschlag  gebracht  worden  sind,  diejenige,  welche  am 
schnellsten  zu  irgend  welchem  verlangten  Grade  von  Genauigkeit 
führt,  die  von  Newton  in  den  ,jPrincipia"  2.  Bd.  p.  109-116  gege- 
bene ist.  In  dieser  Methode  ist  die  Ordnung  der  Fehler  bei  jeder 
folgenden  Näherung  mehr  als  verdoppelt,  und  dies  erklärt  den 
ausserordentlichen  Vorteil  gegenüber  dem  Gebrauch  von  Reihen, 
die  nach  Potenzen  von  e  fortschreiten,  wenn  grosse  Genauigkeit 
für  das  Resultat  verlangt  wird;  da  in  der  letzteren  Methode  die 
Hinzuftlgung  eines  neuen  Gliedes  die  Ordnung  des  Fehlers  nur 
um  eine  Einheit  vermehrt. 

Herr  Adams  bemerkt  ferner,  dass  der  Grad  der  Schnelligkeit 
der  Näherung  durch  eine  Veränderung  in  dem  Verfahren  noch  ver- 
mehrt werden  kann.  Er  giebt  eine  Geschichte  der  Methode  und 
zeigt,  dass  die  ungewöhnliche  Form,  in  welcher  Newton  dies 
Verfahren  geboten  hat,  die  folgenden  Schriftsteller  verleitet  hat, 
ihn  nicht  fllr  den  Verfasser  zu  halteu.  Er  spielt  auch  auf  eine 
merkwürdige  Tatsache  betreffs  der  Veröffentlichung  dieses  Ver- 
fahrens von  Newton  an.  Zum  Schluss  giebt  er  eine  eigene  gra- 
phische Methode. 

Der  Arbeit  von  Adams  folgt  eine  kurze  Note,  in  der  er  von 
Professor  Zenger's  Lösung  Notiz  nimmt  und  auf  ein  Missver- 
verständnis aufmerksam  macht.  Glr.  (0.). 


R.  Radau.    Remarques  conceniant  le  problfeme  de  Kepler. 

C.  R.  XCV.  274-276. 


cot  E  =  cot  M .   ^  .   „ — , 
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Besprechung   verschiedener    Formen    ftlr    die    Lösung    der 
Gleichung 

*  =  JS  — csinE. 

Dieselben  gehen  aus  den  Gleichungen 

8in(esinEo) 

'0 

hervor,  wo  E^  einen  angenäherten  Wert  von  E^  bedeutet.  För 
die  extremen  Annahmen  E^  =  0  und  E^  ^  —n  erhält  man  die 
Formeln  von  Wolfers  und  Zenger.  B. 


Ch.  V.  Zenger.     Solution  rapide  du  problfeme  du  Kepler. 

C.  R.  XCV.  171-174. 

Ch.  V.  Zenger.     Tables   auxiliaires   pour  calculer  lano- 
malie  vraie  des  planstes.    C.  R.  xcv.  208-210. 

Ch.  V.  Zenger.     Solution   du  problijme  de  Kepler  pour 
des  excentricites  considörables.    G.  R.  xcv.  416-417. 

Die  Kepler'sche  Gleichung 

E— csinE  =  Jtf 
wird  umgeformt  in 

^  cosec  Af 


cotE  =  cotilf — 


1  +  ^8in(E-My  +  A  8in(E-ir)H 


wo  der  Nenner  die  Reihe  für 

E— M 


sin(E-*) 

ist.    (Cfr.  auch  die  oben  erwähnte  Arbeit  von  Radau.) 

B. 
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Stieltjes.     Sur  un  th^orfeme  de  M.  Tisserand.    c.  R.  xcv. 

901-903. 

Der  Aufsatz  bezieht  sich  auf  die  Untersuchung  von  Herrn 
Tisserand  in  C.  R.  LXXXVIII.  und  LXXXIX.  (cfr.  F.  d.  M.  XL 

1879.  p.  804). 
Ist 
cosy  =  cosucosu'  cos(a;  — «')  + siuMsinu' cos(y  — y'), 

so  handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  von 

sin(yi+l)y 
sinqp 

in  eine  trigonometrische  Reihe  nach  Vielfachen  von  x  —  x^  und 
y — y\  Unter  Benutzung  einer  partiellen  Differentialgleichung 
gelingt  die  Darstellung  der  Coefficienten  durch  Producte  von 
hypergeometriscben  Reihen,  ein  Resultat,  das  für  den  speciellen 
Fall  II  =  t«',  a;'  =  y'  =  0  von  Herrn  Tisserand  zuerst  gefunden 
worden  war.  B. 


Harzer.      Eine    neue  Methode,    die   negativen  und  un- 
graden  Potenzen  der  Entfernungen  der  Himmelskörper 

zu   entwickeln,     Astr.  Nachr.  2425. 

Setzt  man  m  der  aus  der  Theorie  der  Thetareihen  folgenden 
Formel 

1     __    l  +  2.Ze-""^e 

i/o  -un— 

1+22'c       ^ 

für  q  den  Wert  /t^\  f^  wo  J  die  gegenwärtige  Distanz  zweier 
Planeten  und  f  eine  sehr  grosse  Gonstante  bedeutet,  so  erhält 
man  die  angenäherte  Formel 

Durch  Differentiationen  nach  q  giebt  die  ursprüngliche 
Formel  analoge  Ausdrücke  für  die  negativen  ungraden  Potenzen 
von  A.  Die  trigonometrische  Entwickelung  von  if  in  den  Ex- 
ponenten   bietet    keine   Schwierigkeit,   während  die  weitere  tri- 
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gonometrische  Entwickelung  der  Exponentialgrössen  sich  mit  Hülfe 
von  Besserschen  Functionen  erledigen  lässt,  deren  Argument  rein 
imaginär  ist.  Der  grössere  Teil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  damit, 
diesen  Grundgedanken  in  einer  ftir  die  praktische  Anwendung 
geeigneten  Form  auszufahren.  B. 


Scheibner.     Ueber  einige  Arbeiten  C.  G.  J.  Jacobi's  auf 
dem  Gebiete  der  Störungstheorie.    Astr.  Nachr.  2444. 

Der  Aufsatz  enthält  zunächst  eine  Reihe  von  historischen 
Notizen  und  giebt  sodann  eine  ausfllhrliche  Analyse  von  dem 
Inhalte  eines  in  Hansen's  Nachlass  vorgefundenen  Manuscripts 
betitelt  ^Entwickelungen  und  Rechnungen  zu  Jacobi's  Theorie  der 
Störungen  der  Hauptplaneten^.  Der  Grundgedanke  für  die  Ent- 
wickelung der  reciproken  Distanz  l:J  zweier  Planeten  ist  dabei 
folgender.  Man  entwickle  J^  nach  den  mittleren  Anomalien  fi 
und  fi'  in  eine  trigonometrische  Reihe 

L+  M  coBifÄ-  fi'  +  ä)  +  N, 

wo  L  das  konstante  Glied  ist  und  iV  die  höheren  Vielfachen  von 
fi  und  fi*  enthält  und  nach  den  Vielfachen  ?on  xp  =  ii  —  ^*  -\'a 
und  ju  geordnet  zu  denken  ist.  Dann  wird  die  Elongation  y  durch 
die  Gleichung 

/"^  Ax  r^'  Ax 

y         VL+*co8aj  jf       yL+Afcosx 

eingeführt;  und  1  :  /l  nach  y  und  fi  entwickelt.  Diese  Ent- 
wickelung wird  nicht  analytisch,  sondern  rein  numerisch  durch 
mechanische  Quadratur  ttber  aequidiiferente  Werte  von  y  resp.  /u 
ausgeführt.  B. 


R.  Radau.     Sur  un  point  de  la  th^orie  des  perturbations. 

0.  R.  XCV.  117-120. 

Vergleichende  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Formeln, 
welche  man  für  die  Bewegung  in  der  gestörten  Bahn  aufgestellt 
hat.  B. 
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F.  TissERAND.    Sur  les  d^placements  söculaires  des  plans 
des  orbites  de  trois  planstes.    0.  R.  xciv.  997-1004. 

Anknüpfend  an  eine  frühere  Abhandlung  (Gfr.  F.  d.  M.  XIII. 
1881.  844)  untersucht  der  Verfasser  den  bereits  von  Leverrier 
hervorgehobenen  Fall,  dass  die  Neigung  eines  kleineren  Planeten 
durch  die  Störungen  von  Jupiter  und  Saturn  sehr  erhebliche 
Oscillationen  ausführen  kann,  wenn  die  Halbaxe  desselben  nahe 
bei  einem  gewissen  Werte  liegt.  Durch  ein  gemischtes,  teils  ana- 
lytischeSy  teils  numerisches  Verfahren  gelingt  es,  die  Grenzen  an- 
zugeben, innerhalb  deren  die  Neigung  oscilliren  kann. 

B. 


Gylden.  Sur  r^quation  diflFdrentielle,  qui  donne  im- 
m^diatement  la  Solution  du  problfeme  des  trois  corps 
jusqu'aux  quantit^s  de  deuxifeme  ordre  inclusivement. 

C.  R   XCV.  55-58. 

Reduction    einer   in    den   Strömungsformeln    des    Verfassers 
auftretenden  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf  die  Form 

B. 


Gyldän.     Eine  Annäherungsmethode  im    Probleme  der 
drei  Körper.    Act.  Math.  I.  77-92. 

Die  behandelte  Aufgabe  besteht  darin,  zu  der  Differential- 
gleichung 

unter  gewissen  Voraussetzungen  über  die  Form  und  die  Grössen- 
Ordnung  von  t/  und  den  Coefficienten  X^^xp  eine  nur  aus  periodi- 
schen Gliedern  bestehende  Lösung  durch  successive  Approximation 
zu  finden.     Der  Nerv  des  Verfahrens,  welches  an  dem  Beispiel 


ix' 


-\-aQOQkx.y  =  i^Q  + 
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(a  und  l  konstant)  erläutert  wird,  besteht  in  einer  passenden 
Spaltung  des  Goefficienten  X^,  um  die  auftretenden  nichtperiodi- 
schen Glieder  zu  beseitigen.  B. 


Gylden.     lieber  die  absoluten  Elemente  der  Planeten- 
bahnen.   Astr.  Nachr.  2452. 

Verfasser  ist  bei  der  Verfolgung  der  von  ihm  aufgestellten 
Methode  der  intermediären  Bahnen  auf  den  von  ihm  als  wichtig 
hervorgehobenen  Umstand  gestossen,  dass  bei  der  Integration 
der  Störungsglieder  Terme  auftreten,  die  die  störende  Masse 
als  Factor  nicht  enthalten,  aber  von  derselben  Ordnung  wie  die 
Glieder  fttr  die  ungestörte  Bewegung  sind.  Diese  Glieder 
bezeichnet  er  als  elementare  Glieder  und  die  durch  die  von  der 
Masse  freien  Glieder  bestimmte  Bahn  als  absolute  Bahn,  deren 
Elemente  dann  die  absoluten  Elemente  sind.  Hierzu  mag  bemerkt 
werden,  dass  dieser  Umstand,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Ge- 
stalt, längst  bekannt  und  auch  nicht  an  die  Methode  der  inter- 
mediären Bahnen  gebunden  ist.  Er  tritt  z.  B.  auf,  wenn  man, 
wie  es  bei  der  Mondtheorie  aus  zwingenden  Gründen  immer  ge- 
schehen ist,  von  vornherein  die  Elemente  Knoten  und  Perihel 
in  der  ersten  Approximation  als  variable  Grössen  einführt 
Ueberdies  werden,  sobald  mehr  als  eine  störende  Masse  vorhanden 
ist,  die  „elementaren  Glieder^  nicht  frei  von  den  störenden  Massen, 
sondern  homogene  Functionen  nuUter  Ordnung  derselben.  Der 
Aufsatz  giebt  zunächst  eine  Darlegung  der  Resultate,  zu  denen 
der  Verfasser  in  seinen  Entwickelungen  gelangt  ist,  und  scbliesst 
daran  Vergleichungen  der  alten  Methode  der  Variation  der  Con- 
stanten mit  dem  neuen  Verfahren,  sowie  Raisonnements  ttber  die 
Stabilität  des  Sonnensystems,  welche  letztere  nach  Ansicht  des 
Referenten  nicht  concludent  sind.  B. 


LiNDSTKDT.     üeber  die  Integration  einer  für  die  Störungs- 
theorie wichtigen  Differentialgleichung.   Astr.  Nachr.  2462. 
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LiNDSTEDT.    Bemerkungen  zur  Integration  einer  gewissen 
Differentialgleichung.    A«tr  Nachr.  2465. 

Gylden.     Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des  Herrn 
Dr.  Lindstedt  in  den  Astr.  Nachr.  Nr.  2465.   Aetr.  Nachr. 

2469. 

Backlund.     Zur  Integration  der  Differentialgleichung 

Astr.  Nachr.  2469. 

In  1)  wird  die  Integration  der  Differentialgleichung 

'^\+Q  =  ßo+ß.e+ß,Q'+-^ 


wo  die  ß  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  dadurch  integrirt, 
dass  unter  der  in  diesem  Falle  zu  erreichenden  Voraussetzung 
ß^  =  0,  in  dem  sich  unmittelbar  ergebenden  ersten  Integral 

die  Substitution 

dg 
Q  =  Tj  cos«,       .      =  T]  sin« 

eingeführt  wird,  mittelst  welcher  sich  rj  als  trigonometrische  Reihe 
von  X  und  v  in  der  Form  ex  plus  einer  trigonometrischen  Reihe 
in  X  ergiebt.  Die  Elimination  von  x  ergiebt  dann  ftLr  q  eine 
trigonometrische  Reihe  nach  Vielfachen  einer  linearen  Function 
von  V.  Die  Goefficienten  werden  durch  Potenzreihenentwicke- 
lungen  dargestellt.  In  2)  wird  dieses  Verfahren  mit  dem  von 
Herrn  Gyldän  für  dieselbe  Aufgabe  verglichen  und  daran  eine 
Polemik  gegen  letzteres  geknüpft,  die  jedoch  später  vom  Ver- 
fasser zurückgezogen  worden  ist.  3)  enthält  die  Abwehr  von 
Herrn  Gylden  gegen  die  erwähnte  Polemik,  während  in  4)  ein 
Verfahren  mitgeteilt  ist,  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
nach  der  Methode  der  unbestimmten  Goefficienten  zu  bestimmen^ 
wenn  die  Existenz  der  Lösung  in  Form  einer  trigonometrischen 
Reihe  feststeht.     Hierbei    mag    noch   erwähnt  werden,    dass  4) 
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einen  mit  den  Principien  der  FuDctionentheorie  in  Widersprach 
stehenden  Versuch  die  Existenz  nachzuweisen  enthält 

B. 


Weiler.  Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  in  No.  2388: 
^Ueber  die  Theorie  der  Bewegungen  der  Himmels- 
körper.*   Astr.  Nachr.  2428. 

Bezieht  sich  auf  die  Gyldön'sche  Methode,  als  erste  Approxi- 
mation eine  von  der  Ellipse  verschiedene  Curve  zu  Grunde  zu 
legen.  B. 


T.  N.  Thiele,      üeber   Professor  Gyld^n's  intermediäre 

Bahnen.     Astr.  Nachr.  2429. 

Verfasser  zeigt,  dass  der  Gyldön's  intermediären  Bahnen  zu 
Grunde  liegende  Gedanke,  nämlich  aus  der  Störungsfunction  einen 
nur  von  einem  Radiusvector  abhängigen  Teil  abzusondern,  sich 
noch  auf  verschiedene  andere  Weisen  verwirklichen  lässt,  von 
denen  eine  bereits  von  Newton  empfohlen  worden  ist. 

B. 


Weiler.      Nachträge    zu  der  Abhandlung   in  No.  2311 
bis  2317:    ^Das  Problem  der  drei  Körper  in  der  neuen 

Störungstheorie.*     Astr.  Nachr.  2432-2433. 

Der  Aufsatz  enthält  im  Wesentlichen  eine  Abänderung  der 
Herleitung  und  Gestalt  früherer  von  dem  Verfasser  gegebener 
Formeln.  Es  möge  deshalb  hier  nur  bemerkt  werden,  dass  bei 
dessen  Methode  die  Excentricität  als  fest  und  die  mittlere  Ano- 
malie als  lineare  Function  der  Zeit  angenommen,  d.  h.  die  Stö- 
rungen dieser  Elemente  auf  die  übrigen  Parameter,  Neigungen, 
Knoten  und  Perihel  geworfen  worden.  B. 


Capitel  2.    Astronomie.  929 

O.  Callandreau.     8ur  la  ddtermination  des  variations 
s^culaired  et  des  dl^ments  moyens  des  orbites. 

Astr.  Nachr.  2435. 

Bezieht  sich  auf  die  von  Herru  Hill  dem  Gauss'schen  Ver- 
fahren gegebene  Gestalt.  (Astronomical  papers  prep.  for  the  use 
of  the  Amer.  Ephemeris  etc.  Vol.  I,  5).  B. 


E.  Neison.  Note  on  a  term  in  the  perturbations  of  the  moon, 
due  to  the  action  of  Mars.   Moothi.  Not.  XLII.  267-269.  (1882). 

In  einer  früheren  Arbeit  hatte  der  Verfasser  erklärt,  dass  er 
gefunden  habe,  dass  der  Coefficient  des  Gliedes  mit  dem  Argu- 
ment /— 24r'+20i"\  wo  ljl"yV''  die  mittleren  Längen  des  Mondes, 
der  Erde  und  des  Mars  bezeichnen,  sich  auf  mehrere  Sekunden 
beläuft.  Diesen  Tatbestand  hatte  er  nur  als  einen  vorläufigen 
gegeben ;  jetzt  zieht  er  ihn  nach  genauerer  Prüfung  zurück.  Der 
genaue  Wert  des  Gliedes  ist  von  Gogou  untersucht  und  als  un- 
merklich gefunden  worden.  Glr.  (0.). 


G.W.  Hill.  Review  of  the  ^theory  of  the  moons  motion 
deduced  from  the  law  of  universal  gravitation^  by 
John  N.  Stockwell.    Aoalyst  IX.  41-47. 

J.  N.  Stock  WELL.  On  Mr.  tLilYs  review  of  the  theory 
of  moons  motion.    Aoaljst  ix.  82-90. 

Verteidigung  der  Theorie  durch  Herrn  Hill  und  Erwiderung 
auf  seine  Kritik  von  Herrn  Stockwell.  Jn.  (0.). 


P.  Lehmann.     Tafeln  zur  Berechnung  der  Mondphasen. 

8".     Berlin  1882.    K.  StatistischeB  Burean. 

B. 
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Th.  von  üppolzer.  Syzygientafeln  für  den  Mond  nebst 
ausführlicher  Anweisung  fUr  den  Gebrauch  derselben. 
Publication  XVI  der  Astr.  Gesellschaft.  4^   Leipzig,  I88i. 

W.  Bogelmann.  B. 


Backlünd.     Ueber  Störungen  durch  ein  widerstehendes 

Mittel.    Astr.  Nachr.  No.  2414. 

In  der  zweiten  Abhandlung  über  die  Theorie  des  Encke'schen 
Cometen  (Peterb.  Abh.  1878)  hatte  ?on  Asten  unter  Zugrunde- 
legung der  Encke'schen  Hypothese  über  das  widerstehende  Mittel 
zum  Teil  ein  von  Encke  abweichendes  Verfahren  benutzt,  welches 
darin  bestand,  dass  er  die  mittlere  Bewegung  und  den  Excen- 
tricitätswinkel  sich  bei  jedem  Periheldurchgange  sprungweise  um 
constante  Grössen  ändern  Hess.  Verfasser  kritisirt  zunächst  dieses 
Verfahren  mit  guten  Gründen  und  entwickelt  dann  für  den  vor- 
liegenden Fall  hinreichend  strenge  Formeln,  deren  Anwendung 
an  einem  numerischen  Beispiel  erläutert  wird.  Zum  Schlüsse 
wird  dann  noch  gezeigt,  dass  man  die  Widerstandshypothese 
innerhalb  ziemlich  weiter  Grenzen  variiren  kann,  ohne  dass  da* 
durch  ein  Widerspruch  mit  den  Beobachtungen  eintritt.       B. 


Tu.  VON  Oppolzer.     Lösung  des  Kometenproblems. 

Wien.  Ana.  1882.  227;    Wien.  Ber.  LXXXVI.  885-892. 

Beschäftigt  sich  mit  dem  vdb  Verfasser  in  seinem  Lehrbuche 
über  Bahnbestimmung  aufgestellten  Satze,  dass,  wenn  beim 
Kometenproblem  eine  mehrfache  Lösung  auftritt,  diese  immer 
eine  dreifache  ist.  Dieser  Gegenstand  hat  dadurch  ein  grösseres 
Interesse  gewonnen,  dass  bei  den  Erscheinungen  der  letzten 
Jahre  ein  derartiger  Fall  in  der  Tat  vorgekommen  ist.      B. 


N.  Herz.       Zur    Theorie    der    Bahnbestimmnng    eines 

Kometen.      Wien.  Ane.    1882.    213-214;     Wien.  Ber.    LXXXVI. 
794-834. 
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N.  Herz,    lieber  die  Möglichkeit  einer  mehrfachen  Bahn- 
bestimmung  aus  drei  geocentrischen  Beobachtungen. 

Wien.  Anz.  1882.  248;  Wien.  Ber.  LXXXVI.  1125-1131. 

Die  erste  Abhandlung  giebt  eine  Lösung  des  Kometenproblems 
unter  Benutzung  von  drei  vollständigen  Beobachtungen,  ein  Ge- 
danke, der  schon  früher,  jedoch  mit  unnötigen  einschränkenden 
Voraussetzungen,  benutzt  worden  ist.  Das  Wesentliche  hierbei  ist, 
dass  die  Relation  zwischen  den  beiden  äusseren  Distanzen  Q^  und  q^ 
in  aller  Strenge  sich  auf  die  Form  ^,  =  MQ^  bringen  lässt.  Die 
Brauchbarkeit  des  Verfahrens  wird  an  einem  Beispiel  nachgewiesen. 

Der  zweite  Aufsatz  weist  darauf  hin,  dass  bei  mehrfachen 
Losungen  die  Zahl  derselben  drei  oder  zwei  ist,  jenachdem  man 
die  Excentricität  gleich  Eins  setzt  oder  aus  den  Beobachtungen 
bestimmt,  dass  ferner  die  allein  richtige  Lösung  in  beiden  Fällen 
angenähert  dieselbe  sein  mtlsse,  dass  also  hierin  ein  Kriterium 
zur  Ausscheidung  der  unzulässigen  Lösungen  liege.  B. 


Th.  von  Oppolzer.     üeber  die  Kriterien  des  Vorhanden- 
seins dreier  Lösungen  beim  Cometenproblem. 

Astr.  Nachr.  2468. 
Mitteilung  der  Formeln  ohne  Beweis.  B. 


Gylden.     Ueber   die   von  dem   Maltheserritter  d'Angos 
im  Jahre  1784  mitgeteilte  Cometenentdeckung. 

Astr.  Nachr.  2445-2446. 

Verfasser  geht  bei  der  Behandlung  dieser  vielberufenen 
Frage  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  beiden  ersten  Beo- 
bachtungen der  betreffenden  Reihe  nicht  von  vornherein  als  apokryph 
zu  verwerfen  seien  ,nur  dass  dann  wegen  der  sich  dabei  ergebenden 
ausserordentlich  starken  Annäherung  an  die  Erde  der  Versuch 
Bahnelemente  abzuleiten  einen  von  den  gewöhnlichen  Methoden 
abweichenden  Weg  einschlagen  müsse.  Verfasser  giebt  eine 
auf  der  Benutzung  der  von  ihm  eingeführten  intermediären  Bahn 
beruhende  Behandlung  des  Falles,  wo  die  Anziehung  des  stören- 
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den  Planeteu  von  derselben  Ordnung  ist  wie  die  der  Sonne.  Bei 
der  Anwendung  auf  die  vorliegenden  zwei  Beobachtungen  lässt 
sich  ausser  der  Lage  der  Bahn  nur  noch  ein  Datum  bestimmen, 
während  die  vollständige  Bestimmung  der  Bahn  nur  unter  hypo- 
thetischen Annahmen  über  zwei  andere  Stücke   zu  erreichen  ist 

B. 


F.  Folie.  Sur  un  crit^rium  astronomique  certain  de 
Texistence  d'une  couche  fluide  k  Tint^rieur  de  l'^corce 
terrestre.    Belg.  Bull.  (3)  lli.  20-23. 

F.  Folie.  Existence  et  grandeur  de  la  pr^cession  et  de 
la  nutation  diurne,  dans  Thypothöse  d'une  terre  solide. 

Belg.  Bull.  (3)  III.  739-753. 

Der  Behauptung  von  Laplace  entgegen  giebt  es  eine  berechen- 
bare tägliche  Präcession  und  Nutation,  deren  Wert  grösser  ist; 
dieselbe  rührt  von  einer  flüssigen  Schicht  im  Innern  der  Erd- 
kugel her.  Mn.  (0). 


C.  EozE.     Des  termes  k  courte  pöriode  dans  le  mouve- 
ment   de  rotation  de  la  Terre.     Extrait  par  l'auteur. 

0.  R.  XCV.  327-330. 

B. 


Glauser.      üeber    das  Rotationsgesetz  der  Sonne    und 
der  grossen  Planeten.    Aetr.  Nachr.  2415. 

Verfasser  giebt  eine  Berichtigung  zu  der  von  Zöllner  (Astr. 
Nachr.  1849)  entwickelten  Rotationstheorie.  Zöllner  hatte  seine 
Schlüsse  u.  A.  darauf  gestützt,  dass  der  Quotient  aus  den  linearen 
Rotationsgeschwindigkeiten  für  die  Oberfläche  und  tiefere  Schich- 
ten von  den  Polen  nach  dem  Aequator  zu  abnehmend  auf  letz- 
terem ein  Minimum  besitze.  Verfasser  zeigt,  dass  wenigstens  im 
vorliegenden  Falle  dieser  Satz  nicht  zutrifft.  B. 
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PechOlk.  Sur  la  favorabilitä  des  stations  relativement 
k  Tensemble  des  mesures  microm^triques  ä  faire 
pendant  le  passage  de  V^nus  (1882).   Astr.  Nachr.  2440. 

Die  in  der  Ueberschrift  vollständig  umschriebene  Auf- 
gabe wird  für  folgende  vier  Beobachtungsmethoden  behandelt: 
1)  Messung  von  Höhendifferenzen,  2)  von  Distanzen,  3)  von 
Rectascensionsdifferenzen ,  4)  von  Declinationsdifferenzen  der 
Gentra  von  Sonne  und  Venus.  Eine  beigegebene  Httlfstafel  ge- 
stattet ohne  Schwierigkeit  zu  entscheiden,  wie  weit  sich  eine 
gegebene  Combination  von  Stationen  dem  günstigsten  Falle 
nähert.  B. 

Perry.     Sur  la  future  Observation  du  passage  de  V^nus 

ä  Madagascar.    Bruz.,  S.  sc.  VI.  a.  103-109. 

Mn. 


Lehmann  -  Filhes.      Kritischer    Beitrag   zur  Geschichte 
der  meteorischen  Astronomie.    Aatr.  Nachr.  24io. 

Verfasser  zeigt,  dass  der  Schluss,  durch  welchen  Erman 
(Astr.  Nachr.  No.  385)  aus  seinen  Beobachtungen  der  August- 
meteore für  die  Bahnneigung  zwei  Grenzwerte  herleitete,  und  der 
fUr  die  weitere  Entwickelung  der  Theorie  nicht  ohne  Folgen 
geblieben  ist,  bezüglich  der  unteren  Grenze  fehlerhaft  war  und 
auf  einem  Versehen  beruhte,  das  vom  Verfasser  richtig  gestellt 
wird.  Der  Fehler  war  übrigens  bereits  früher  vod  B.  Peirce 
bemerkt  worden  (Transactions  Amer.  Phil.  Soc.  Vol.  VIII). 

B. 


H.  Geelmuyden.    Remarques  sur  la  th^orie  de  la  lumifere 

zodiacale.    Lie  Arch.  54-103. 

Beitrag  zu  einer  Discussion  über  die  Theorie  des  Zodiacal- 

lichtes  zwischen  Serpieri,  Gelmuyden  und  Groneman. 

L. 
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Kbbbbr.      Refractionstheorie   auf   geometrischer  Grund- 
lage.   Wiedemann  Ann.  XV,  140-165,  306-329. 

Verfasser  behandelt  die  astronomische  Strahlenbrechung, 
indem  er  die  Atmosphäre  als  ein  System  von  sphärischen 
Schichten  ansieht,  und  darauf  die  Gauss'schen  Begriffe  der  Haupt- 
und  Brennpunkte  etc.  anwendet.  Soweit  ist  alles  gut,  wenigstens 
so  lange  die  Voraussetzungen  jener  Gauss'schen  Theorie  erfüllt 
sind.  Dagegen  ist  der  Versuch  des  Verfassers,  daran  eine  neue 
Refractionstheorie  zu  knüpfen,  einfach  als  verfehlt  zu  bezeichnen; 
ebenso  zeigen  Bemerkungen,  wie  die  über  die  Bestimmung  der 
Refractionsconstante  p.  161  und  über  die  Beobachtung  von  Bouguer 
p.  314  trotz  aller  Citate  von  weitgehender  Unbekanntschaft  mit 
dem  Gegenstande.  B. 


Harzer.  Untersuchung  über  die  astronomische  Strahlen- 
brechung auf  Grund  der  Differentialgleichungen  der 
elastischen  Lichtbewegungen  in  der  Atmosphäre. 

Astr.  Nachr.  2477. 

Verfasser  setzt  voraus,  dass  auf  concentrischen  Kugeln  um 
den  Erdmittelpunkt  die  Dichtigkeit  und  Elasticität  des  Aethers 
constant  sei,  dass  ferner  ein  unendlich  kleines  Element  als  iso- 
trop anzusehen  sei.  Es  gelingt  dann  für  die  Bewegungsgleichungen 
Lösungen  zu  finden,  welche  mit  den  directen  Folgerungen  aus 
dem  gewöhnlichen  Brechungsgesetz  übereinstimmen. 

B. 

W.  Meyer.  lieber  die  Strahlenbrechung  im  Innern 
eines  Cometen. 

Als  von  theoretischem  Interesse  ist  hervorzuheben  die  Auf- 
stellung der  Formeln  nach  Herrn  Gellerier  fttr  die  genannte  Re- 
fraction  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  brechende  Medium 
aus  homogenen  cylindrischen  Schichten  zusammengesetzt  sei  und 
dass  sich  dasselbe  optisch  wie  ein  vollkommenes  Gas  verhalte. 

B, 
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Ceraski.    Ueber  die  Bestimmung  der  Vergrösserung  eines 

Fernrohrs.    Aetr.  Nachr.  2416. 

Verfasser  benutzt  den  Abstand   der  sich   in  Ocularprismen 

zeigenden  dunkeln  Segmente  von  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes, 

um  die  Vergrösserung  zu  bestimmen. 

B. 


Anhang. 


Haller  von  Hallerstein.      Lehrbuch    der    Elementar- 
Mathematik.    8.  Aufl.  von  Maier.    Berlin.  Nauck  &  Co. 

!Neue  unveränderte  Auflage  des  bekannten  Werkes. 

0. 


GrEX.      Lehrbuch   der  Mathematik.     Berlin.    A.  Stubenrauch. 

Das  vorliegende  Buch  enthält  den  dritten  Cursus  und  den 
zweiten  Teil  der  Arithmetik.  Dem  Ganzen  geht  eine  Inhalts- 
übersicht und  Zeiteinteilung  voran,  wie  der  Inhalt  nach  Meinung 
der  Herrn  Verfassers  passend  auf  ein  ganzes  Schuljahr  verteilt 
werden  kann.  Für  das  Sommerhalbjahr  ist  das  Radiciren,  die 
Proportionslehre,  Anwendungen  und  Repetitionen ,  —  für  das 
Winterhalbjahr  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  und  meh- 
reren Unbekannten,  quadratische  Gleichungen  mit  einer  und  zwei 
Unbekannten,  Repetitionsfragen  und  Aufgaben  bestimmt.  Die 
Darstellung  ist  überall  kurz  und  deutlich,  der  Druck  gut;  beson- 
ders Wichtiges  wird  auch  äusserlich  durch  den  Druck  hervor- 
gehoben. Ferner  sind  sehr  viel  passende  Aufgaben  und  zwar 
zur  mündlichen  und  auch  zur  schriftlichen  Behandlung  eingereiht. 

Mz. 
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Ad.  Hochheim.  Leitfaden  flir  den  Unterricht  in  der 
Arithmetik  und  Algebra  an  höheren  Lehranstalten. 
Heft  L    Dritte  vermehrte  Aufl.    Berlin.  B.  s.  Mittler  &  Sohn. 

Das  bekannte  Lehrbuch,  dessen  erste  Auflage  im  Jahre  1871 
erschien,  umfasst  das  arithmetische  Pensum  der  höheren  Lehr- 
anstalten, und  zwar  in  dem  vorliegenden  ersten  Hefte  das  Pensum 
des  Gymnasiums  und  des  Real-Progymnasiums,  also  „Arithmetik 
bis  zur  Entwickelung  des  binomischen  Lehrsatzes  und  Algebra 
bis  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades  einschliesslich^.  Im 
zweiten  Hefte,  das  bei  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  dieses 
Leitfadens  besonders  ausgegeben  wird,  soll  das  Pensum  des 
Realgymnasiums  und  der  Ober- Realschule  behandelt  werden. 
Die  Theorie  der  Gleichungen  zweiten  Grades,  welche  I)  Qua- 
dratische Gleichungen  mit  einer  Unbekannten,  2)  grösste  und 
kleinste  Werte  von  Trinomien,  3)  Reductionen  von  Gleichungen 
höheren  Grades,  und  4)  quadratische  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten  umfasst,  ist  in  der  neuen  Auflage  erweitert  worden; 
ebenso  die  G«m)binationslehre.  Zugleich  wurde  das  eingefügte 
Uebungsmaterial  wesentlich  vermehrt.  M. 


A.  Büttner.  Die  Elemente  der  Buchstabenrechnung 
und  Algebra.  Neböt  einem  Anhange,  enthaltend  Lo- 
garithmentafeln    für    die    Zahlen    von    1   bis   10000. 

Sechste  Auflage.    Berlin.    Stnbenraach. 

Ausser  der  angefügten  fünfstelligen  Logarithmentafel  für  die 
Zahlen  1  bis  10000  unterscheidet  sich  die  neue  Auflage  durch 
eine  ausführlichere  Behandlung  der  Exponentialgleichungen  und 
der  geometrischen  Reihen  und  die  Anwendung  derselben  auf  die 
Rentenrechnung.  Die  Methode  des  wohl  am  besten  für  Mittel- 
schulen geeigneten  Buches  besteht  darin,  dasö  die  Gesetze  zuerst 
an  einzelnen  Zahlenbeispielen  hergeleitet  und  dann  erst  allgemein 
bewiesen  werden.  M. 
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F.    Wallentin.        Lehrbuch     der    Arithmetik     flir    die 
oberen  Klassen   der  Gymnasien  und  Realschulen. 

Wien.    J.  Klinkbardt. 

Das  vorliegende  Lehrbuch,  welches  sachgemäss  auf  der 
allmäligen  EntwickeluDg  und  Erweiterung  des  Zahlbegriffes  sich 
aufbaut,  enthält  das  bekannte  Pensum  der  Arithmetik  und  Algebra 
für  höhere  Lehranstalten  bis  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades 
einschlieslich,  die  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  mit 
ihrer  Anwendung  auf  die  Rentenrechnung,  die  Combinationslehre 
mit  dem  binomischen  Satze,  die  Wahrscheinlichkeits-  und  Ver- 
Sicherungsrechnung  und  die  ersten  Elemente  der  complexen 
Zahlen.  In  den  Anmerkungen  finden  sich  zahlreiche  historische 
Notizen.  M. 

H.  C.  E.  M ARTUS.     Mathematische  Aufgaben.  5^  Aufl. 

Leipzig.   0.  A.  Koch. 

Neue  unveränderte  Auflage  der  bekannten  Aufgaben.  Die 
Resultate  sind  in  einem  besonderen  Bande  beigefBgt.         0. 


S.  Dickstein.     Die  Geometrie  in  det*  Schule.  I.    Pädagog. 

ZeitBcbr.  (Polnisch.)-  Dd. 


L.  W.  Meech.    Complementary  division.    Analyst  ix.  97-103. 
Leichte  Divisionsart  durch  eine  Zahl  mit  kleinem  arithmeti- 
schen Gomplement,  wie  z.  B.  996.  Jn.  (0.). 


S.   Dickstein.      Ueher    Cuhikwurzelausziehung.    Pädagog. 

Zeitschr.  (Polnisch.).  Dn, 

A.  Jurgielewicz.     Der  Unterricht  im  Rechnen.    Pädagog. 

Zeitschr.   (Polnisch.).  Dq. 

A.  Jurgielewicz.     Ueher  den  mathematischen  Unterricht 

in   den   Töchterschulen.    Padagig.  Zeitschr.   (Polnisch.). 

Dn. 
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J.  Henrici.     Vierstellige  logarithmisch-trigonometrische 

Tafeln.    Leipzig.   Tenbner. 

Die  Tafeln  sind  auf  steifem  Papier  gedruckt  und  empfehlen 
sich  deshalb  für  den  Handgebrauch.  Sie  enthalten  die  Briggischen 
Logarithmen  der  Zahlen,  die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Functionen  und  die  goniometrischen  Functionen.  0. 


E.  Beckeb.     Logarithmisch-trigonometrisches  Handbuch 

auf  fünf  Decimalen.    Leipzig.   TaachniU. 

Die  Tafel  unterscheidet  sich  von  anderen  fünfstelligen  Tafeln 
vorteilhaft  dadurch,  dass  sich  je  100  Reihen  auf  jeder  aufgeschla- 
genen Seite  finden.  Sie  enthalten  das  gewohnte  Material  in  der 
übersichtlichen  Form  des  Bruhns'schen  logarithmischen  Hand- 
buches. ^• 

Weitere  Logarithmentafeln  sind: 

1)  J.  G.  Böhm.   Kleines  logarithmisch-trigonometrisches 

Handbuch.   (5-Stellig).   4**  Aufl.    Innebruck.  Wagoer. 

2)  Th.  Wittstein.     5 -stellige  logarithmisch  -  trigono- 
metrische Tafeln.    10**  Aufl.    Hannover.  Hahn.  0. 


W.  C.  WiTTWER.    Grundzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Scblomilcb  Z.  XXVtl.  289-309,  329-345. 

Die  speciellen  Betrachtungen  (siehe  F.  d.  M.  XII.  1880. 
872—873  und  XIII.  1881.  868)  werden  fortgesetzt;  analoge  Rech- 
nungen wie  früher  werden  ausgeführt  in  Bezug  auf  die  drei 
Alkalimetalle  Kalium,  Natrium  und  Lithium,  sowie  deren  Ver- 
bindungen mit  Sauerstoff,  mit  Wasserstoff,  mit  Sauerstoff  und 
Wasserstoff.  Am  Schlüsse  der  Mitteilung  (yon  Seite  342  ab) 
werden  die  Resultate  zusammengestellt,  um  die  Analogien,  welche 
zwischen  den  drei  Metallen  bestehen,  sowie  die  Verschieden- 
heiten besser  hervortreten  zu  lassen.  Rs. 
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Band  XIV. 


Seite     14   Zeile    3  von  nateo  füge  hinzu:  «Mathesis  II,  243-245". 

«        32      «        9    «    oben  lies       »Lesage*  statt  ,| Lagrange ". 

„        B7      „        7     »       »        „         „ Marks''  statt  »Marcks*  und   »Back*' 

statt  „Bask". 

„        99      0        8    ,  unten     «        «Anhang*  statt  „Anfangt. 

,  197.  Gegen  unser  sonstijres  Princip  ist  es  leider  vorgekommen, 
dass  in  dem  Referat  über  das  Lehrbuch  des  Herrn  Pasch  die  Grenzen 
einer  rein  sachlichen  Besprechung  überschritten  worden  sind.  Wir  heben 
bei  dieser  Gelegenheit  noch  einmal  hervor,  dass  die  Verantwortung  hier- 
für ganz  allein  dem  Herrn  Referenten  anheimföllt. 

Seite  309  Zeile  8  von  oben  lies  „Laupp*'  statt  „Laapp*. 

•  365  ,  15  ^  „  ^  „de  periodicke*  statt  „der  periodiche* 

„  365  „  20  „  „  ^  „n  =  2«  statt  „n  =  z\ 

,  367  „  1  ,  ,  •  „2-  statt  ,r. 

„  368  „  1  ,,  unten  „  „Referat  im  folgenden  Bande*. 

,  379  „  1  „  oben  „  „de*  statt  „der*. 

398  „  7  „  unten  „  „snyu*  statt  „sin8n*. 

„      414      n        5    „       „         „        „Multiplicatorgleichungen*  statt  »Mal- 

tiplicationsgleichungen  *. 

„      416      „       12     „    oben     „        „EUiot*  statt  „EUiott*. 

430      „      10,  7,  5  und  3   von   unten    lies    „Kegelfunctionen*    statt 

„Kugelfunctionen*. 

.,      431      „        6  und  14  von  oben  lies  „Kegelfunctionen*  statt „K ugel- 

functionen*. 

„      431      „        1  von   unten  lies  „Kegelfunctionen*    statt   „Kugelfunc- 

tionen*. 

„      520  „  16  „        „  «  „tran8formaties*statt„tran8formaticB*. 

547  ,  11  «  oben  „  „Vietor*  statt  „Victor*. 

„       802  „  13  „         „  „  „Castigliano*  statt  „Castegliano*. 

.      848  ,  11  ,         ,  ,  „licht*  statt  , lieht*. 


